Differensligninger og annuitetsopsparing og -lan

Vi har leert, at en lineaer differensligning af fgrste orden er pa formen

Yne1=a Yp+b

og vi har vist, at hvis a # 0 og a # 1, sd vil Igsningen til denne differensligning kunne skrives pa lukket
form pa fglgende made

n

Ya=a"yotb-——p, n=012,.

Bemaerk, at Igsningen siges at veere pa lukket form, fordi y,, ikke afthaenger af de foregdende tal i
talfglgen bortset fra y,.

Annuitetsopsparing

Nar man laver en annuitetsopsparing, sa betyder det, at man hver termin indbetaler et fast belgb b,
hvor der til start star der ikke noget pa kontoen. Hver termin tilskrives der renter, hvor vi kalder renten
(i decimaltal) for . Belgbet pa kontoen efter n terminer kKaldes for A,,. Da gaelder fglgende satning:

Satning - opsparingsannuitet

Hvis et fast belgb b indbetales hver termin, hvor renten er r, sa vil veerdien A,, efter n terminer vaere

n

14+r)"—1
p A+nt -1
T

hvor startbelgbet 4, = 0.

Bevis

Hvis vi skal se p3, hvad der star pa kontoen efter n + 1 terminer, 4,1, s ma det vaere det belgb, der
stod der i forvejen (4,,), plus renter (r - A,), plus det fast belgb vi indbetaler hver termin (b). Det kan
skrives som en differensligning pa denne made:

App1 =4, +r-A,+b
Og ved en simpel omskrivning fas

Apsr=A4+1r)-A,+b

Vi ser nu til vores store glaede, at dette er en linezer differensligning af fgrste orden, da ligningen er pa
formeny, 1 =a-y, + b, hvory,.1 = A,41,Yn = Ap,a =141 o0gb = b. Darenten er positiv vil a #
0 og a # 1. Derfor kan vi bruges den lukkede lgsningsformel ovenfor til at opstille et udtryk for 4,,:

(1+r)"—1

Ay=(+71)"Ag+b-
n= @A b=



Da der ikke star noget pa kontoen til start er Ay = 0 og forkorter vi lidt i neevneren ovenfor fas derfor

1+t -1
_p,. ATl

n
r

Det var netop, hvad vi gnskede at bevise.

Annuitetslan

Nar man optager et annuitetslan, [aner man et belgb G, som kaldes for hovedstolen. Hver termin
tilskrives der renter af den restgzeld, man har tilbage (renten kaldes for r) og samtidig indbetaler man
hver termin en fast stgrrelse, som kaldes for ydelsen y.

Hvis man gerne vil have en bestemt hovedstol G, til en bestemt rente r som er tilbagebetalt efter n
terminer, sa kan ydelsen beregnes pa denne made:

Seetning - annuitetslan

Lad G veere hovedstolen, r renten og n antal terminer, som lanet lgber over. Da beregnes den faste
ydelse y ved et annuitetsldn pa denne made:

r

Y= 01T Ay )

Bevis

Vi vil igen helt generelt se pa lanets stgrrelse efter n + 1 terminer G,,,4. Vi skylder det, vi i forvejen
skyldte (G,), plus renter (r - G,), minus det faste belgb vi indbetaler hver termin (y). Det kan skrives
som en differensligning pa denne made:

Gpy1 =Gp+7-Gp—y
Og ved en simpel omskrivning fas
Gpi1=A+7) -G~y

Vi ser nu igen til vores store glaede, at dette ogsa er en linezer differensligning af fgrste orden, da
ligningen er pad formen y,,1 = a -y, + b,hvor y,.1 = Gp41, Yn = Gp,a =1+ 1rogb = —y. Darenten
er positivvil a # 0 og a # 1. Derfor kan vi bruges den lukkede lgsningsformel ovenfor til at opstille et
udtryk for G,,:

A+r)"—1

Gn=A+7r)"-Gy—y- T

For det fgrste ser vi, at G, svarer til stgrrelsen af det belgb, som vi gerne vil lane. Altsé er G, = G. For
det andet lgber lanet over n terminer. Dvs. at G, = 0 (fordi nar der er gdet n terminer, s er lanet
tilbagebetalt og derfor er restgzelden G,, = 0). For det tredje forkorter naevneren til r. Derfor far vi

A+r"-1_

aA+rn"-Gg—-y- 0



Det vil sige, at

1+r)"—-1
JCE L WA
Vi dividerer nu med % (som for gvrigt ikke er 0) ved at gange med den omvendte brgk:
r
=(1 n, G —m8
y=@1+n A+rn—1
Og ved lidt omrokering fas
_c r-(1+nr)"
A s T
Nu far vi den geniale idé at gange brgken med 8:%:: som jo bare er 1, skrevet pa en lidt fjollet made:

_G r-(1+r)® @A+r)™
YEE @ - A+
To brgker ganges med hinanden ved at gange teeller med tzeller og naevner med naevner. Samtidig
udnytter jeg,at (1 + )" - (1 +7r)™ = (1+71)° =1 og fir
r

A

Hurra! Det var det, vi skulle vise.



