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Differentialregning og emner fra Mat B og C

Uden hjeelpemidler

Opgave 1 a) Los ligningen

(10 point) x(3x—9)=0.

Opgave 4 En funktion fer bestemt ved
f(x)=x"In(x), x>0.

(10 point) a) Bestem f'(x).

Opgave 5  En funktion fer givet ved
f(x)=e"",  x>0.
(10 point) a) Bestem f(3).

En funktion g er givet ved

g(x)=4/In(x)+9, x>0.

(10 pomt) b) Bestem g(f(x)).

Opgave 6 En funktion f er bestemt ved
f(x)=(x*—x—-2)-¢".
(10 point) a) Bestem f'(x).

(10 point) b) Les ligningen (x* —x—2)-¢" =0.
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Opgave 8

(10 point)

Opgave 6

(10 point)

(10 point)

Opgave 9

(10 point)

Opgave 2

(10 point)

En funktion fer givet ved @

>

P(2.9)
f(X)=a-x*+b-x+5,

hvor a og b er konstanter.

¥
Det oplyses, at f har et lokalt maksimum 1 / \
P(2.9). " \

a) Bestema og b.

En funktion fer givet ved
f(xX)=In(x)-(x—-2), x>0.
a) Los ligningen f(x)=0.

b) Bestem f'(1).

En cirkel er givet ved ligningen
2 2
xX*+y"+a-x—6-y=0,
hvor a@ er en konstant.

a) Bestem a. sa cirklen gar igennem punktet P(2.6).

b) Bestem de to vardier for a. for hvilke cirklen har radius 5.

En funktion f er bestemt ved forskriften
fxX)=(x+2)-¢".
a) Bestem f(1).

b) Les ligningen f(x)=0.
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Opgave 8 En funktion f er givet ved
f(@)=x"—4x" —12x+1.
(10 pont) a) Vis,at f/(-1)=-1.

(10 pomt) b) Bestem den anden verdi k. der opfylder. at f”(k)=k.

Opgave 3 En funktion f er bestemt ved
f(x)=x*-¢".
(10 point) a) Bestem f'(x).

(5 point) b) Los ligningen f'(x)=0.

Opgave 10 En funktion f er givet ved
f(x)=(a-x+b)’,
hvor @ og b er konstanter og h < 0.
Det oplyses. at f'(0)=2b og f(1)=4.

(10 point) a) Bestem a og b.

Opgave 3 a) Reducér udtrykket

(10 point) a-(4a+6)
2a
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Opgave 7 En funktion fer givet ved
f(x)=3x—6-In(x), x>0.

En linje / er givet ved ligningen y =2x— 7. Grafen for f har netop én tangent 7. der er
parallel med /.

(10 point) a) Bestem forstekoordinaten til reringspunktet mellem 7 og grafen for f.

Opgave 11 En funktion f er givet ved

f(x)=e*"*.

a) Bestem f'(x).

Opgave 5 En funktion fer bestemt ved
JS(x)=(x+2)-(x=5)-¢".

- a) Bestem f(0).

(5 point) b) Les ligningen f(x)=0.

Opgave 7 I et koordinatsystem er to punkter givet ved A4(4,3) og B(11,4). Punktet P ligger pa
forsteaksen og har samme afstand til 4 og B.

(10 point) a) Tegn en model af situationen, og bestem forstekoordinaten til P.

Opgave 1 a) Reducér udtrykket

- Sab—4a’ + (2a—b) .
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Opgave 7 En funktion f er givet ved

Til opgaven herer f(Y) =3x+24.
et bilag.
Den omvendte funktion til / betegnes g.
(5 point) a) Tegn graferne for f og g 1 samme koordinatsystem.
(5 point) b) Bestem en forskrift for g.

Opgave 2 En funktion f er bestemt ved forskriften
f(xX)=(x+2)-¢".
(5 point) a) Bestem f(1).

(10 point) b) Los ligningen f(x)=0.

Opgave 2 Funktionerne fog g er givet ved
f(x)=4x-1 og g(x)=x".

(10 point) a) Bestem f(g(2)).

Opgave 5 a) Les for x>0 ligningen
(10 point) (x* =9)-In(x)=0.

Opgave 7 En funktion fer givet ved
f(x)=2x+sin(x)+4.

(10 point) a) Bestem f'(x).

(10 point) b) Bestem en ligning for tangenten til grafen for /1 punktet P(0, f(0)).
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Opgave 9 En funktion fer givet ved
f(x)=x"-3x—4.
En funktion F er stamfunktion til f.

(10 point) a) Bestem monotoniforholdene for F.
Opgave 2 a) Los ligningen
(10 point) (x—3)-(2x—5)=0.

Opgave 3 Funktionerne fog g er givet ved

f(x)=x"+5
g(x)=4-x.
(10 point) a) Bestem f(2) og g(f(2)).

Opgave 5 En funktion fer givet ved
f(x)=x*-sin(x).

(10 point) a) Bestem f'(x).

Opgave 7. En funktion f er givet ved
flx)= ax® +bx> +2x—1.
Det oplyses, at f(x) har et lokalt maksimum i punktet P(1,2).

(10 point) a) Bestem tallene a og b.
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Opgave 8 En funktion fer givet ved
f(x)=x"-3-x+4.
(10 point) a) Bestem f'(x), oglos ligningen f'(x)=0.
En funktion g er givet ved
g(x)=x"+k-x+4, hvor k er et tal.

(10 point) b) For hvilke verdier af tallet & har graten for g ingen vandrette tangenter?

Opgave 6 En funktion fer bestemt ved
f(x)=(2x+3)-In(x).
(10 point) a) Bestem f'(x).

(10 point) b) Bestem en ligning for tangenten til grafen for /1 punktet P(l, f(1)).

Opgave 4 En funktion fer givet ved
f(x)=In4-x’+1).

(10 point) a) Bestem f/(x).
Opgave 5
3 g2y
(10 point) a) Reducér udtrykket @ —4 ) :
(a+b)-10

Opgave 4. To funktioner f og g er givet ved

flx)=& —2,
gx)=In(x+2), x>-2.

(10 point) a) Bestem f(g(x)).
(10 point) b) Los ligningen f(x)g(x) = 0.
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Integralregning

Uden hjaelpemidler

Opgave 1 a) Bestem det ubestemte integral

(10 point) f (3x* + 2x+ 6) dx.
Opgave 1 a) Bestem integralet
(10 point) f(c“ F5)dx.
Opgave 1 a) Bestem
(10 point) [ +6-x" +4) ax.

Opgave 10 En funktion fer givet ved

2x+3
f@=5"=, x>0
x°+3x
(10 point) a) Bestem [ f(x) dx.
Opgave 2 En funktion fer bestemt ved
,
f(x)=6x"+—, x>0.
X
(10 point) a) Bestem en forskrift for den stamfunktion til £, hvis graf gar gennem P(1,7).
Opgave 2 En funktion fer givet ved
f(x)=2x* —6x.
(10 point) a) Bestem den stamfunktion til £ hvis graf gar gennem punktet P(1.10).
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Opgave 8 a) Bestem integralet
(10 point) f 2x-e" " dx.
Opgave 2 En funktion f er bestemt ved
f(x)=6x" —2x+1.
(10 point) a) Bestem f f(x)dx.
Opgave 6 En funktion f er givet ved (2)
A
f(x)=-3x* +12x—9.
¥
(10 point) a) Los ligningen f(x)=0. M \
f
Grafen for f afgreenser sammen med forsteaksen et | \‘\
' T |
omrade M. der har et areal. | \
\ » (1)
(10 point) b) Bestem arealet af M.
Opgave 2 En funktion 1 er bestemt ved
f(x)=6x" —2x+1.
(10 point) a) Bestem ff(x)dx.
I forste kvadrant afgranser grafen for fsammen med forsteaksen samt linjerne x=1 og
x =23 en punktmangde M. der har et areal.
(10 point) b) Bestem arealet af M.
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Opgave 9 En funktion f er givet ved 2

4+
f()=k* —x*, k>0. E ©
5 2
Grafen for f afgreenser 1 forste kvadrant sammen med de to /
koordinatakser en punktmeangde M, der har et areal. /
M
Pa figuren ses grafen for f, punktmangden M samt et rektangel
OPOQR 1 forste kvadrant, hvor O er origo, P er grafens skaring med
forsteaksen, og R er grafens skering med andenaksen. 0 7 (D
(5 point) a) Bestem koordinatsattet til punktet P udtrykt ved k.
(5 point) b) Vis, at arealet af M udger % af arealet af rektanglet OPOR.
Opgave 1 a) Bestem integralet
(10 point) I(x2 +8x)dx.
Opgave 2 a) Bestem integralet
(10 point) I(4e‘ +3x%)dx.

Opgave 8 Figuren viser grafen for funktionen f givet ved

f(x)=4-x".
(10 point) a) Bestem arealet af det farvede omrade
pa figuren.
» (1)
Opgave 6 En funktion fer bestemt ved
f(x)=4x"—2x.
(10 point) a) Bestem den stamfunktion til £, hvis graf gar igennem punktet P(2,18).
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Opgave 2. En funktion f er givet ved

f(x)

32 +1°
(10 point) a) Bestem den stamfunktion til £, hvis graf gar gennem punktet P(0,2).

Grafen for f afgrenser sammen med fgrsteaksen, andenaksen og linjen med ligningen x = 1 en
punktmangde M, der har et areal.

(10 point) b) Bestem arealet af M.

Opgave 9 (2)

Bilag vedlagt

» (1)

Figuren viser graferne for en funktion f og en stamfunktion F til /.

(10 point) a) Gor rede for. hvilken graf der horer til hvilken funktion.
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Med hjeelpemidler

Opgave 7

(10 point)
(10 point)

Opgave 9

(10 point)

(10 point)

Opgave 10

(10 point

En funktion f er givet ved (ﬁ)

f(x)=3—x—In(4—x), x<4. 7

P j
- » (1)
3

b) Bestem rumfanget af det omdrejningslegeme. der fremkommer, nar M drejes 360° om
koordinatsystemets forsteakse.

Grafen for fafgreenser sammen med
koordinatsystemets akser 1 forste kvadrant en
punktmangde M. der har et areal.

a) Bestem arealet af M.

Pa figuren ses grafen for en funktion 1. der (2)
er givet ved 4

f(x)=In(x* +3).
Grafen for fafgrenser sammen med

forsteaksen og linjerne x=—5 og x=35
en punktmangde M, der har et areal.

> (1)

a) Bestem arealet af M.

b) Bestem kurvelengden for grafen for /1 intervallet —5 <x <S5.

En funktion f er bestemt ved (2)

»
»

«

~

f(x)=("-1)-(4-x).

I forste kvadrant afgreenser grafen for / sammen med
forsteaksen en punktmeangde M. der har et areal.

i > (1)

a) Bestem rumfanget af det omdrejningslegeme. der fremkommer. nar M drejes 360°
omkring forsteaksen.

b) Bestem en forskrift for den stamfunktion til £ hvis graf gar gennem punktet P(0,0).
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Opgave 16

; > (1)

Foto: www.colourbox dk
Ovenfor ses et billede af bygningen Fjordenhus samt en todimensional model af et af
vinduerne indlagt 1 et koordinatsystem med enheden meter pa begge akser. I modellen har
vinduet form som en del af en parabel. Vinduet er 3.7 meter bredt forneden og har en

hojde pa 5.5 meter.

(10 point) a) Opstil en regneforskrift for den funktion. hvis graf beskriver parablen.
Vinduet er inddelt i fire felter. Det skraverede felt M pa figuren er afgranset af parablen.

forsteaksen og linjerne med ligningerne x = 2,3 og y =3,1.

(10 point) b) Bestem arealet af feltet M.

Opgave 14 Den hastighed, som vandstanden 1 verdenshavene stiger med, kan beskrives ved modellen

f()=0,084-1+2,
hvor f(#) er hastigheden (malt 1 mm/ar), og 7 er antal ar efter 1991.

a) Hvilken hastighed stiger vandstanden med 1 2022 ifolge modellen?

(10 point)
b) Bestem I Z] f(¢)dt , og forklar betydmngen af dette tal.

(10 point)

Opgave 11 En funktion fer givet ved

f(x)=3-x—2—x+2.

(10 point) a) Bestem funktionens nulpunkter.
Sammen med forsteaksen afgraenser grafen for fet omrade M 1 forste kvadrant.

b) Bestem rumfanget af det omdrejningslegeme, der fremkommer, nar M drejes

(10 point)
360° om forsteaksen.
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Opgave 12

Dronning Alexandrimes Bro (www.colourbox.dk)

Pa billedet ses Dronning Alexandrines Bro, som bestar af en reekke buer fastgjort pa
bropiller og en korebane.

I en model 1 et koordinatsystem med enheden meter pa begge akser kan den del af den
mudterste bue, der ligger over bropillerne, beskrives ved den positive del af grafen for

f(x)=—0,0104-x* +41,7.

I modellen er kerebanen vandret og ligger 26 meter over bropillerne.
2

(10 point) a) Benyt modellen til at bestemme bredden b 1
af buen malt langs kerebanen (se figur). /—\
b

(10 point) b) Benyt modellen til at bestemme leengden / )
af buen fra bropille til bropille (se figur). M

fanot i aa g
S er ikke

Opgave 12 En funktion f er givet ved
f(x)=e"—2x+5.

(10 point) a) Bestem den stamfunktion til £ hvis graf gar gennem punktet P(0.10).

Opgave 10  En funktion / er givet ved
f(x)=In(x)—3x"+10, x>0.

(10 point) a) Bestem den stamfunktion til £, hvis graf gar gennem punktet P(1,20).
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Opgave 10

Foto: www.colourbox dk

En funktion f er givet ved
f(x)=-0,0034x" +0,077x* —0,3x + 2,46.

Grafen for f afgrenser sammen med koordinatsystemets akser og linjen med ligningen
x=14,5 en punktmengde M. der har et areal.

a) Tegn grafen for f, og bestem arealet af M.

I en model af et drikkeglas har det indre af glasset form som det omdrejningslegeme, der
fremkommer, nar M drejes 360° omkring forsteaksen. Enheden pa akserne er cm.

b) Bestem rumfanget af vasken 1 glasset, nar glasset er fyldt til randen.

Opgave 10 En funktion f er bestemt ved
f(x)=0,126-(45—x")-x"*, 0<x<23.
Grafen for f. koordinatsystemets forsteakse og (2

linjen med ligningen x =23 afgrenser et
omrade M. der har et areal.

I en model kan formen af en varmluftsballon
beskrives ved det omdrejningslegeme. der
fremkommer. nar M roteres 360° omkring
forsteaksen i et koordinatsystem med enheden

meter pa begge akser.
(10 point) a) Benyt modellen til at bestemme volumen af
ballonen.
(10 point) b) Benyt modellen til at bestemme bredden b af
ballonen (se figuren).
(1)
I b 1
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Opgave 11 (

2) (2)
A A
7 i ]
M
0 2\ >4l 0 2\ > (L)
x=ik
Figur 1 Figur 2

Figur 1 viser grafen for funktionen f givet ved
f(x)= 2x—%x3.

Grafen for f"afgreenser sammen med forsteaksen 1 forste kvadrant et omrade M.
(10 point) a) Bestem arealet af M.
Pa figur 2 er omradet delt 1 to dele af en lodret linje med ligning x =%, hvor 0 <k <2.

(10 point) b) Bestem tallet %, sa de to dele af omradet far samme areal.

Opgave 15 En funktion fer givet ved
f(x)=4x*-x".
(10 point) a) Bestem nulpunkterne for f.
Sammen med forsteaksen afgraenser grafen for fet omrade M, 1 forste kvadrant.
(10 point) b) Bestem arealet af M, .
En anden funktion g er givet ved
g(x)=k-x*—x’ . hvor k er et positivt tal.
Sammen med forsteaksen afgraenser grafen for g et omrade M, 1 forste kvadrant.

(10 point) c) Bestem tallet k. sa M, far arealet 44.
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Differentialligninger

Uden hjeelpemidler

Opgave 2 En funktion f er losning til differentialligningen
y'=x-y,
og grafen for f gér gennem punktet P(2.7).
(10 point) a) Bestem en ligning for tangenten til grafen for /1 punktet P.
Opgave 4 En funktion f er bestemt ved
f(x)=e"+x".
- a) Undersog. om f er en lesning til differentialligningen

y'=2-(y+x—x°).

-

Opgave 7 Figuren viser et haldningsfelt for en

A

: | - . FARARYEANNIN N S ENANY

differentialligning pa formen " =k- y. N NNNAE A S NS ATE X GNNNN

b P 0 0 Y T I W T W O S T T M T

ANAXLNEINIMXEXIANNAXNEYX

. . XNNANNNNNNXNISYNYSENNNNINXN

Funktionerne 1. g og / er givet ved % ANN NSO AN A RN N N

N NN NN TNV N NN NN N RGN NN

N NN NN NG NG SN W NI NGNS N NG A

NNANANNEANNINNNNANNNNNNNNSN

f(x)_e‘“0.3l MMM NNNESINENAN BRI ENNNEN NNN

- RN TR NN ANESES SN NN NSNS SN YN

03x T MR NN SN NN YN ESES S SN N NS

. x___4e'- RSN NMAS SRS NMISSYSSNSSNYSSSYSASNSNSSS

Til opgaven £(x) el R Atk e oo it ot

horer et bilag. h(x)=4e"". N e e

(10 point) a) Argumentér for. hvilken af funktionerne f. g og /. der ikke kan vare en losning til
differentialligningen.

Benyt eventuelt det vedlagte bilag
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Opgave 2 En funktion f er en losning til differentialligningen

dy _xy+2
dx x

Grafen for f gar gennem punktet P(5,2).

- a) Bestem en ligning for tangenten til grafen for /1 P.

Opgave 4 En funktion fer losning til differentiallignmingen
y=x-y+35.
Det oplyses, at grafen for f gar gennem punktet P(1, 10).

(10 point) a) Bestem en ligning for tangenten til grafen for /1 punktet P.

Opgave 5 En funktion fer losning til differentialligningen
/
Y= 0,1- Vs

og grafen for f gar gennem punktet P(0.6).

a) Bestem linjeelementet 1 P.

(5 point) b) Bestem en forskrift for f.

Opgave 7 En funktion f er losning til differentialligningen
y'=0,5y.
Grafen for f gar gennem punktet P(0.6).

- a) Bestem linjeelementet 1 P. og ger rede for hvad dette forteeller om grafens forleb.

(10 point) b) Bestem en forskrift for f.
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Opgave 4 En funktion f er losning til differentialligningen

L v,

og grafen for f/ gar gennem punktet P(2,5).

(10 point) a) Bestem en ligning for tangenten til grafen for /1 punktet P.

Opgave 8 En differentialligning er givet ved

y'=20-4-y.
(10 point) a) Bestem linjeelementet for differentialligningen 1 punktet 7 (x,, v,) = (0, 3).
(10 point) b) Bestem en forskrift for den lesning f'til differentialligningen, hvis graf gar gennem
punktet £,.

Opgave 9

I en model kan temperaturudviklingen i et vandbad under afkeling beskrives ved en funktion f.
hvor f(¢) betegner vandbadets temperatur (malt 1 °C) til tidspunktet 7 (malt 1 minutter).

I modellen er vaksthastigheden for vandbadets temperatur proportional med forskellen mellem
omgivelsernes temperatur og vandbadets temperatur.

Det oplyses. at omgivelsernes temperatur er 22°C. og at proportionalitetskonstanten er 0,01s™"

(10 point) a) Bestem vaksthastigheden for vandbadets temperatur, nar vandbadets temperatur er 50°C.

(5 point) b) Opskriv en differentialligning, som f ma vere en losning til.
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Opgave 8

(10 point)

(10 point)

Opgave 5

(10 pomnt)

(10 point)

Opgave 2

(10 point)

Opgave 8

Til opgaven
horer et bilag.

10 point

En funktion f er losning til differentialligningen

V'=2y-8—y).
Grafen for f gar gennem punktet P(0,2).

a) Bestem en ligning for tangenten til grafen for /1 punktet P.

b) Bestem en forskrift for f.

En funktion fer losning til differentialligningen

Det oplyses. at grafen for f gar gennem punktet (0.8).
a) Bestem f'(0).
b) Bestem en forskrift for 1.
En funktion f er losning til differentialligningen
y=xy,

og grafen for f gar gennem punktet P(2,7).

a) Bestem en ligning for tangenten til grafen for f 1 punktet P.

. : 1 e e
Flgm?nwserethaldxnngsfeltforen e e e T e
differentialligning. SR S S e
Det oplyses, at funktionen ferenlosning il >33SI IS IIIITIIIINN
differentialligningen, samt at f(0) = 4. indeaieidoghnd heligadndnihaty i dolio
MANANANENNEBEAEANNYANNNYNYSYA Y
R TR ENEN \\\ttt:tt:t

- - A NIN NN RN
a) Benyt vedlagte bilag til at tegne grafen CN N UNANNRSANNENN NS N K
I N R S NN 1 W N N e e o o N
for f. AAL A IV ESSCRES XN S XN
< \ PR Al ARPABABA) T O
%SNS NN\ \(\\\\\\\\\
o RO AR G L i O S N Y R
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Opgave 4 En funktion fer losning til differentialligningen
y'=x-y+5.
Det oplyses, at grafen for f gar gennem punktet P(1.10).

(10 point) a) Bestem en ligning for tangenten til grafen for /1 punktet P.

Opgave 7 Pa figuren ses et haeldningsfelt herende til differentialligningen

] @
y=ay@-y). SRR B
Til opgaven horer  FUnktionen fer losning til differential- iy
etbilag ligningen. Grafen for f gir gennem punktet SEREREE IRRS-%1 55 ¥
P(1,5). FEEEEE FEE A EE
(10 point) a) Indtegn en skitse af grafen for fpa det rae e Ao :
vedlagte bilag. PEEREt I :
ST S
(10 point) b) Bestem a. nar det oplyses_at f'(1)=3. SRERRRE N SREE
Opgave 6 Pa ﬁglu'ex} ses hzelch;iugsfgltet (2)
horende til differentialligningen - 4 . .
N OO Ny W \1_ N W O NS TR Y NS
1 sPalisiiedeais b Fogviichopicl o ust ool fLgs
N V=3 e W e
- - - il i T e = i L ahe - * o 3 > i aw - - /;
Grafen for en losning ftil P A PR r R PR R EPE P
. . 2 & 2 o o W A R A RIS S K Y s W P
differentialligningen gar 3T Ve
gennem punktet P(1,-2). EEL LB L LKL AL &S T L L
e LA XX AEEL LN LA
SI\ ff b A N RGN RNH LR e
10 point a) Skitsér grafen for /pa ER AL LN A LA LAY
({0 poin) )b'l : /p REFE XY NFFY Y ENEE NN
tlaget. AT TR R RS R Y
_ _ FES R UCEEEE ST ERE R RN
(10 point) b) Bestemen forsknftforf. * / / 7/ /7 1 N1 11 01 0 0 14 AT
EEER RS REES SR EEENE N
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Opgave 5 Der er givet differentialligningen

dy

—=2x+y.
e y
(10 point) a) Bestem linjeelementet 1 punktet P(0, 1).
(10 point) b) Gor rede for, at funktionen /' med forskriften

f(x)=3-¢"=2-(x+1)

er en losning til differentialligningen.

Opgave 9 I en model kan antallet af en bestemt type bakterier 1 en
madrest beskrives ved en funktion B af tiden 7.
Den hastighed, hvormed antallet af bakterier vokser til
tidspunktet 7 (malt 1 minutter), er proportional med antallet
B(t) af bakterier (malt 1 mio.).

Proportionalitetsfaktoren er £ =0,035.

(10 point) a) Opskriv en differentialligning, som B ma opfylde.

Billedkilde: Colourbox

Opgave 3. En differentialligning er givet ved

y =4-2y.
(10 point) a) Bestem linjeelementet for differentialligningen i punktet P(xg.yp) = (0,3).
(10 point) b) Undersgg, om funktionen f(x) =2 +e > eren Igsning til differentialligningen.
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Med hjalpemidler
Opgave 14  En funktion f er losning til differentialligningen
y=y+x—x°.
Det oplyses, at grafen for f gar gennem P(1.3).

(10 point) a) Bestem en forskrift for f.

Opgave 11  En differentialligning er givet ved

(10 point) a) Tegn et heldmngsfelt for differentialligningen.

Det oplyses, at funktionen fer losning til differentialligningen, og at grafen for f gar
gennem punktet P(0,—1).

(10 point) b) Bestem en forsknift for f.

Opgave 9 En funktion f'er losning til differentialligningen
dy
— =5y,
i Yy

og grafen for f gar gennem punktet P(1.3).

(10 point) a) Bestem en forskrift for 1.

Opgave 12 En funktion f er losning til differentialligningen
y '=8- 2}" ’
og grafen for f gar gennem punktet P(0,2).

(10 point) a) Bestem en ligning for tangenten til grafen for /1 punktet P.
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Opgave 10 Der er givet differentialligningen

dy_ .y
dx X
(10 point) a) Tegn et haeldningsfelt for differentialligningen.

En funktion fer losning til differentialligningen.
Grafen for f gar gennem punktet P(2.3).

(10 point) b) Bestem f7(2).

Opgave 12

I en model kan udviklingen af antallet af bjerne 1 et bestemt habitat beskrives ved
differentialligningen

N'=-0,00001-N" +0,0051- N* —0,05- N,
hvor N(7) betegner antallet af bjorne til tidspunktet 7 (malt 1 ar).

a) Tegn et heldmngsfelt for differentialligningen sammen med lesmingskurven gennem
punktet (0,100).

b) Benyt modellen til at bestemme vaeksthastigheden for antallet af bjorne, nar der er
100 bjerne 1 habitatet.

(5 point) ¢) Bestem henholdsvis det mindste og det storste antal bjerne, der kan vzere 1 habitatet, sa
antallet af bjerne ifolge modellen er voksende.
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Opgave 10 En funktion fer losning til differentialligningen

—‘11:1—0,045~y,
dt

og grafen for f gar gennem punktet P(0.100).
\(wpuﬁﬁ) | a) Bestem en forskrift for f.

I en model kan udviklingen 1 temperaturen af en portion
suppe beskrives ved ovenstaende differentialligning. hvor
v betegner suppens temperatur (malt 1 °C) til tidspunktet 7
(malt 1 minutter).

b) Bestem vaksthastigheden for suppens temperatur, nar
suppens temperatur er 50°C.

Opgave 13 Befolkningsudviklingen 1 Taiwan 1 perioden 1996-2019 kan 1 en model beskrives ved
differentialligningen
‘;—f =0,003641- P-(23,95-P),

hvor P(t) er antallet af indbyggere 1 Taiwan (malt 1 millioner), og 7 er antal ar efter 1996.
I 1996 var der 21,53 millioner indbyggere 1 Taiwan.

(10 point) a) Bestem en forskrift for P.
(10 point) b) Bestem P’(23), og forklar betydningen af dette tal.
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Opgave 14

Foro: www.coiourbox dk

I et omrade lever en bestand af rensdyr. I en model kan udviklingen 1 antallet af rensdyr i
bestanden beskrives ved en losming til differentialligningen

dy ( y )
D023y (12 )-s-y,
dt Y'\"1o:3) 7

hvor y betegner antallet af rensdyr 1 bestanden (malt 1 tusinde) til tidspunktet 7 (malt 1 ar),
og s betegner andelen af rensdyr, der bliver skudt om aret.

(10 point) a) Tegn et haeldningsfelt nar s = 0,01 1 vinduet [0;10|x/0;1200).
Det oplyses, at bestanden af rensdyr er 900 tusinde til tidspunktet /1 =0.
(10 point) b) Bestem en losning til differentialligningen nér s =0,01.
Man ensker, at bestanden af rensdyr 1 omradet holdes konstant pa 900 tusinde.

(5 point) ¢) Benyt modellen til at bestemme antallet af rensdyr, der skal skydes om aret.

Opgave 15 I et tomt tragtformet kar pabegyndes en lobende tilforing af en flygtig vaeske. Vasken

O — e —

fordamper lobende fra overfladen. I en model kan udviklingen 1 vaeskemangden 1 karret
beskrives ved en funktion 7. der er lesning til differentialligningen

ar _ 0.1-0,016-77,
dt

hvor V' (7) betegner vaeskemengden 1 karret (malt 1 L) til tidspunktet 7 (malt 1 timer efter
pafyldningen begyndte).

(10 point) a) Bestem den hastighed. hvormed vaskemangden i karret @ndres. nar veskemangden 1
karreter 10 L.

(10 point) b) Bestem den ovre graense for veskemangden i karret.

Side 27 af 70



Opgave 12 Den samlede biomasse af en population af

helleflyndere 1 et omrade af Stillehavet kan
beskrives ved modellen

dy y
=2 =0,71-|1— v,
d ( )y

80,5 Billedkilde: Wikipedia

hvor y = f(x) er populationens samlede biomasse (malt 1 mio. kg),
og x er tiden (malt 1 ar).
Til tidspunktet x =0 er den samlede biomasse 20,1 mio. kg.

(10 point) a) Med hvilken hastighed vokser den samlede biomasse til tidspunktet x =0?
(10 point) b) Bestem et udtryk for den samlede biomasse f(x).

(10 point) ¢) Til hvilket tidspunkt nar den samlede biomasse op pa 75 mio. kg?
Opgave 12.

Pé en ¢ s@ttes 200 kaniner ud til tidspunktet r = 0. Udviklingen af kaniner kan beskrives ved den
logistiske differentialligning

"7’; = 0.0009N (r)(1250 — N (r)).

Hvor N (t) er antal kaniner i populationen og ¢ er antal ar efter kaninerne blev sluppet fri.

(10 point) a) Benyt modellen til at bestemme vaksthastigheden til det tidspunkt, hvor antallet
af kaniner var 400.

(10 point) b) Bestem en forskrift for N(z).

(10 point) c¢) Underspg hvor mange ér der gér for antallet af kaniner pa gen er 1060.
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Opgave 9

(10 point)
(10 point)

(10 point)
Opgave 15

(10 point)

(10 point)

(5 point)

I en model kan udviklingen 1 verdens samlede kapacitet til produktion af vedvarende
energi 1 perioden 2001 — 2018 beskrives ved en funktion K, der er losning til
differentialligningen

K'=0,00106-K -(222,9 - K),
hvor K (r) betegner kapaciteten (malt 1 GW) til tidspunktet 7 (malt 1 antal ar efter 2001).
Det oplyses, at verdens samlede kapacitet af vedvarende energi 12001 var 18 GW.
a) Bestem en forsknift for K.

b) Giv en fortolkning af tallet 2229 1 modellen.

c) Benyt modellen til at bestemme det tidspunkt 7. hvor kapaciteten vokser hurtigst.

.

Nedenstaende tabel viser sammenhorende verdier af befolkningstallet og befolknings-

tilvaeksten 1 Indien 1 en periode fra 1960 og frem.

B’f‘}mm 440 | 408 | 554 | 621 | 697 | 782 | 870 | 960 | 1053 | 1144 | 1231 | 1300
mm(mio pr“;r")m 8 |08 |112]134|152] 17 [176| 180 186 | 182 | 174 | 156

(Tabellen findes ogsa i bilaget " Indiens_befolkningstal xisx™)
I en model kan sammenhangen beskrives ved en differentialligning af typen

y=ay' +b-y+c,

hvor y og »' betegner henholdsvis befolkningstallet (malt 1 mio.) og befolknings-
tilvaeksten (malt 1 mio. pr. ar) til tidspunktet 7 (malt 1 ar efter 1960).

a) Benyt tabellens data til at bestemme a, b og c.
Det oplyses, at befolkningstallet 1 Indien 1 1960 var 449 mio.

b) Tegn et hzldningsfelt for differentialligningen sammen med lesningskurven for
udviklingen 1 Indiens befolkningstal efter 1960.

¢) Benyt modellen til at bestemme det maksimale befolkningstal 1 Indien efter 1960.
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Opgave 10

(10 point)
(10 point)

Billedkilde: Miljostyrelsen

En fiskeribiolog undersoger udviklingen i antallet af fisk i et stort bassin.

Udviklingen kan beskrives ved differentialligningen
y'=0,5-v-(1-0,0002-v)—0,06- y,

hvor y er antallet af fisk i bassinet 7 ar efter undersogelsens start.
Ved undersogelsens start er der 3500 fisk 1 bassinet.

a) Med hvilken hastighed vokser antallet af fisk 1 bassinet ved undersogelsens start?

b) Bestem antallet af fisk i bassinet efter 5 ar.
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Trigonometriske funktioner

Uden hjeelpemidler

Opgave 3 En harmonisk svingning f er givet 2)
A

ved

£ = Asin), N ™\ /Nr

hvor A4 er en konstant. / \ f y f Y
Til opgaven / \ 14/ -\ / I“‘,
horeretbilag.  p, figuren ses grafen for £, F 1 T3 ; f — (1)
/ \ ,/ l\': f \
(10 point) a) Bestem 4. ! ‘\\ / \ ,fi
Benyt eventuelt det vedlagte bilag. \/ \/
Opgave 5 Pa figuren ses graferne 4. B og C for tre harmoniske svingninger.
(2)
Til opgaven horer ) ) ) 5
et bilag En harmonisk svingning fer bestemt ved B C
/X 7\ X
f(x)=13-sin(x)+ 3. i\ N/ \ V/
(10 point) a) Gor rede for. hvilken af de tre grafer 4. B og 4 /] /4
C. der er graf for f. N/ N X S )
Benyt eventuelt vedlagte bilag. ?\ /275
Opgave 4 En funktion f er givet ved
Til opgaven herer .
et bilag. f(x)=sin(x) +1.
- a) Skitsér grafen for /1 intervallet [0;21[]. Benyt vedlagte bilag.
(10 point) b) Bestem f'(n).
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Opgave 3 En harmonisk svingning f er givet ved

f(t)=6-sin(m-1)+5.

a) Angiv amplituden 4.

(10 point) b) Bestem f'(1).
Opgave 2 En harmomisk svingning f er givet ved
S (x) = A-sin(x),

hvor A er en konstant.

Til opgaven 2
horer et bilag. A

s (1)
\

Pa figuren ses grafen for f, nar 4=4.
- a) Tegn grafen for f, nar 4= 2.

Benyt eventuelt det vedlagte bilag.

Opgave 3 Pa figuren ses graferne 4. B og C for tre (2)
harmoniske svingninger:

S (x)=sin(x)
g(x)=sin(x)+2
h(x)=2-sin(x) + 2

- a) Gor for hver af graferne A. B og C rede for. hvilken af funktionerne f. g og 7
den horer til.
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Opgave 7 En funktion fer givet ved
f(x)=2x+sin(x) +4.

(10 point) a) Bestem f'(x).

(10 point) b) Bestem en ligning for tangenten til grafen for /1 punktet P(0, f(0)).

Opgave 5 En funktion fer givet ved
f(x)=x"-sin(x).

(10 point) a) Bestem f'(x).
Opgave 7 En harmonisk svingning fer givet ved

F()=4-sin(t)+10 .

(10 point) a) Bestem storstevaerdi og mindsteverdi for f.
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Vektorfunktioner og banekurver

Uden hjaelpemidler

Opgave 1 En vektorfunktion § er givet ved
. 2t +1
s(t)=| , .
- —4t
(10 point) a) Bestem s(1).
(10 point) b) Bestem s'(7).
Opgave 5 En vektorfunktion 7 er givet ved
2
. 1" +2t-3
r(t)y= .
t+1
(10 pomt) a) Bestem koordinatszttet til hvert af skeringspunkterne mellem parameterkurven for 7

og andenaksen.

Opgave 3 En vektorfunktion 7 er givet ved (2)

r(r)[r‘ — 4

- »(1)
\ ‘\\
Pa parameterkurven for 7 er punktet P et dobbeltpunkt horende "\_ B \x\
til 7-vaerdierne 1 =2 og 1 =t,. '

(5 point) a) Bestem koordinatsattet til punktet P.

(10 pomnt) b) Bestem 1.
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Opgave 1 En vektorfunktion § er givet ved 2 -

A §
L[ =Tt+10 /
s(!)—[ R 7S 1

21 ’
e > (1)

~'

a) Bestem 5'(r).

Det oplyses, at parameterkurven for 5 skarer andenaksen
1 punkterne P og Q.

(10 point) b) Bestem koordinatsattet til hvert af punkterne P og O.

Opgave 5 En vektorfunktion 5 er bestemt ved

54+ 5-cos(?)

O=17.45.sin)

, 0<t<2nm.

Parameterkurven for § er en cirkel.

(10 point) a) Bestem centrum og radius for cirklen.

Linjen / er tangent til cirklen 1 punktet P(8,11).

(10 point) b) Bestem en ligning for /.

Opgave 8 En vektorfunktion 7 er givet ved forskriften

L [P—4
r(t)—[t_3].

(310 a) Bestem koordinatsettet til hvert af skeringspunkterne mellem koordinatsystemets

akser og parameterkurven for .
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Opgave 1

(5 point)

(10 point)

Opgave 1

(10 point)

(10 point)

fd

Opgave

(10 pomt)

(10 pont)

(10 point)

I et koordinatsystem er en vektorfunktion 7 givet ved

F(i)— [Zt + 1)'

1 —1
a) Bestem 7(1).

b) Undersog. om punktet Q(7,8) ligger pa banekurven for 7.

En vektorfunktion 5 er givet ved e
4 ~
. 0,5-1° /1"
5 (l ) = , 1€ R. /
2:t46 |
\
a) Bestem s5(1). \
- » (1)
b) Undersog. om parameterkurven for § gar igennem ““\-.,\__‘___

punktet P(2,10). o

En vektorfunktion s er bestemt ved

. 3 6-cos(?)
s(t):[]]+[6 . ] 0<r<2r.
-sin(?)

Parameterkurven for § er en cirkel.
a) Bestem centrum og radius for cirklen.

b) Bestem 5(0).

¢) Bestem 5'(¢).
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Opgave 7 I et koordinatsystem beveager et punkt P sig saledes. at stedvektoren til P til tidspunktet 7
er givet ved

% £ —t
r)=|, , , teR.
1 —1
(5 point) a) Bestem hastighedsvektoren til tidspunktet 7 = 0.

Linjen / er bestemt ved ligningen

l: x—y=2.
(10 point) b) Bestem de to tidspunkter. hvor hastighedsvektoren er parallel med /.
Opgave 1 I et koordinatsystem bevager et punkt P sig saledes. (2)
at til tidspunktet 7 er stedvektoren 7(¢) til P er givet *
ved
P +1-2 "
Fn=| , T|. —4<t<4
. e (1)
» (1)

(10 point) a) Bestem hastighedsvektoren til tidspunktet r=2.
Opgave 4 En vektorfunktion § er givet ved

-1

s()=|1
—' =9t
(10 point) a) Bestem hastighedsfunktionen v(z).
(10 point) b) For hvilke parametervaerdier # har banekurven en vandret tangent?
Opgave 3 En vektorfunktion § er givet ved
_ > -9
()= .

t+6
(10 point) a) Bestem s(—1).
(10 point) b) Bestem en ligning for tangenten til banekurven for § 1 punktet P, svarende til

parametervardien #, =—1.
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Opgave 1. En vektorfunktion 7 er givet ved

(10 point) a) Bestem 7(2).

(10 point) b) Undersgg, om P(3,1) ligger pa banekurven for 7(r).
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Vektorfunktioner og banekurver

Med hjeelpemidler

Opgave 15

(10 point)

(10 point)

(10 point)

Opgave 13

(10 point)

En vektorfunktion § er bestemt ved

=2
S _ar13 —3<r<3.
' —4r+

>

S’(r)=i

a) Tegn parameterkurven for ¥.

Det oplyses. at parameterkurven for § har et dobbeltpunkt P svarende til
parameterverdien = 2.

b) Bestem den anden parametervardi horende til dobbeltpunktet P.

¢) Bestem den spidse vinkel mellem de to tangenter til parameterkurven for 5 i P.

Foto: www.colourbox dk

En cykel har monteret en refleks pa forhjulet (se billedet). Nar cyklen sattes 1 bevaegelse.
kan refleksens position i en model beskrives ved banekurven for vektorfunktionen s givet
ved

() = [x(')]

[4,95-r—0,23-sm(]5-1) <2,
(1)

0,33-0,23-cos(15-1) |~
hvor x(7) og y(r) males i meter, og 7 males 1 sekunder. efter cyklen sattes 1 bevagelse.

a) Tegn banekurven for refleksens position.

b) Benyt modellen til at bestemme refleksens maksimale hojde over jorden.
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Opgave 15

Graftk: www.colourbox.dk

En krage flyver hen over en st1 og taber en ned. I en model kan neddens position 1 et
koordinatsystem med enheden meter pa begge akser beskrives ved

5 x(1) 5t
s(t)= = sl 0
v(1) 30-4.91.r
hvor 5(r) betegner stedvektoren til neddens position over stien til tidspunktet 7 (malt 1
sekunder).
(10 point) a) Benyt modellen til at bestemme neddens fart |'(¢)| til tidspunktet r=1.

Det oplyses, at leengden af en parameterkurve med koordmatfunktioner x og y samt
parameteren 7 1 intervallet [7,,7,] kan beregnes ved formlen

I @@y o0y dr.

(10 point) b) Benyt modellen til at bestemme leengden af den banekurve nedden folger, inden den
rammer stien.

Opgave 14 En vektorfunktion § er givet ved

=4

)= -
4+t —4¢

], —3<r<3.

Det oplyses. at parameterkurven for § har et dobbeltpunkt P pa andenaksen.
(10 point) a) Bestem de to parametervardier horende til P.

(10 point) b) Bestem koordinatsattet til hvert af de to punkter pa parameterkurven. hvor tangenten
til parameterkurven er vandret.
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Opgave 14

(10 point)

(10 point)

(10 pont)

Opgave 14

(10 point)

(10 point)

Grafik : colourbox.com

En mus kravler ud af sit musehul og gar en tur langs en lukket rute. I en model kan ruten
beskrives ved parameterkurven for vektorfunktionen s givet ved

411
[ T 0<i<a,

£ =9t +20-¢

$()= [x(l)]

y(1)
hvor (x(r). ¥(r)) betegner musens position til tidspunktet 7 (malt 1 minutter) 1 et
koordinatsystem med enheden meter pa begge akser. Musehullet er placeret 1 punktet
(0.0).

a) Tegn musens rute.

b) Bestem |s'(1)|. og giv en fortolkning af dette tal.

c) Bestem det tidspunkt. hvor musen er leengst vak fra musehullet.

En cirkel C er givet ved parameterfremstillingen

[x(t)] B [0] M [5 . Cf)s(t)]’ 021
y(1) 2 5-sin(?)

Det oplyses, at O(x,y) er et punkt pa cirklen C. og at punktet P har koordinaterne
(—12,0).

a) Gor rede for, at afstanden mellem P og O kan beskrives ved funktionen

d(f) = /173 +120-cos(t) + 20-sin(f), 0<t<2m.

b) Bestem koordinatsattet til det punkt O pa cirklen C. der har den mindste afstand til
punktet P.
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Opgave 13

(5 pomt)

Opgave 16

(10 point)

En jeger skyder med bue og pil efter en flyvende gés. I en model i et koordinatsystem med
enheden meter pa begge akser kan pilespidsens og gasens bevagelser beskrives ved

513(1):{ 65t

—4,91.1* +37,5-1+1,8
141-29-1
e

0G(1) =

hvor 513(1) og 5@(!) betegner stedvektorerne til pilespidsens henholdsvis gasens
position til tidspunktet 7 (malt 1 sekunder efter skuddet).

a) Tegn banekurverne for pilespidsens og gasens bevagelser 1 samme koordinatsystem.
b) Benyt modellen til at bestemme pilespidsens fart til tidspunktet 7 =1.

¢) Benyt modellen til at afgere. om pilespidsen rammer gasen.

En vektorfunktion 7 er givet ved (‘2)
r—12t
r €R
S P
Pé banekurven for 7 er punktet O et 0

dobbeltpunkt herende til /~verdierne

t=-2o0gt=1,. /
» (1)

a) Bestem koordinatszttet til punktet Q. T~
og bestem 1.

b) Bestem den spidse vinkel mellem banekurvens to tangenter 1 punktet Q.

Side 42 af 70



Opgave 14

(10 point)

(10 point)

(;2)

NI

Figuren viser et lodret smt af en Wankelmotor. I en model har randen af det indre af
forbrendingskammeret form som parameterkurven for vektorfunktionen § givet ved

s‘(:)=[

Det oplyses. at parameterkurven er symmetrisk omkring begge akser, og at
parameterkurven beskriver randen af det indre af forbrendingskammeret. netop nar
t-veerdien gennemleber intervallet [0; 6?(]. Enheden pa begge akser er cm.

Grafic www mazda. com

-cos(r) +§-cos(%r)
) . 0=r<6n.

L | o

-sin(#) + 1 -sin (%r)

a) Benyt modellen til at bestemme den sterste lodrette afstand 4 1 det indre af
forbrendmngskammeret.

Lengden L af en parameterkurve 1 intervallet [a;.‘:: kan bestemmes ved

L= [0 + 0y a.

hvor x(f) og y(r) angiver koordinatfunktionerne for vektorfunktionen herende til
parameterkurven.

b) Benyt modellen til at bestemme la=ngden af randen af det indre af
forbreendingskammeret.
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Opgave 13 I et koordinatsystem er tre punkter 4. B og C bestemt ved stedvektorerne

— (2} — (18
OA=|_|, OB=
2 10

— (13
og OC :[ l ]
Vektorfunktionen 7 er bestemt ved
F()=(01—1)*-OA+2-(1—1)-t-OB+1-OC.
(10 point) a) Gor rede for. at koordinatfunktionerne x(7) og y(7) til 7(¢) er givet ved

x(t)=—-21-£+32-1+42
y(t)=—17- +16-1+2.

(10 point) b) Underseg. om 7/(0) er parallel med AB.

Bezier-kurver anvendes blandt andet 1 computergrafik til (‘2)
at frembringe skalerbare glatte kurver. Den kvadratiske
Bezier-kurve med 4 og C som endepunkter er den del af
banekurven for 7. der svarer til 0 <7 <I.

Det oplyses. at bueleengden af en banekurve i intervallet
a <t <b kan bestemmes ved

) 'O ) dr.

» (1)

Opgave 9 En parameterkurve er givet ved stedfunktionen

~ [ x(t)) [4-cos(t) J
s(t)= = s 0SF<2m.

y(0)) | 4-(sin(t))’
(10 point) a) Tegn parameterkurven for 5(7).
(10 point) b) Bestem hastighedsfunktionen §'(¢).
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Opgave 12

(10 point)

(10 point)

(5 point)

.
>

Foto: www.colourbox.dk

Ved et spark til en fodbold, kan fodboldens bevagelse beskrives ved banekurven for
vektorfunktionen 7 givet ved

_(x)_[ ket
— — 0,
" (y(t)] [10:—3:2]’ -

hvor k er en konstant, 0 <k < 8. Koordinatfunktionerne x(f) og y(f) betegner

henholdsvis fodboldens vandrette og lodrette position (malt 1 meter) til tidspunktet 7 (malt 1
sekunder efter sparket).

a) Bestem fodboldens fart |?’ (t)l til tidspunktet 7 =1, nar k = 2.

b) Bestem det tidspunkt. hvor fodbolden rammer jorden.

Ved et bestemt spark rammer fodbolden jorden 26 meter fra det sted, hvorfra den blev
sparket til.

¢) Bestem k for dette spark.

Opgave 8. En vektorfunktion 5 er givet ved

. .
ﬂﬂ:(’ﬁlzz),-agtga

Det oplyses, at parameterkurven for s har et dobbeltpunkt P pé forsteaksen.

a) Tegn parameterkurven for 5.

(10 point) b) Bestem koordinatsattet til punktet pa parameterkurven, hvor tangenten til para-

meterkurven er vandret.
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Opgave 15 I et koordinatsystem bevager et punkt P sig saledes, at til tidspunktet 7 er stedvektoren 7

til P givet ved
Il
F(z)={ J —2<1<2,

-t
Punktet P passerer punktet O(1.0) til tidspunkterne 7, og 7,.
(10 point) a) Bestem 7, og 1,.

Mellem de to tidspunkter 7, og t, afsnerer banekurveni 1. og 4. kvadrant en punktmangde
M. der har et areal 7. Det oplyses. at

T— %f FI(1)-7 (1) dt .

(10 point) b) Bestem arealet T af punktmangden M.
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Funktioner af to variable
Uden hjaelpemidler
Opgave 3 En funktion faf to variable er bestemt ved
f(x,»)=x"+4x+x-y+ .
(10 point) a) Bestem f(2.3).

(10 point) b) Bestem gradienten for f 1 punktet (2.3. f(2.3)).

Opgave 1 En funktion f'af to variable er givet ved
fy)=x"y+2y.

(10 point) a) Bestem f(2.5).

(10 pomnt) b) Bestem de partielle afledede f,(x,y) og f,(x,).

Opgave 7 En funktion faf to variable er givet ved

f(x,y)=x2 +y2 + 2Xx.
Det oplyses, at f har ét stationeert punkt.
(10 point) a) Bestem koordimatsettet til det stationaere punkt.

(10 pomt) b) Bestem arten af det stationre punkt.

Opgave 1 En funktion fer givet ved

fx,y)=x"+y.
(10 point) a) Bestem f(3,—2).
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Opgave 1 En funktion faf to variable er givet ved
S py)=x"—y* 11
(10 point) a) Bestem f(5, 2).

Opgave 5. En funktion f af to variable er givet ved
flx,y) = X +y3 —2:x-y+x—y.
(10 point) a) Bestem f{(x,y) og f{(x,y).

Med hjaelpemidler

Opgave 17  En funktion f af to variable er givet ved

24.x
fxy)=5"—>7—
x2 + yl + 4
(10 point) a) Bestem koordinatsettet til hvert af de to station@re punkter for funktionen f.
(10 point) b) Argumentér for, at niveaukurven bestemt ved ligningen f(x,y) =4 er en cirkel.

Opgave 14 En funktion f af to variable er givet ved
fxy)=(x-1)+@-2) +4.
(10 point) a) Tegn grafen for f'1 grafvinduet [0.2]x[0.4]x[0.10].
Det oplyses. at grafen for f har et stationaert punkt 1 P(x,, y,, f(x,,,))-

(10 pont) b) Bestem x, og y,.
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Opgave 10 En funktion f af to variable er bestemt ved

f(x, y) — sz —4x=~y1 +6y .

a) Bestem gradienten for £ nar x=1 og y=0.

Det oplyses. at fhar netop et stationart punkt P.

(10 point) b) Bestem koordinatsattet til P.

Opgave 15

En kasseformet hensegard skal indhegnes med tradnet. Hensegarden er placeret langs en
mur, si en del af muren udger hensegardens ene side. Den del af honsegarden, der skal
indhegnes med tradnet, bestar saledes af bunden, toppen og tre sider.

Bredden af honsegarden betegnes med x, lengden betegnes med y, og hejden betegnes
med h. Det oplyses, at det samlede areal af tridnettet er 48 m”.

(5 point) a) Ger rede for, at voluminet ¥ af hensegarden som funktion af x og y er bestemt ved

48 —2xy
2x 4y ’

V(x,y)=xy-
hvor ¥ (x,y) betegner voluminet af honsegérden (malti m’) med bredde x (mélt i m)
og leengde y (malt i m).
- b) Tegn grafen for Vi grafvinduet [0;20]x[0;20]x[0;35].
Det oplyses, at P(2,4,32) er et stationzert punkt for V.

(10 point) c) Bestem arten af P, og forklar, hvad P og arten af P fortzller om hensegarden.
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Opgave 13

)

Pa billedet til venstre ses en bestemt type chips. Pa figuren til hojre er én af disse chips
indlagt 1 et koordinatsystem med enheden cm pa alle akser.

I en model kan chipsens form beskrives som en del af grafen for en funktion f givet ved
f(x,y)=l—%+y7l,
hvor f(x,y) angiver chipsens hojde over bordet.
(10 point) a) Tegn grafen for f1omradet -3<x<3 og —2<y<2.
Det oplyses, at chipsens form 1 modellen har et saddelpunkt P.
(10 point) b) Bestem koordinatsattet til punktet P.

Opgave 16

a s

-

¥
En hestefold skal anlaegges 1 forbindelse med en stald og indhegnes med hegn. I hjernet op
mod stalden skal der ikke opszttes hegn. Hestefolden har saledes fire sider, hvor der skal
opsettes hegn. Pa figuren ovenfor ses hestefoldens form samt betegnelser pa hestefoldens
dimensioner.
Det oplyses, at den samlede leengde af hegnet er 360 m.

(10 point) a) Gor rede for, at arealet 4 af hestefolden udtrykt som funktion af x og y er givet ved

A(x,y)=—x" —y* — x- y+360x + 360y — 32400,

hvor A(x,y) betegner arealet af hestefolden (malt i m*) med bredde x (malt 1 m) og
leengde y (malt 1 m).

(10 point) b) Bestem de vardier for x og y, hvor arealet af hestefolden er storst.
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Opgave 13

Foto: www.colourbox dk

I en model kan toppen af et bjerg beskrives som
grafen for en funktion f givet ved forskriften

f(x,»)==0,1-x*—0,1-y* +5,
hvor f(x,y)>0, og hvor alle mal er i km.

a) Bestem f(3,4).

(10 point) b) Bestem gradienten nar x = 3 og y = 4, og giv en fortolkning af resultatet.

Figuren viser modellen af bjerget med niveaukurven f(x,y)=2,5 indtegnet i xy-planen.
En gruppe vandrere gar én gang rundt om bjerget i 2.5 kilometers hojde.

(10 point) ¢) Argumentér for. at niveaukurven f(x,y)=2,5 er en cirkel med radius 5 og bestem.
hvor langt vandrerne gar.

Opgave 13. En funktion f af to variable er givet ved

flny) =2> 72
(10point) a) Bestem gradienten for f, nirx=2ogy=2.
Det oplyses, at f har netop et stationzrt punkt P.

(10 point) b) Bestem arten af det stationzre punkt P.
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Opgave 14

(10 point)

Opgave 13

(10 point)

(10 point)

(10 pomf)

Foro: www.colourbox.com

I en model for overskuddet fra produktionen af et bestemt produkt i en virksomhed er
overskuddet som funktion af antal arbejdstimer og investering i maskiner bestemt ved

f(x,»)=100-x"%.y"* —250.x—0,1- y,

hvor f(x,y) betegner overskuddet (malt 1 kr.). x betegner antallet af arbejdstimer (malt 1
timer). og v betegner investeringen i maskiner (malt 1 kr.).

a) Bestem overskuddet fra produktionen. nar der bruges 2000 arbejdstimer. og der
investeres 100000 kr. 1 maskiner.

b) Bestem gradienten for £ nar x =2000 og y =100000. og giv en fortolkning af denne.

Nyhavnrejser.dk

Pa billedet ses en bygning, som star pa en bro. I en model kan bygningens tag beskrives
ved grafen for funktionen

S(x,y)=0,88-y-sin(0,63x)+2,2, —7,5<x<75o0g-25<y<2}5,
hvor f(x,y) beskriver tagets hejde over broen (malt 1 meter).
I modellen er broen placeret 1 xy-planen.

a) Bestem tagets hojde over broen, nir x=0 og y=0.

b) Tegn grafen for f-
Mod syd kan afgrensningen af taget beskrives ved snitkurven givet ved g(x)= f(x, 2.5).
c) Benyt smitkurven til at bestemme tagets maksimale hejde over broen mod syd.
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Opgave 13

F X o

=

)

Pa billedet til venstre ses en bestemt type ol ips. Pa figuren til hojre er én af disse chips
indlagt 1 et koordinatsystem med enheden cm pa alle akser.

I en model kan chipsens form beskrives som en del af grafen for en funktion f givet ved

2
X

fxy)=1- 9

y;'.
"‘_ S
4

hvor f(x,y) angiver chipsens hojde over bordet.
(10 point) a) Tegn grafen for f1omradet —3<x<3 og —2<y<2.

Det oplyses, at chipsens form 1 modellen har et saddelpunkt P.

(10 point) b) Bestem koordinatszttet til punktet P.

Opgave 14 En funktion faf to variable er givet ved
f(x,y)=x*—8x—y*+2y+19.

(10 point) a) Tegn grafen for /1 grafvinduet [-5;10]x[-5;10]x[-5;10].

Grafen for f har et saddelpunkt 1 P(x,, y,, f (X4, ¥,))-
(10 point) b) Bestem koordinatsattet til P.
(10 point) ¢) Gor rede for, at enhver snitkurve for /1 x-retningen bliver en parabel,

nar y holdes fast.
Opgave 13 En funktion f af to variable er givet ved
fO,y)=x*+2y* +x+2y+1.
(10 point) a) Tegn grafen for f.
Funktionen har mmimum 1 P(x,, y,, f(x,, ¥,))-

(10 point) b) Bestem koordmatsattet til punktet P.
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Normalfordeling

Uden hjeelpemidler

Opgave 8 Lad f betegne tthedsfunktionen for en normalfordelt stokastisk variabel X

(10 point) a) Forklar, hvad integralet f " [ (x)dx forteller om den stokastiske variabel X

Det oplyses, at X har middelvzerdi 10, og at [ " f(x)dx = 0,8,
7

(5 pomt) b) Argumentér for, at X ikke har spredningen 3.
Opgave 9 Lad f betegne taethedsfunktionen for en normalfordelt stokastisk variabel .X.
13
(10 point) a) Forklar, hvad integralet f f(x)dx forteeller om den stokastiske variabel .Y

Opgave 6 Fra en bestemt producent af cornflakes kan vagten af pakker med
cornflakes beskrives ved en normalfordelt stokastisk variabel .Y med
middelvardi ¢ =500g og spredning o =8 g.

a) Bestem intervallet for de normale udfald for vaegten af pakker
med cornflakes.

(5 point) b) Bestem sandsynligheden for. at en pakke cornflakes vejer mellem
492 g 0g 508 g.

Opgave 4 (2

Til opgaven horer
et bilag

» (1)

Figuren viser grafen for fordelingsfunktionen F for en normalfordelt stokastisk variabel X

a) Bestem middelvardien for X
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Opgave 3  Figuren viser graferne for taetheds-

(2)
Iy

funktionerne f, og f, for to normal-
fordelte stokastiske variable X og Y.
(10 point) a) Hvilken af de to stokastiske variable
har den storste middelverdi?
Begrund svaret.
Bilag vediagt
» (1)
Opgave 2 (2)
A
e F
Bilag vedlagt 4
0 T T T T —» (1 )
0 5
Figuren viser grafen for fordelingsfunktionen F for en normalfordelt stokastisk
variabel .X.
(10 point) a) Bestem middelvardien 4. Brug bilaget.
(10 point) b) Bestem P(10<.X <21). Brug bilaget.
Opgave 8 Lad f betegne taethedsfunktionen for en normalfordelt stokastisk variabel .Y
13
(10 point) a) Forklar, hvad mtegralet f f(x)dx forteller om den stokastiske variabel .X.
7
13
Det oplyses, at X har middelverd: 10, og at f f(x)dx=0,8.
7
(5 point) b) Argumentér for, at Y ikke har spredningen 3.
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Opgave 4 f

0.28

-+ (1)

24 25 26 27

Figuren viser grafen for tethedsfunktionen ffor en normalfordelt stokastisk variabel X
Middelveardien for X er 25. Arealet af hvert af de to farvede omrader er angivet pa

figuren.
a) Bestem sandsynligheden P(24 < X <25).

(10 point) b) Bestem sandsynligheden P(X >27).

En klasse bestiller maden til et studentergilde hos et cateringfirma. Firmaet annoncerer
med folgende udbud: 3 forretter, 4 hovedretter, 5 desserter. Heraf kan man fint
sammensaite én af folgende to menutyper:

Menu med 2 retter: hovedret og dessert

Menu med 3 retter: forret, hovedret og dessert

Klassen kan ikke blive enige om en menu og valger derfor at trakke lod blandt de mulige
menuer.

(10 point) a) Bestem sandsynligheden for. at klassen valger en 3-retters menu. hvis valget blandt de
forskellige menuer foretages ved lodtrekning.
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Opgave 6 Pa to forskellige fabrikker 4 og B fyldes pasta i poser. For begge fabrikker antages det. at
vagten (malt 1 gram) af de enkelte poser er normalfordelt. Pa figuren ses graferne for de to
tilherende fordelingsfunktioner.

Til opgaven herer
et bilag.

T » (1)
100

a) Benyt figuren til at bestemme. hvor meget poserne fra fabrik 4 vejer 1 gennemsnit.

(10 point) b) Afgor. om det er poserne fra fabrik 4 eller B. der varierer mest i vagt.

Benyt vedlagte bilag.

Opgave 4

Foto: www.colourbox.dk

I en model kan vagten af kyllingelar (malt 1 gram) beskrives ved en normalfordelt
stokastisk variabel X'med middelverdi g =100 og spredning o = 14.

(10 point) a) Undersog om et kyllingelar pa 80 gram er et normalt udfald.

Teathedsfunktionen for X betegnes f.

(10 point) b) Forklar, hvad f o f(x)dx=0,423 forteller om vagten af kyllingelar.
100
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Opgave 2

(10 pout)

0y

Til opgaven horer
atbilaz

Fomr wans anhmrbos ik

Fodselsvaegten for danske piger fodt 1 2017 er ifolge en model normalfordelt med

middelvaerdi j = 3,38 og spredaing o = 0,57.

a) Bestem intervallet for de normale udfald for fodselsvagten for danske piger fodt 1

2017.

Pa figuren ses grafen for fordelingsfunktionen F for fodselsvagten for piger fodt 1 2017.

h

b) Benyt bilaget til at bestemme
sandsynligheden for at
fodselsvagten for en pige er
mindre end 4 kg.

Kilde: www sraristikbanken.dk
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Med hjalpemidler

Opgave 11  En normalfordelt stokastisk variabel X er givet ved X ~ N(3,2).

(10 point) a) Tegn grafen for fordelingsfunktionen herende til X

(10 point) b) Bestem P(0,5 <X <4).

(5 point) c) Bestemtalletk, sa P(X <k)=0,6.

Opgave 11 En normalfordelt stokastisk variabel X er givet ved X ~ N(6,0.7). Tathedsfunktionen for
X betegnes f.

(10 point) a) Tegn grafen for f.

8
(10 point) b) Bestem fs f(x) dx. og forklar, hvad resultatet forteller om X

Opgave 13 En normalfordelt stokastisk variabel X er givet ved X ~ N(5,1).

(10 point) a) Tegn grafen for fordelingsfunktionen horende til .Y
(10 point) b) Bestem tallet k, sa P(X <k)=0,4.

Opgave 10 Pa et gartneri udvalger man pa tilfeeldig made 200 fuldt udvoksede tulipaner af en
bestemt art. Man maler leengden af deres stilke, og tabellen herunder viser nogle af
malingerne.

Laengde (mm) 300 2741 s 280 261

Hele tabellen med alle 200 malinger findes i bilaget " Tulipanstilke.xIsx”

(10 point) a) Gor rede for, at leengden af tulipanernes stilke med god tilneermelse kan beskrives
ved en normalfordelt stokastisk variabel X

(10 point) b) Bestem middelvardi og spredning for .Y
Pa gartneriet udvelger man en tilfeeldig tulipan af denne art.

(10 point) ¢) Bestem sandsynligheden for, at leengden af stilken er mellem 270 mm og 330 mm.
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Opgave 11 I en model kan koncentrationen af haemoglobin 1 blodet hos kvinder beskrives ved en

normalfordelt stokastisk variabel X
Malt i mmol/L har X' middelvardien x=8,4 og spredningen o =0,55.

a) Bestem de normale udfald for X"

b) Bestem sandsynligheden P(X <8,0) for, at en tilfeeldigt udvalgt kvinde har
en koncentration af hamoglobin 1 blodet pa hojst 8.0 mmol/L.

Kilde: min.medicin.dk

Opgave 11 Nedenstaende tabel viser vagten af 200 tilfeeldigt udvalgte attenarige mend fra

Hongkong.

Vegtikg | 513 61.9 57.8 58.0

Alle tabellens 200 veerdier findes i den vedheeftede fil: Hongkong veegt

(10 point) a) Gor rede for. at maendenes vaegt med god tilnermelse kan antages at vaere
normalfordelte.

(10 point) b) Bestem intervallet for de normale udfald 1 denne normalfordeling.

Opgave 10.

Foto:Matematik Universet

En lasermaler bruges til at méle hastigheder af biler pd E20 motorvejen ved Storebaltsbroen.

Hastighederne siges at vare normalfordelt med en gennemsnitshastighed pa 110km/t og en stan-
dardafvigelse pd 10km/t.

(10 point) a) Hvad er sandsynligheden for at en tilfzldig udvalgt bil kgrer med mere end

130km/t?

En person kgrer over Storebaltsbroen med en hastighed pa 190knvt.

(10 point) b) Undersgg, om tallet 190km/t er et exceptionelt udfald.
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Opgave 12

(5 pomnt)

Opgave 11

(10 point)

Foto: www.colourbox dk

Et firma producerer kattemad 1 poser. Vagten af poserne med kattemad er normalfordelt
med middelvardien 5 kg og spredningen 0.11 kg.

a) En bestemt pose med kattemad fra firmaet vejer 4.85 kg. Afgor. om vagten af denne
pose er et normalt udfald.

Firmaet producerer ogsa kattemad 1 storre poser. Firmaet oplyser. at vagten af disse poser
er normalfordelt med middelvardien 10 kg. Desuden oplyses. at 10% af poserne vejer
mindre end 9.8 kg.

b) Bestem spredningen for veegten af disse poser.

Foto: www.colourbox.com

Fra en bestemt producent har man udtaget en stikprove pa 200 poser med okologiske
kartofler. Tabellen viser vaegten af hver af de 200 poser.

Pose 1 Pose 2 Pose 199 Pose 200

Veagt (g) 1404 1497 1505 1523

(Resten af rabellen findes i bilaget "veegt_af kartofler.xisx™)

I en model kan vagten af en pose okologiske kartofler fra producenten beskrives ved en
stokastisk variabel X

a) Gor rede for. at X tilnermelsesvis er normalfordelt.
b) Benyt stikproven til at bestemme middelvardi og spredning af X

¢) Benyt modellen til at bestemme sandsynligheden for. at en pose ekologiske kartofler
fra producenten vejer mindre end 1450 g.
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Opgave 8

(10 point)

Opgave 13

(10 point)

(10 point)

Foto: www.colowrbox.dk

202 tilfeldigt udvalgte danske skolebern gennemforer en test. Tabellen viser de opnaede
pointtal.

117 157 ... 124 102
(Hele tabellen med alle 202 pointtal findes i bilaget "point_fra_test.xiIsx™)

a) Ger rede for, at bernenes pointtal 1 stikpreven tilnermelsesvis er normalfordelte.

I en model baseret pa stikproven kan fordelingen af danske skoleberns pointtal ved en
tilsvarende type test beskrives ved en normalfordelt stokastisk variabel X' med middelvaerd:
jt=151,4 og spredning o = 40,4.

b) Benyt modellen til at bestemme sandsynligheden for, at et tilfaeldigt valgt dansk
skolebarn far mere end 200 point 1 en test af denne type.

Tabellen viser en rekke malinger af sammenherende verdier af
nogle kronblades bredde og lengde for en bestemt blomsterart.

Bredde (cm) 2.0 1.9 2.2 1,5

Langde (cm) 23| 5.8 6,2 5.1

(Resten af data findes i bilaget Blomsterdata.xIsx)

Foto: www.colourbox di

I en linear regressionsmodel kan sammenhangen mellem bredden og leengden af et
kronblad beskrives ved

f(x)=a-x+b,
hvor f(x) betegner lengden (malt i cm) af et kronblad med bredden x (malt 1 cm).

a) Gor rede for. at residualerne 1 modellen med god tilnermelse kan siges at vare
normalfordelte.

En gruppe biologer formoder, at den linezre sammenhang mellem leengden og bredden af
et kronblad er voksende.

b) Bestem et 95% konfidensinterval for haldningskoefficienten 1 modellen. og benyt
dette til at afgore. om biologernes formodning er troverdig.
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Opgave 14 Pa et gymnasium malte 41 elever leengden af deres venstre
tommelfinger.
Tabellen herunder viser nogle af resultaterne.

Langden af venstre

N
tommelfinger (mm) 63 | 91 w102 | 112

Alle tabellens 41 resultater findes i den vedheftede fil: Tommelfinger.xlsx

(10 point) a) Gor rede for. at lengden af elevernes venstre tommelfinger med god tilnzrmelse
' kan beskrives ved en normalfordelt stokastisk variabel X
Den mindste leengde var 63 mm.

(10 point) b) Undersog. om denne lengde er et exceptionelt udfald.
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Linear regression

Med hjeelpemidler

Opgave 11

Grafik: freepik.com
Tabellen viser sammenhorende vardier for kilometerstand og brugtvognspris for et

bestemt bilmarke.
Kilometerstand (1000 km) 58 56 25 38
Brugtvognspris (1000 kr.) 1733 1527 188.4 193.7
(Hele tabellen med alle 130 datapunkter findes i bilaget Biler.xisx)

I en model kan sammenhangen mellem kilometerstand og brugtvognspris beskrives ved
f(x)=a-x+b,

hvor f(x) betegner brugtsvognsprisen (malt 1 1000 kr.), og x betegner kilometerstanden
(malt 1 1000 km).

(10 point) a) Benyt tabellens data til at bestemme konstanterne a og b.

(10 point) b) Ger rede for. at residualerne med god tilnzrmelse kan siges at vaere normalfordelte.

Opgave 15

Faro: www.colour boe e

I et laboratorium har man undersegt sammenhzngen mellem substratkoncentration og
mitialhastighed ved nedbrydning af ethanol med et enzym. Tabellen viser sammenherende
mélte verdier af substratkoncentration og initialhastighed.

Substratkoncentration | |, | 5 | 3, | 54 | 107 | 123 | 152 | 210
(mM)

Initialhastighed

(M pe. sckuad) 0,028 | 0,061 | 0,072 | 0,105 | 0,152 | 0,161 | 0,175 | 0,195

I en model kan sammenhzangen beskrives ved

l*a»l+b,
v 5

hvor s betegner substratkoncentrationen (malt 1 mM), og v betegner imitialhastigheden (malt
1mM pr. sekund).

(10 point) a) Benyt tabellens data til at bestemme tallene a og b.
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Opgave 10
~

Grafik feppk com

Tabellen viser sammenhorende veardier for statsgaeld og arbejdsleshed 1 et bestemt land.

Arbejdsloshed

(malt i % af arbejd S 7,10 | 6,90 8,63 | 7,36
Statsgeeld -

(mélt i % af BNP) 816 | 7191 2 . 2732 | 695

(Hele tabellen med alle 42 datapmkter findes i bilaget “Arbejdsloshed_Statsgeeld xIsx")

En arbejdsmarkedsforsker formoder, at statsgaelden som funktion af arbejdslosheden kan
beskrives ved en linezr model

f(x)=a-x+b,

hvor f(x) betegner statsgalden (malt 1 % af BNP), og x betegner arbejdslosheden (malt 1
% af arbejdsstyrken).

a) Benyt tabellens data til at bestemme en forsknift for f.

(10 point) b) Bestem et 95% konfidensinterval for haldningskoefficienten for f. og afger, om
arbejdsmarkedsforskerens formodning er nmelig.

Opgave 15
I en sportshal har nogle elever malt sammenhorende vardier af hastigheden og hejden
over gulvet for en basketball, der springer op efter at have ramt gulvet. Tabellen viser
elevernes malinger.
Hojde (m) 036 [ 045 | 0,55 | 0,63 | 0,76 | 0,85 | 0,91
Hastighed (m/s) | 325 | 294 | 264 | 234 | 1,73 | 1,11 | 0,49
I en model er der en linezer sammenhzng mellem h og v’ givet ved
vi=a-h+b,
hvor v betegner boldens hastighed (malt 1 meter pr. sekund), og / betegner boldens hejde
over gulvet (malt 1 meter).
(10 point) a) Benyt tabellens data til at bestemme tallene a og b.

(10 point) b) Benyt modellen til at bestemme boldens hastighed, da den var 0,20 meter over gulvet.
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Opgave 13

(10 point)

(10 point)

Graftk: www.colourbox.dk

En isproducent har undersogt det daglige 1sforbrug blandt en reekke forbrugere.
Tabellen viser sammenherende vardier for det daglige 1sforbrug og middeltemperaturen
den pagaldende dag.

Middeltemperatur (mélt 1°C) 50 133 17.8 21,7

Isforbrug (mélt 1 liter) 0,82 0,79 0,92 1.16
(Hele tabellen med alle 30 datapunkter findes i bilaget IsForbrug xIsx)

I en model kan sammenhangen beskrives ved
f(x)=a-x+b,

hvor f(x) betegner det daglige 1sforbrug (malt 1 liter), og x betegner nuddeltemperatur
(malt 1°C).

a) Benyt regression pa tabellens data til at bestemme konstanterne a og b.
b) Bestem et 95% konfidensinterval for a, og benyt dette til at afgere, om der er statistisk

belag for, at ssmmenhangen mellem det daglige i1sforbrug og middeltemperaturen er
voksende.
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Opgave 9.

Foto: [Rock Staar

Tabellen viser udviklingen af forbrugsprisen pa en liter benzin i et bestemt land 1 perioden 2012-

2022.
Arstal | 2012 [ 2013 [ 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019 | 2020 | 2021 | 2022
Listepris | 4 4.1 43 | 49 | 5.1 49 | 53 38 | 53 6.1 6.5

[ en model kan udviklingen i forbrugsprisen beskrives ved en funktion af typen

flx) =ax+b.

hvor f(x) betegner forbrugsprisen (malt i amerikanske dollars.) til tidspunktet x (malt i ar efter

2012).

(10 point) a) Benyt tabellens data til at bestemme « og b.

(10 point) b) Ger rede for, at residualerne med god tilnermelse kan siges at vare normalfor-
delte.
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