2. Matematiske modeller

En matematisk beskrivelse af et virkeligt faanomen kaldes en matematisk model.
Beskrivelsen vil ofte besta af en eller flere ligninger sammen med en forklaring pa,
hvad sterrelserne i ligningen/ligningerne betegner. De linesere modeller, som vi
arbejder med i kapitel 1 og 2, bestar altid af ligningen y = ax + b samt en
beskrivelse af, hvad x og y betegner. Senere skal vi se eksempler pa mange andre
typer matematiske modeller, herunder ogsa matematiske modeller givet ved grafer
og diagrammer.

Matematiske modeller bruges bade videnskabeligt, kommercielt, politisk og i
administrationen til at forsta, kontrollere og forudse virkelige faeenomener. De er i
dag blevet en uundveerlig del af samfundet. Nar teknologi udvikles, nar bankerne
investerer penge, nar myndighederne treeffer beslutninger om alt fra skatteprocent,
SU, udledning af kvaelstof, til nye veje og vaccinationsprogrammer, nar DMI laver
vejrudsigten, eller nar firmaer annoncerer pa internettet, og Google udvaelger og
ranglister sggeresultater, sa er der i alle tilfeelde matematiske modeller i spil.

DETTE KAPITEL

Vi ser eksempler pa matematiske modeller og belyser nogle at de faldgruber,
der er forbundet med at opstille en matematisk model pa baggrund af lineaer
regression.

Vi undersgger, hvordan forklaringsgraden R 2 kan fortolkes, og vi illustrerer,
hvordan forklaringsgraden ikke siger noget om kausalitet, dvs
arssagssammenhzaeng.



Med forklaringsgraden har man kun delvist muligheden for at vurdere
kvaliteten af en lineaer regression. | kapitlet viser vi, hvorfor det er ngdvendigt
ogsa at inddrage en grafisk vurdering. Punktplottet og residualplottet er to
muligheder, og vi viser i kapitlet, hvordan de fremstilles og benyttes.

Matematisk modellering

En brugbar matematisk model er resultatet af en proces, der kaldes matematisk
modellering, og som involverer en raekke faser:

e Et virkeligt faenomen, der gnskes forklaret, afgraenses, forenkles og
oversaettes til matematik.

e En matematisk model opstilles og benyttes til beregninger og matematiske
reesonnementer.

o Matematiske resultater fortolkes til virkelige indsigter og lgsninger.
¢ Nye indsigter og lgsninger omseettes til beslutninger og handlinger.

Der er tale om en vekselvirkning mellem faserne, som ogsa kan ga bagleens.
F.eks. kan resultatet af en beregning give anledning til, at man gar tilbage og
afgraenser problemstillingen anderledes, eller justerer i den matematiske model.
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Figur 1
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EKSEMPEL 1

iStockphoto.com/sestovic

| kapitel 1 eksempel 8 opstillede vi vha. lineager regression den matematiske
model

y = —102,2x + 1115.

Den uafhaengige variabel x er antal ar efter 2007, og y er antal tiiskadekomne
eller draebte i trafikken ved spiritusuheld. Vi kan konstatere, at modellen er en
god matematisk beskrivelse af den virkelige problemstilling:

Faerdselsuheld, hvor alkohol er involveret,

nar vi begraenser os til perioden 2007-2015 og forenkler problemstillingen ved
kun at se pa spiritusuheld, hvor der hos politiet er registreret personskade eller
dedsfald.

Af den linezere model afleeser vi heeldningskoefficienten a til —=102,2 og ved
beregning finder vi for x =9

y=-102,2-9+ 1115 = 195,2.

De to resultater kan fortolkes saledes, at antallet af spiritusuheld i perioden
2007-2015 aftager lineaert med ca. 102 uheld om aret, samt at modellen
forudser ca. 195 tilskadekomne eller draebte ved spiritusuheld i 2016. Pa den
baggrund kan myndighederne f.eks. vurdere, at faldet er tilfredsstillende, og at
man derfor skal viderefare de initiativer mod spirituskarsel, der blev benyttet i
perioden 2007-2015.
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erfaringer om verden. Det er ogsa grunden til, at der i diagrammet over
matematisk modellering (figur 1) star fortolkning over den ene pil.

Vi skal i de fglgende afsnit se pa nogle af de problemer, der er forbundet med at
benytte matematiske modeller, som er opstillet ved hjaelp af linezer regression.

Omregning af data

Mange data fremkommer ved opteelling eller maling og optreeder derfor som
absolutte tal:

antal cykeltyverier, antal arbejdsl@se, overskud i kr., antal ton udledt CO», antal
gram udledt pesticid ...

Absolutte tal kan imidlertid, nar de benyttes i en matematisk model, fare til
resultater, der nemt kan misforstas og pa den made give svage (eller helt
fejlagtige) konklusioner. | de situationer kan det vaere bedre at omregne data til
relative tal, hvor tallene er sat i forhold til noget:

antal cykeltyverier pr. 1000 indbyggere, antal arbejdslase i procent af den samlede
arbejdsstyrke, overskud i kr. pr. medarbejder, antal ton udledt CO2 pr. dansker,

antal gram pesticid pr. m3 grundvand ...

EKSEMPEL 2

Vi betragter igen eksempel 8 i kapitel 1. En neerliggende konklusion pa den
linezere regression kunne veere:

Bilisterne i Danmark bliver bedre og bedre til at lade bilen sta, nar de har faet
for meget at drikke.

Men det er en usikker konklusion, som ikke kan begrundes ud fra
regressionen alene. Hvis f.eks. antallet af bilister i Danmark i samme periode
er faldende, sa kunne resultatet blive, at brgkdelen af bilisterne, der karer
spirituskarsel er stigende. Det problem kan vi prgve at handtere ved at seette
antallet af spiritusuheld i forhold til noget.

Tal fra Danmarks Statistik viser for perioden 2007-2015 udviklingen i antallet
af familier med bil. Vi kan derfor lave en ny tabel, der, for hvert ar (x) i samme
periode, viser udviklingen i antal spiritusuheld pr. 10.000 familier med bil (y):

. 0 1 2 3 4 5 6 Vi 8

.7,8 6,1(51(40|41(32(29(24]|22
Med CAS-veerktajet fas

y = —-0,65x + 6,78, R? =0,91.
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Den hgje forklaringsgrad sammen med figur 2 forteeller, at ogsa i det nye
datasaet er der en tydelig linezert aftagende tendens.

A\y

N2

Figur 2

Den nye regression underbygger bedre konklusionen ovenover, som vi derfor
(maske) har faet stgrre tiltro til.

Et egentligt bevis for konklusionen har vi ikke, og den mulighed, at
konklusionen er forkert, er stadig til stede. Bliver der kgrt mere og mere
spirituskarsel, mens der samtidigt bliver registreret faerre og faerre uheld hos
politiet? En yderligere afklaring kraever flere undersggelser, f.eks. pa
skadestuerne, hvor skader i forbindelse med trafikuheld ogsa bliver
registreret.

Fortolkning af forklaringsgraden

Nar linezer regression benyttes til modellering, er det veesentligt at forholde sig til
kvaliteten af regressionen. Hvornar er kvaliteten af regressionen sa god, at vi med
rimelighed kan opstille en konklusion om lineaer sammenhaeng? At besvare det

spergsmal kraever ogsa en fortolkning, f.eks. af forklaringsgraden R2.

Forskellige videnskaber bruger og fortolker R2 forskelligt. | fysik og kemi kreeves
almindeligvis en forklaringsgrad over 0,95 far en evt. konklusion om lineaer
sammenhaeng. Inden for fag som biologi, samfundsfag og psykologi er praksis en
anden. Her kan en forklaringsgrad pa f.eks. 0,4 godt blive opfattet som et udtryk for
en linezer tendens i datasaettet.
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Forskellen skyldes bl.a. de meget forskellige omstaendigheder inden for de
forskellige videnskaber som data bliver indsamlet under.

| fysik, kemi og til dels biologi fas data i forbindelse med kontrollerede forsag, hvor
der er godt styr pa de faktorer, der har betydning for forsgget. Der er kun i meget
lille udstraekning faktorer (fejlkilder), der "forstyrrer" malingerne. Derfor tillader man
sig at kreeve en meget tydelig linezer tendens i datasaettet, far en evt. konklusion
om linezer sammenheaeng.

| f.eks. samfundsvidenskab, psykologi og tildels biologi er situationen ofte en
anden. Her fremskaffes data mange gange under betingelser, hvor der ikke er god
kontrol med alle de faktorer, der har betydning for det, der undersagges. Man er
derfor mere tilbgjelig til at tale om lineser sammenhaeng, selvom der er store
variationer i data — variationerne kan jo skyldes de faktorer, der ikke er kontrol over.

Man st@der af og til pa falgende fortolkning af forklaringsgraden:

R? angiver den procentdel af datapunkternes variation, der kan forklares af
modellen.

EKSEMPEL 3

| perioden 2009-2015 falder bade de samlede lanudgifter x (mia. kr) og det
samlede bogudlan y (mio. udlan) pa de danske biblioteker, hvilket kan ses i
falgende tabel med tal fra Danmarks Statistik:

_1,80 1,81 1,75 | 1,72 | 1,70 | 1,69 1,68
_32,3 31 30,3 2904 285 276 26,8

CAS-veerkigjet giver falgende linesere model for sammenhaengen mellem x og
y:

y = 34,85x — 31,07, R2 = 0,89.

Som en fortolkning af forklaringsgraden siger vi, at den fundne linezere model
forklarer 89 % af variationen i datasaettet, mens den ikke forklarer de
resterende 11 %.

For at forsta, hvad der egentlig menes med denne fortolkning, ser vi pa
formlen for forklaringsgraden, der blev introduceret i kapitel 1 i afsnittet
Lineaer regression:

R2 _ Ag — Ar
Ag
A, er det samlede areal af de farvede kvadrater pa figur 3. Det er et mal for

den restvariation omkring regressionslinjen, der er i dataseettet.
Restvariationen bliver ogsa (mere Igst) omtalt som den variation i dataseettet,
den linesere model ikke kan forklare.

Ag er det samlede areal af de kvadrater pa figur 4. Den er et mal for den totale
variation i datasaettet.
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Pa den baggrund opfattes brgken % som den del af den totale variation i
dataseettet, som modellen ikke kan forklare.

| dette eksempel finder man A, = 2,468 og Ay = 22,589. Dvs.

Ar 2,468
- —0,11.
Ag 22,589

Den linezere model for sammenhangen mellem bibliotekernes lgnudgifter og
samlede bogudlan kan altsa ikke forklare 11 % af variationen i dataseettet i
tabellen ovenover.

Da

Ag— A
=#:1_%=1_o,u=0.89.

2
R
Ag g

kan man i stedet sige, at forklaringsgraden angiver, at 89 % af variationen i
dataseettet forklares med modellen.

Korrelation og kausalitet

Nar forklaringsgraden R? er stor, siger man ogsa, at der er en hgj korrelation
mellem de to variable x og y. Det betyder, at der er en stor overenstemmelse
mellem den made x og y varierer pa, der ger det muligt at forudsige den ene
variabel, nar man kender den anden.

En hgj korrelation mellem x og y er ikke det samme, som at den ene variabel er
arsag til den anden — dvs. det faanomen, den ene variabel beskriver, forarsager det
feenomen, den anden variabel beskriver. Et klassisk eksempel illustrerer den
pointe:


Linda Vadgård Hansen

Linda Vadgård Hansen
56   ||    2. MATEMATISKE MODELLER


EKSEMPEL 4

Flere undersggelser har pavist en stor overensstemmelse mellem antallet af
storke og befolkningstal; nar antallet af storke vokser, sa vokser ogsa
befolkningstallet.

Blandt andet tal fra den tyske by Oldenburg opsamlet i perioden 1930-1936
viser en tydelig sammenhasng.

yT Befolkningtal i tusinde /
754 .
.
70+ =
£ /
65 . ®

60 .
55. *e
/ Antal stc:rke
150 200 250 x
Figur 5

Mellem de to variable antal storke og befolkningstal i tusinde var der altsa i
Oldenburg en hgj korrelation. Men der er oplagt ikke tale om en
arsagssammenhaeng.

En arsagssammenhaeng kaldes ogsa for en kausal sammenhaeng (latin: causa:
arsag), og man har som fast vending:

Korrelation medfarer ikke ngdvendigvis kausalitet.

Fra tid til anden finder den type misforstaelser ogsa vej til medierne, og ofte under
opsigtsvaekkende overskrifter:

e Unge, der ryger, far darligere karakterer

Elever, der er gode til musik, klarer sig godt i skolen
Personer, der ser meget fijernsyn, er usunde

Born, der kommer for sent i seng, bliver overveegtige

* QDget greensekontrol reducerer antallet af asylansagere

e Mere politi skaber mere vold.

I mange af tilfeeldene er det tvivlsomt, om der tale om en kausal sammenhaeng,
selvom korrelationen kan vise sig at veere hgj.

Nar der er en hgj korrelation, men ingen kausal sammenhaeng, kalder man det
ogsa en spurigs sammenheaeng. En spurigs sammenhaeng mellem x og y kan
skyldes et af to forhold:
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1. Overensstemmelsen mellem x og y er en ren tilfaeldighed

2. Overensstemmelsen mellem x og y skyldes en anden bagvedliggende variabel
z, der er arsag til bade x og y.

Den spurigse sammenhaeng mellem antallet af storke og befolkningstal har man
f.eks. forsggt at forklare med den bagvedliggende variabel urbanisering: | byer far
familier i gennemsnit feerre barn, og i byer lever der kun fa storke.

EKSEMPEL 5

| eksempel 3 beskrev vi sammenhaengen mellem lgnudgifter x og antal
bogudlan y pa de danske biblioteker med en lineser model, hvor
forklaringsgraden er 0,89. Selvom der er en hgj korrelation mellem x og y, er
det slet ikke sikkert, at x og y er kausalt forbundne.

Danske biblioteker har i en arraekke oplevet store forandringer, hvor faktorer
som digitalisering, nye laesevaner, konkurrence fra andre kulturinstitutioner og
rationalisering har haft en betydning.

Sammenhangen mellem x og y er derfor maske en spurigs sammenhzaeng
med ovenstaende faktorer blandt de (mange) bagvedliggende faktorer, der
bade er arsag til x og til y.

EKSEMPEL 6

Malinger viser, at de franskstuderende pa Kebenhavns Universitet har lavere
skonummer end de ingenigrstuderende pa DTU (Danmarks Tekniske
Universitet). Far man derfor store fadder ved at leese til ingenigr? Eller sma
fedder af at studere fransk?

| det tilfaelde, hvor unders@gelser viser, at der er en kausal sammenhaeng mellem
x og y, skal man ogsa overveje, om det er x, der er arsag til y, eller y, der er arsag
til x. Hvis x tidsligt gar forud for y, er det x, der er arsag til y. Men i de situationer,
hvor der ikke er nogen naturlig tidslig reekkefglge for x og y, kan det veere sveert at
afgare.

EKSEMPEL 7

Undersggelser peger pa, at politisk stasted og valg af avis er kausalt
forbundne, men det er uklart, hvilken vej kausaliteten vender: Er det mit
politiske stasted, der bestemmer, hvilken avis jeg foretraekker, eller er det den
avis jeg laeser, der former mit politiske stasted?

Punktplot og residualplot

Figurerne nedenunder viser regressioner pa fire forskellige datasaet. Det
interessante er her, at man i alle fire tilfeelde (med tre decimalers ngjagtighed) far
den samme regressionsligning

y = 0,500x + 3,000
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2. MATEMATISKE MODELLER Il 59

og (med to decimalers ngjagtighed) den samme forklaringsgrad R? = 0,67. Der er
med andre ord tale om fire meget forskellige datasaet, der beskrives lige godt med
den samme rette linje.
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Eksemplet (forste gang praesenteret af statistikeren Francis Anscombe i 1973),
viser meget tydeligt, at man skal passe pa med at slutte noget alene ud fra
forklaringsgraden.

Mens det kan veere rimeligt at beskrive det fgrste datasaet ved den linezere model
y =0,500x + 3,000, sa virker det som en meget darlig ide i de tre andre tilfeelde. Vi
bemaerker ogsa, at data i det andet tilfeelde meget bedre kan beskrives med en
ikke-lineaer model.

Kvaliteten af en linezer regression kan altsa ikke alene vurderes ud fra R2. Som
supplement laver man ogsa grafiske vurderinger.
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Punktplot

Dataseettet afsat som punkter i et koordinatsystem kaldes et punkiplot.

Nar vi ogsa indtegner regressionslinjen, kan vi benytte, at:

En god linezer regression er kendetegnet ved et punktplot, hvor datapunkterne
har sméa og tilfeeldige variationer omkring regressionslinjen.

Blandt de fire punktplot pa figur 5-8 ser vi kun pa den farste figur en lille og tilfeeldig
variation i datapunkternes placering omkring regressionslinjen. Det viser, at kun i
det farste tilfeelde er det rimeligt at tale om en lineaer tendens.

Residualplot
| et residualplot afbilder man datasaettets x-veerdier sammen med datapunkternes

afvigelse fra regressionslinjen. Teknikken illustreres med et eksempel. Vi ser pa
dataseettet vist pa figur 5:

4 5 6 7 8 9 10 N 12 13 14
426 568 7,24 482 695 881 804 833 1084 758 996

50 565 60 65 70 75 80 85 9,0 95 100

-0,74 0,18 124 -168 -0,05 131 004 -0,17 184 -192 -0,04

Tabellens to farste reekker indeholder selve datasaettet. Med betegnelsen
Ydata henviser vi til datasaettets y-veerdier. Regressionsligningen

y = 0,500x + 3,000
bruger vi til at beregne modellens y-veerdier (Ymodel)- F.€ks. far vi til x = 12
Ymodel = 0,500 - 12 + 3,000 = 9,0

Tabellens tredje raekke viser de tilsvarende resultater for de andre datapunkter.
Forskellen

Ydata — Ymodel = 10,84 — 9,0 = 1,84

kaldes residualet (resten) og er den lodrette afstand mellem datapunktet (12;
10,84) og regressionslinjen. Residualer regnes med fortegn og er negative, nar
datapunkterne er under regressionslinjen. | tabellens fjerde raekke er alle 11
residualer vist.

Residualplottet kan nu laves ved at afbilde dataszettets x-vaerdier sammen med de
tilharende residualer (se figur 9).
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T Residual

T 3 ¢ % 1o°h v 1 o

Figur 9

Fordi residualerne angiver stgrrelserne pa afvigelserne, har vi:

En god lineeer regression er kendetegnet ved et residualplot, hvor punkterne
har sma og tilfeeldige variationer omkring x -aksen.

EKSEMPEL 8

Vi undersgger data fra verdenssundhedsorganisationen WHO over
udviklingen i antallet af registrerede ebolatilfeelde i Vestafrika (y) i perioden 23
maj 2014 til 18 august 2014. Som uafhaengig variabel x vaelger vi antal dage
efter 30 april 2014.

Pascal Guyot/AFP/Scanpix

Lineaer regression i et CAS-veerktgj giver den linezere model
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y=233x-5309 R2=0091.

Selv om forklaringsgraden er hgj, er der en klar ikke-linezer tendens i
dataseettet. Det er tydeligt, bade nar vi ser pa punktplottet (figur 10) og nar vi
ser pa residualplottet (figur 11). Residualplottet viser, at residualerne ikke
varierer tilfaeldigt om x-aksen, men eendrer sig pa systematisk vis over hele

perioden.
y 4 Ebolatilfaelde y . Residual
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Figur 10

Figur 11
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