EKSAMENSOPGAVER

MATEMATIK

STX A-NIVEAU
2018-2022



Indledning

I dette dokument er samlet eksamensopgaver fra de i alt 17 eksamenssat der har vearet stillet pa
STX-A-niveau siden implementeringen af gymnasiereformen i 2017. Af de udsendte st har to
varet sakaldt “vejledende” sat, mens saettet 2022-07 er det kasserede set fra juni 2022.

Opgaverne er delt ud pa 10 overskrifter og under hver overskrift delt efter delprgve 1 hhv. 2:

Tal, formler og ligninger
Funktioner og differentialregning
Integralregning
Differentialligninger
Vektorfunktioner

Funktioner af to variable
Vektorer og analytisk geometri

Sandsynlighedsregning

A SR AU ol o

Statistik (regression)

10. Forberedelsesmaterialer

Enkelte opgaver kan passe ind under flere overskrifter, men er da placeret under den overskrift, som
jeg tenker de bedst passer ind under. Det kan f.eks. vere optimeringsopgaver, som typisk er
placeret under den type funktion der skal optimeres, samt integralregningsopgaver der er placeret

under den funktionstype der skal integreres, fordi funktionstypen er i centrum for opgaven.

Ved spgrgsmal der i opgavesattet var markeret med grent som mindstekravsopgave, er der sat en
lille grgn firkant: M. Til gengeld kan det ikke ses om spgrgsmalene har varet sat til 5 eller 10 point.
Denne information er sorteret fra, fordi points@tningen ikke handler om opgavens indhold, men om
balancen i det samlede s@t. Ved hver opgave star hvilket opgavesat opgaven er taget fra, samt

hvilket nummer den har haft i settet, sa man nemt selv kan se hvordan den var placeret.

Til filen er vedhzftet alle relevante bilag. Dels de sider som med fordel kan bruges til at tegne pa i
visse opgaver i delprgve 1, samt data-bilag til opgaver i delprgve 2. Delprgve 1-opgaver er markeret
med farven orange, mens delprgve 2-opgaver er markeret med farve cyan. Formelsamlingsindstik til

de relevante forberedelsesmaterialer er ligeledes vedhaftet.

Kasper Bjering Sgby Jensen,
Ishgj, august 2022.



1. Tal, formler og ligninger

Delprgve 1:

Ba) Reducérudtrykket

(x+2y)" —2y-(y+2x).

B a) Reducér udtrykket

Sab—4a’ +(2a—b)’.

a) Reducér udtrykket

a-(4a-+6)
2a

B a) Los ligningen

x - (2x—6)=0.

B a) Los ligningen

x-(3x—9)=0.

a) Los for x>0 ligningen
(x*—=9)-In(x)=0.



B a) Los ligningen
(x—3)—(2x—5) =0.

(a*—b*)-5

a) Reducér udtrykket .
) y (a+b)-10

a) Leos ligningen
(2x=6)-(x* +7x+10)=0.



2. Funktioner og differentialregning

Delprave 1:

2.D1.1 (2018-06, 8 — Vejledende 1)

En bold er ophengt 1 en fjeder i et lokale. Bolden svinger langsomt
op og ned. Boldens bevagelse kan beskrives ved den
trigonometriske funktion givet ved

fO)=3-sin(Er-1)+5,

hvor f(r) betegner boldens afstand over gulvet (malt 1 dm) til
tidspunktet # (malt 1 sekunder).

B a) Bestem perioden 7T for boldens svingning.

b) Tegn grafen for f over to perioder.

J(@)

2.D1.2 (2018-06, 9 — Vejledende 1)
En funktion fer givet ved
f(x)=(x"=5x+6)-In(x* +1).
a) Bestem f'(0).

b) Les ligningen f(x)=0.

2.D1.3 (2021-12, 2)

Funktionerne fog g er givet ved

f(x)=4x-1 og g(x)=x".

m a) Bestem /(g(2)).



2.D1.4 (2018-06, 11 — Vejledende 1)

Pa figuren ses en ret linje / gennem punkterne 4 og (2)
B. Desuden er et rektangel indskrevet 1 trekant I\ 4
OAB som vist pa figuren. A(0,4)

a) Bestem arealet af rektanglet som funktion af x.

b) Bestem den verdi af x. der gor arealet af
rektanglet storst muligt.

L J

o x \azo WP

2.D1.5 (2018-08, 2 — Vejledende 2)

Pa figuren ses grafen for en funktion 7. der har en invers funktion £~

(2)
F' 3

| > (1)
/ 1

ma) Bestem f '(3).

Vedlagte bilag kan indga 1 besvarelsen.

2.D1.6 (2022-12, 7)

En funktion fer givet ved
f(x)=2x+sin(x)+4.
a) Bestem f'(x).

b) Bestem en ligning for tangenten til grafen for /1 punktet P(0, f(0)).



En funktion fer givet ved
f(x) =4. ex1+2x—3 )
B a) Bestem f(1).

b) Bestem monotoniforholdene for f.

En funktion f er bestemt ved
f(x)=x"-¢".
Ba) Bestem f'(x).

b) Les ligningen f'(x)=0.

(2)

Pa figuren ses graferne for tre funktioner. Det oplyses, at
en af graferne er graf for funktionen £ og en anden er graf A G
for en stamfunktion F til £

a) Gor rede for, hvilken af graferne 4. B og C der er
graf for f. og hvilken der er graf for F.

» (1)

En funktion f'er givet ved
f(x)=x*—3x—4,
En funktion F er stamfunktion til /.

a) Bestem monotoniforholdene for F.



2.D1.11 (2018-08, 11 — Vejledende 2)

A B

Figuren viser en model af en 5 meter lang stige. der stilles op ad en lodret mur. I modellen
er jorden vandret. murens bund benavnes 4. og stigens roringspunkt med jord og mur
benavnes henholdsvis B og C. Det punkt pa stigen. der er tettest pa bunden af muren.
benavnes D, og afstanden fra B til D benavnes x.

Det oplyses. at der er to mulige placeringer af stigen. sa |AD‘ =2.
a) Bestem vardien af x for hver af disse to placeringer af stigen.

2.D1.12 (2019-05, 3)

Pa figuren ses graferne 4. B og C for tre (2)
harmoniske svingninger:

£(x)=sin(x)
g(x)=sin(x)+2
h(x)=2-sin(x)+2

~— -

B a) Gor for hver af graferne A. B og C rede for. hvilken af funktionerne f. g og
den herer til.

2.D1.13 (2019-05, 5)
En funktion fer bestemt ved

f(x)=(x+2)-(x—95)-¢".
ma) Bestem f(0).

b) Les ligningen f(x)=0.



2.D1.14 (2019-05, 6)

P4 figuren ses grafen for den afledede funktion f’ for en funktion f'1 intervallet [—3; 4].

)

F 3

f.f

5 > (1)

ma) Bestem monotoniforholdene for funktionen /1 intervallet [—3; 4] :

2.D1.15 (2019-08, 6)
Pa figuren ses grafen for funktionen f.

(2)

b

» (1)

e

Funktionens forskrift er af typen
f(x)=A-sin(b-x)+c.
a) Brug figuren til at bestemme konstanterne 4. b og c.

Benyt eventuelt vedlagte bilag.



En funktion f er givet ved
f(x)=(a x+b),
hvor @ og b er konstanter og b < 0.
Det oplyses. at f/(0)=2b og f(1)=4.

a) Bestem a og b.

En funktion f er givet ved
f(x)=sin(x)+1.

B a) Skitsér grafen for f 1 intervallet [O;Zn]. Benyt vedlagte bilag.

b) Bestem f'(m).

En funktion f er givet ved
f(x)=3x+24.
Den omvendte funktion til / betegnes g.
a) Tegn graferne for f og g 1 samme koordinatsystem.
b) Bestem en forskrift for g.

Benyt vedlagte bilag.
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En funktion f er givet ved
f(x)=x—4x+3.

Pa figuren ses grafen for f sammen med grafen for dens afledede funktion f' samt grafen
for en til f herende stamfunktion F.

(2)
A
&

» (1)

Ba) Argumentér for, hvilken af graferne der herer til henholdsvis f’. fog F.

En funktion fer givet ved
f(x)=3x—6-In(x), x>0.

En linje / er givet ved ligningen y = 2x — 7. Grafen for f har netop én tangent 7. der er
parallel med /.

a) Bestem forstekoordinaten til reringspunktet mellem 7 og grafen for f.

En funktion fer givet ved

f(x)=x"-sin(x).
a) Bestem f'(x).



En funktion f er givet ved
f(x)=a-x* +b-x* +12x+10,
hvor @ og b er konstanter.
a) Bestem antallet af losninger til ligningen f'(x) =0, nir a=3 og b=20.

b) Bestem a og b. nar det oplyses. at f'(—2)=0 og f'(2)=12.

En funktion f er bestemt ved forskriften
f(xX)=(x+2)-¢"".
B a) Bestem f(I).

b) Les ligningen f(x)=0.

En harmonisk svingning f er givet ved
f(t)=06-sin(m-1)+5.
B a) Angiv amplituden A.

b) Bestem f'(1).

Funktionerne fog g er givet ved
f(x)=x"+5
g(x)=4-x.

B a) Bestem f(2) og g(/f(2)).

12



2.D1.26 (2020-08, 4)

B
L

/

En funktion f er givet ved

f(x)=2x+4.

Pa figuren ses grafen for fsamt graferne 4 og B. hvoraf den ene er grafen for den
omvendte funktion til f.

a) Argumentér for. om A eller B er graf for den omvendte funktion til f.

Benyt eventuelt vedlagte bilag.

2.D1.27 (2020-08, 8)
En funktion f er givet ved
f(x)=x"—4x" —12x +1.
ma) Vis.at f/(-1)=-1.

b) Bestem den anden veerdi k. der opfylder. at f'(k)=*k.

13



2.D1.28 (2020-12, 2)
En harmonisk svingning f er givet ved
S (x) = A-sin(x),

hvor 4 er en konstant.

(2)
r Y
AN\ Pt 7 I\
/ \ ' / ."..I.I f
: " - —» (1)
LA Akl
Pa figuren ses grafen for f. nar 4 =4.
B a) Tegn grafen for /. nar A= 2.
Benyt eventuelt det vedlagte bilag.
2.D1.29 (2021-05, 5)
Pa figuren ses graferne A. B og C for tre harmoniske svingninger.
2
F 3
En harmonisk svingning f er bestemt ved | B n
£(x)=3-sin(x) + 3.
a) Gor rede for. hvilken af de tre grafer 4. B og 2 / \\ . ﬁ
C. der er graf for f. d L9 . W Y
Benyt eventuelt vedlagte bilag. “\\ // i
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En funktion fer bestemt ved
f(x)=(x"—x—2)-¢".
a) Bestem f'(x).

b) Los ligningen (x> —x—2)-e" =0.

En funktion fer givet ved (2)
T P(2.9)
f(X)=a-x'+b-x+5,
hvor @ og b er konstanter. 7
Det oplyses. at f har et lokalt maksimum 1
P(2.9).
> (1)
a) Bestem a og b. \

En funktion fer givet ved
f(x)=In(x)-(x—2), x>0.
a) Los ligningen f(x)=0.

b) Bestem f'(1).

En funktion fer bestemt ved
f(x)=x"-In(x), x>0.

a) Bestem f'(x).
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En harmonisk svingning f er givet (2)
ved ) r'y

J(x) = 4-sin(x),

hvor A4 er en konstant.

Pa figuren ses grafen for f’ / ] \ » (1)
B a) Bestem A.

Benyt eventuelt det vedlagte bilag.

En fimktion fer givet ved
f(x)=¢"", x>0,
m a) Bestem f(3).
En funktion g er givet ved
g(x) =/In(x) +9, x>0.

b) Bestem g(f(x)).

En funktion fer givet ved
f(x)=x"-3-x+4.
M a) Bestem f'(x).ogloes ligningen f'(x)=0.
En funktion g er givet ved
g(x)=x"+k-x+4, hvor k er et tal.
b) For hvilke vardier af tallet & har grafen for g ingen vandrette tangenter?

16



En funktion fer givet ved
f(x)=In(4-x>+1).

a) Bestem f/(x).

En harmonisk svingning fer givet ved
f(t)=4-sin(t)+10.

B a) Bestem storsteveaerdi og mindstevaerdi for f.

En fimktion f'er bestemt ved
f(x)=(2x+3)-In(x).
a) Bestem f'(x).

b) Bestem en ligning for tangenten til grafen for /1 punktet P(1, £(1)).

)

» (1)

Figuren viser graferne for en funktion fog en stamfunktion F til f.
a) Gor rede for. hvilken graf der herer til hvilken funktion.

17



Pa figuren ses grafen for en funktion (E) _ _
f. som er defineret i intervallet[-3; 6] . il I —

B a) Benyt bilaget til at bestemme

0. /

> (1)

18



Delprave 2:

2.D2.1 (2018-08, 18 — Vejledende 2)

En tragt er sammensat af en aben cylinder og en kegle (se figuren). Keglens grundflade og
cylinderen har samme radius 7. malt 1 dm. Keglens hojde er det dobbelte af dens radius.
Hele tragten kan rumme 40 dm’.

a) Bestem cylinderens hejde s som funktion af 7.
b) Ger rede for. at tragtens ydre overflade O som funktion af 7 kan beskrives ved

0(;-)=E(J§—§)-r2+?,

B c) Bestem 7. saledes at tragtens yvdre overfladeareal er mindst mulig. nar 0 <r <4 .

2.D2.2 (2020-05, 9)
En harmonisk svingning f er givet ved
f(x)=7-sin(2x — 5)+ 3, 0<x<27.
B a) Bestem minimum for f.

B b) Bestem perioden for £

19



2.D2.3 (2019-08, 16)

» (1)

Ovenfor ses et billede af bygningen Fjordenhus samt en todimensional model af et af
vinduerne indlagt 1 et koordimatsystem med enheden meter pa begge akser. I modellen har
vinduet form som en del af en parabel. Vinduet er 3.7 meter bredt forneden og har en

hajde pa 5.5 meter.

a) Opstil en regneforskrift for den funktion. hvis graf beskriver parablen.

Vinduet er inddelt 1 fire felter. Det skraverede felt M pa figuren er afgraeenset af parablen.
forsteaksen og linjerne med ligningerne x=2,3 og y=3,1.

b) Bestem arealet af feltet AL

20



2.D2.4 (2021-06, 12)

Dronning Alecamdrines Bro (www.colourbox.dk)

Pa billedet ses Dronning Alexandrines Bro. som bestar af en rekke buer fastgjort pa
bropiller og en kerebane.

I en model 1 et koordinatsystem med enheden meter pa begge akser kan den del af den
midterste bue. der ligger over bropillerne, beskrives ved den positive del af grafen for

f(x)=-0,0104 - x* +41,7.

I modellen er kerebanen vandret og ligger 26 meter over bropillerne.

a)

b)

Benyt modellen til at bestemme bredden b
af buen malt langs kerebanen (se figur).

Benyt modellen til at bestemme leengden /
af buen fra bropille til bropille (se figur).

21
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2.D2.5 (2022-08, 10)
En funktion f'er bestemt ved
0.5
flx)= 1,2-(J§+x—x“‘) . hvor 0<x<5.

B a) Les ligningen f(x)=0.

Grafen for fafgreenser sammen med forsteaksen et omrade M.

(2)

> (1)

I en model kan formen af et &g beskrives ved det omdrejningslegeme. der fremkommer.

nar M roteres 360° omkring forsteaksen 1 et koordinatsystem med enheden cm pa begge
akser.

b) Benyt modellen til at bestemme rumfanget af @gget.
¢) Benyt modellen til at bestemme bredden b af &gget.
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3. Integralregning

Delprave 1:

3.D1.1 (2018-06, 2 — Vejledende 1)
En funktion f er bestemt ved

F(xX)=3x"+2x+1 .

a) Bestem [1'_‘)‘"(.1‘) ax.

3.D1.2 (2018-06, 10 — Vejledende 1)

Opgave 10 Pa figuren ses en skitse af graferne for to funktioner fog g.

(2)

F 3

M (1)

g
Graferne for fog g afgreenser en punktmengde M. der har et areal.

Tabellen viser nogle fumktionsveardier for funktioneme /. g. F og G. hvor F og G betegner
henholdsvis en stamfunktion til f og en stamfunktion til ¢ .

X 0 1 2
J(x) 0 49 0
g(x) 0 —47 0
F(x) 0 36 66
G(x) 0 —34 —62
(10 point) a) Bestem arealet af M.
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B a) Bestem integralet

f(sx’ +6x%)dx.

En funktion f er bestemt ved
f(x)=6x" —2x+1.
B a) Bestem f f(x)dx.

I forste kvadrant afgreenser grafen for /' sammen med forsteaksen samt linjerne x =1 og
x =23 en punktmangde M. der har et areal.

b) Bestem arealet af M.

Ba) Bestem integralet

[ "3 + dx + 3)dx.

En funktion f er givet ved
f(x)=In(x) +6x%, x>0.

a) Bestem en forskrift for den stamfunktion til £, hvis graf gar gennem punktet P(1,5).



En funktion f er givet ved (2)
F 3
f(x)=—3x" +12x 9.
B a) Losligningen f(x)=0.

Grafen for f afgreenser sammen med forsteaksen et
omrade M, der har et areal.

@

b) Bestem arealet af M.

B a) Bestem integralet

f(e"+5)dx.

B a) Bestem det ubestemte integral

f (3x* + 2x + 6)dx.

En funktion fer bestemt ved

1

f(x)=6x"+—, x>0.
x

B a) Bestem en forskrift for den stamfunktion til /. hvis graf gar gennem P(1.7).



En funktion f er givet ved
f(x)=k*—x*, k=0.

Grafen for fafgraenser 1 forste kvadrant sammen med de to
koordinatakser en punktmengde M, der har et areal.

Pa figuren ses grafen for /. punktmangden M samt et rektangel
OPOQOR 1 forste kvadrant. hvor O er origo. P er grafens skering med
forsteaksen. og R er grafens skering med andenaksen.

a) Bestem koordinatsettet til punktet P udtrykt ved .

b) WVis. at arealet af A/ udgor % af arealet af rektanglet OPOR.

(2)
R ]
M
0 7 (1)

En funktion fer givet ved

f(x)=2x" —6x.

B a) Bestem den stamfunktion til £. hvis graf gar gennem punktet P(1.10).

a) Bestem integralet

f 2x-e” .

En funktion fer givet ved
2x+3
X)= , x>=0.
f@) X +3x

a) Bestem f J(x) dx.



B a) Bestem

I(e‘+6-x2+4)dx.

B a) Bestem integralet
j (x* +8x)dh.

En funktion f'er bestemt ved
f(x)=4x" —2x.
a) Bestem den stamfunktion til £ hvis graf gar igennem punktet P(2,18).

B a) Bestem integralet
[(de" +3x7)dbx.

Figuren viser grafen for funktionen f givet ved (2)
flx)=4-x".

a) Bestem arealet af det farvede omrade
pa figuren.
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3.D1.20 (2022-08, 8)

(2) )
I f
P(k, f (k)
M,
0(0,0 :
M| » (1) el » (1)
/ 2 / 1 O(k0)
Figur 1 Figur 2

En funktion fer givet ved f(x) = x’ . Grafen for fafgrenser sammen med forsteaksen i

intervallet 0 < x <2 et omrade M,. se figur 1.
B a) Bestem arealet af omradet M,.

Figur 2 viser grafen for fog en trekant OPQ. Koordinaterne for punkterne O. P og QO
fremgar af figuren.
Grafen for fafgrenser sammen med forsteaksen i intervallet 0 < x <k et omrade M.

b) Geor rede for, at arealet af omradet M, er halvt sa stort som arealet af trekant OPQ.
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Delpragve 2:

3.D2.1 (2018-06 — Vejledende 1)
En funktion fer givet ved

—lS = =l

®

N—x2 +52x + 36, 0<x<44.

f(r}Z{

I en model danner grafen for fen kurve. der har samme form som hver af de 47 lameller.
der udger lampen pa billedet nedenfor. Alle mal er 1 cm.

B a) Tegn grafen for f.
b) Bestem lengden af den krumme del af én af de 47 lameller.
3.D2.2 (2021-08, 12)
En funktion f er givet ved
f(x)=¢"—2x+5.

B a) Bestem den stamfunktion til . hvis graf gar gennem punktet P(0.10).
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3.D2.3 (2018-06, 19 — Vejledende 1)

En funktion f er givet ved ( ﬁ)
1

fx)=—.
X

Et kvadrat med siden 5 er indlagt 1 et \ !
koordinatsystem (se figur). Kvadratet

deles 1 to punktmangder af grafen for 1. \
Den skraverede punktmeangde kaldes M \
(se figur). \

a) Bestem munfanget af det M \

omdrejningslegeme. der fremkommer. | » (1)
nar M drejes 360 ° om forsteaksen. 5

3.D2.4 (2018-08, 13 — Vejledende 2)

En funktion fer bestemt ved
4 2
S(x)=25-x"——, x>0.
X

Ma) Bestem en forskrift for den stamfunktion til £ hvis graf gar gennem punktet P(1.8).

3.D2.5 (2019-05, 10)

En funktion f er bestemt ved (2)
F f
JSx)=(e"—1)-(4—x).

I forste kvadrant afgranser grafen for / sammen med
forsteaksen en punktmengde M. der har et areal.

» (1)

4|
B a) Bestem rumfanget af det omdrejningslegeme, der fremkommer, nar M drejes 360°

omkring forsteaksen.

B b) Bestem en forskrift for den stamfunktion til £ hvis graf gar gennem punktet P(0,0).
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3.D2.6 (2019-12, 10)

Foto: www.colowrbox.dic
En funktion f er givet ved

f(x)=-0,0034x" +0,077x* —0,3x + 2,46.

Grafen for fafgrenser sammen med koordinatsystemets akser og linjen med ligningen
x=14,5 en punktmengde M. der har et areal.

B a) Tegn grafen for /. og bestem arealet af M.

I en model af et drikkeglas har det indre af glasset form som det omdrejningslegeme. der
fremkommer. nar M drejes 360° omkring fersteaksen. Enheden pa akserne er cm.

B b) Bestem rumfanget af vasken 1 glasset. nar glasset er fyldt til randen.

3.D2.7 (2020-05, 11)
En funktion f er givet ved

fx)=e"".
B a) Bestem f'(x).

b) Bestem kurvelengden af grafen for /1 intervallet 1< x < 3.
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3.D2.8 (2020-06, 7)
En funktion f er givet ved {i)
f(x)=3—x—In(4—x), x<4.

Grafen for fafgreenser sammen med
koordinatsystemets akser 1 forste kvadrant en

punktmangde M. der har et areal. \j
M
; » (1)

B a) Bestem arealet af M. 3

B b) Bestem rumfanget af det omdrejningslegeme. der fremkommer. nar M drejes 360° om
koordinatsystemets forsteakse.

3.D2.9 (2020-12, 10)
En funktion f er givet ved
f(x)=In(x)—3x* +10, x>0.

B a) Bestem den stamfunktion til £ hvis graf gar gennem punktet P(1,20).

3.D2.10 (2022-05, 11)

En funktion fer givet ved
f(x)=3x—-2—x+2.

m a) Bestem funktionens nulpunkter.
Sammen med forsteaksen afgraenser grafen for fet omrade M 1 forste kvadrant.

b) Bestem rumfanget af det omdrejningslegeme. der fremkommer. nar M drejes
360° om forsteaksen.

3.D2.11 (2022-05, 11)

Den hastighed. som vandstanden 1 verdenshavene stiger med. kan beskrives ved modellen
f(t)=0,084-7+2,

hvor f(¢) er hastigheden (malt 1 mm/ar). og 7 er antal ar efter 1991.

B a) Hvilken hastighed stiger vandstanden med 1 2022 ifelge modellen?

b) Bestem j " f(t)dt . og forklar betydningen af dette tal.
0
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3.D2.12 (2021-05, 11)
En funktion f er bestemt ved
f(x)=0,126-(45—x"*)-x"°, 0<x<23.

» (2)

Grafen for /. koordinatsystemets forsteakse og
linjen med ligningen x = 23 afgranser et
omrade M. der har et areal.

I en model kan formen af en varmluftsballon
beskrives ved det omdrejningslegeme. der
fremkommer. nar M roteres 360° omkring
forsteaksen 1 et koordinatsystem med enheden
meter pa begge akser.

a) Benyt modellen til at bestemme volumen af
ballonen.

b) Benyt modellen til at bestemme bredden b af
ballonen (se figuren).

(D

o

3.D2.13 (2020-08, 9)

Pa figuren ses grafen for en funktion f. der (2)
er givet ved 4

7 (x)=1In(x* +3).
Grafen for fafgreenser sammen med

forsteaksen og linjerne x=—5 og x=35
en punktmangde M. der har et areal. ' — (1)

B a) Bestem arealet af M.

b) Bestem kurvel@ngden for grafen for /1 intervallet —5 < x <5.
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3.D2.14 (2021-12, 11)

(2) (2)
A A
f f
M
x=k
Figur 1 Figur 2

Figur 1 viser grafen for funktionen f givet ved
. - 1 3
flx)= Zx—Ex .

Grafen for fafgraenser sammen med forsteaksen 1 forste kvadrant et omrade M.

B a) Bestem arealet af M.
Pa figur 2 er omradet delt 1 to dele af en lodret linje med ligning x =% . hvor 0 <k <2.

b) Bestem tallet /. sa de to dele af omradet far samme areal.

3.D2.15 (2022-06, 15)

En funktion fer givet ved
f(x)=4x"—x".
B a) Bestem nulpunkterne for f.
Sammen med forsteaksen afgreenser grafen for f'et omrade M, 1 forste kvadrant.
b) Bestem arealet af M, .
En anden funktion g er givet ved
g(x)=k-x*—x' . hvor ker et positivt tal.
Sammen med forsteaksen afgreenser grafen for g et omrade M, 1 forste kvadrant.

c) Bestem tallet . sa M, far arealet 44.
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3.D2.16 (2022-07, 10)

En funktion fer givet ved
M a) Bestem minimum for fved brug af f'(x).

Grafen for f afgreenser sammen med koordinatsystemets forsteakse og
linjerne x = -2 og x = 3 et omrade M.
Nar M drejes 360° omkring forsteaksen. fremkommer der et omdrejningslegeme.

B b) Bestem rumfanget af omdrejningslegemet.

¢) Bestem kurvelengden af grafen for /1 intervallet —2 < x < 3.

35



4. Differentialligninger

Delprave 1:

4.D1.1 (2018-06, 4 — Vejledende 1)
I en model kan udviklingen af tremassen 1 en bestemt skov beskrives ved en funktion M.

hvor M(r) betegner treemassen (malt 1 kg) til tidspunktet 7 (malt 1 ar). I modellen er

vaeksthastigheden 1 tremassen proportional med treemassen. Det oplyses, at
proportionalitetskonstanten er 1.04.

B a) Opskrv en differentialligning. som M ma opfylde.

4.D1.2 (2018-06, S — Vejledende 1)

Pa figuren ses haldningsfeltet horende til en differentialligning.

(‘2)

W a) Skitsér den lesningskurve, der gar gennem punktet P(—2.4).

Vedlagte bilag kan indga 1 besvarelsen.
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4.D1.3 (2018-06, 7 — Vejledende 1)

En funktion 1 er en lesning til differentialligningen

D_Y 3eq.
dx x

Grafen for f gar gennem punktet P(2.6).

B a) Bestem en ligning for tangenten til grafen for /1 P.

4.D1.4 (2018-08, 4 — Vejledende 2)

En funktion f er bestemt ved
f(x)=2-¢"—x" —2x.
B a) Undersog. om f er en losning til differentialligningen

y=x'+y-2.

4.D1.5 (2018-08, 8 — Vejledende 2)

Fato: www.colourbox.com

I en model kan antallet af skarvkolonier 1 Danmark 1 perioden 1982-2008 beskrives ved en
funktion S af tiden ¢ (malt 1 ar efter 1982). Den hastighed. hvormed antallet af skarv-
kolonier vokser til tidspunktet £, er proportional med produktet af antallet af

skarvkolonier til tidspunktet 7 og forskellen mellem 67 og antallet af skarvkolonier til
tidspunktet 7.
Det oplyses. at proportionalitetskonstanten er &£ = 0.0029.

B a) Opskriv en differentialligning. som S ma opfylde.
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4.D1.6 (2019-05, 4)

En funktion f er losning til differentialligningen

Do,

og grafen for f gar gennem punktet P(2,5).

B a) Bestem en ligning for tangenten til grafen for /1 punktet P.

4.D1.7 (2019-05, 9)

I en model kan temperaturudviklingen i et vandbad under afkeling beskrives ved en funktion 7.
hvor f(t) betegner vandbadets temperatur (malt 1 °C ) til tidspunktet 7 (malt 1 minutter).

I modellen er vaksthastigheden for vandbadets temperatur proportional med forskellen mellem
omgivelsernes temperatur og vandbadets temperatur.

Det oplyses. at omgivelsernes temperatur er 22°C. og at proportionalitetskonstanten er 0,01s™"

a) Bestem vaksthastigheden for vandbadets temperatur, nar vandbadets temperatur er 50°C.
b) Opskriv en differentialligning. som f ma vare en losning til.
4.D1.8 (2019-08, 7)
En funktion f er lesning til differentialligningen
y' =0,5y.
Grafen for f gar gennem punktet P(0.6).

B a) Bestem linjeelementet 1 P. og gor rede for hvad dette forteeller om grafens forleb.

b) Bestem en forskrift for f.
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En funktion f er en lesning til differentialligningen

&y xy+2
dx x

Grafen for f gar gennem punktet P(5,2).

B a) Bestem en ligning for tangenten til grafen for /1 P.

En funktion f er losning til differentialligningen
V'=2y-8-y).
Grafen for f gar gennem punktet P(0,2).
B a) Bestem en ligning for tangenten til grafen for /1 punktet P.

b) Bestem en forskrift for f.

En funktion fer losning til differentialligningen

Det oplyses. at grafen for f gar gennem punktet (0.8).
a) Bestem f7(0).

b) Bestem en forskrift for f.



En funktion fer losning til differentialligningen
Y '= 0,1- Y
og grafen for f gar genmem punktet P(0.6).

B a) Bestem linjeelementet 1 P.

b) Bestem en forskrift for 1.

En funktion f er bestemt ved
S =e"+x"
B a) Undersog. om f er en lesning til differentialligningen

V=2 (y+x—x).

Figuren viser et haldningsfelt for en ‘}:
NP T T 2 P S U N N AT RN e NN K KX
differentialligning pa formen y' =k-y. et RERl € i R R
NG GINESRTN N N N RN NG N X N
g e L tled S DN 4 ¢
unktionern 1 NENNNNY N GNNREN NN NN NN
Funktionerne f. g og / er givet ved S N R R N R R
L e T R N e Y
N R S T N
=03 o Wt SR U, W e T TG, U b SHEL, N, W, O R, R T S T e
e T T
()_4 =03x B e i
gx_ e HHHHHHHI_HHH&HHHH“&H&H
A 03k catige e Rl DRSS St e T
Blxy=4dex3: = 0z E=Tasmcima e e M A T -
B Sl e o R R R s e

a) Argumentér for. hvilken af funktionerne /. g og /. der ikke kan vare en lesning til
differentialligningen.

Benyt eventuelt det vedlagte bilag



En funktion fer losning t1l differentialligningen

x-y+5.

V=

Det oplyses. at grafen for f gar gennem punktet P(1. 10).

for tangenten t1l grafen for /1 punktet P.

gning

ma) Bestemenl

Pa figuren ses et heldningsfelt horende til differentialligningen
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En funktion f er losning til differentialligningen

y’=x'y=

og grafen for f gar gennem punktet P(2.7).

B a) Bestem en ligning for tangenten til grafen for f 1 punktet P.
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4.D1.18 (2021-08, 8)

-“'l

Figuren viser et heeldningsfelt for en St e e e e e
differentialligning. RN I e T R AT T S
Det oplyses. at funktionen fer en lesning til B o Rl ol s M ot i b s
differentialligningen. samt at f(0) = 4. s e e e e R
B Vi, T o S T W U S, 8 R KR N WG, i i, Ul S, ¢

R R R

= & " LY
a) Benyt vedlagte bilag til at tegne grafen S R L e M R
g = S o SR Bl AR S s ) 8
for f. AR AR R Y

LR o 4 ] SRR AN TR R

T \'\. .". \'\ Y \-\ h "'\. ! .'\. NN .\. % .\-. \\. N

4.D1.19 (2021-12, 8)
En differentialligning er givet ved
y'=20—4-y.
B a) Bestem linjeelementet for differentialligningen 1 punktet £, (x,, y,) = (0, 3).

b) Bestem en forskrift for den lesning ftil differentialligningen. hvis graf gar gennem
punktet F,.

4.D1.20 (2022-05, 6)

Pa figuren ses heldningsfeltet (2)
herende til differentialligningen -~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ %+« « o o v L
A R T T S TR T A S S S U U VR U R R S ¢
SRR o - -

L Jeak bl ke bk g b
i & s o e p————— L

Grafen for en lesning f'til R R or 3
differentialligningen gar ialls el “sb v ekdp
gennem punktet P(1,-2). AEFILNEFINWM I RIS
4 {’ f’ H) H) r" .{' / (f "J rd r s f’ s {‘
e ;" .f‘l /! .I‘J. .I‘-r .4" r" r'r I"’ .’J _.f. _r; £ ."J 1"- -"l
W a) Skitsér grafen for fpa Lol U 2L A LA AL P LA
. = d f .u". ! ! ! / ."’. ."J f f _"'l !
bilaget. BRI EEE RN / % 5

b) Bestem en forskrift for f. :-:
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4.D1.21 (2022-06, 9)

I en model kan antallet af en bestemt type bakterier 1 en
madrest beskrives ved en funktion B af tiden 7.

Den hastighed. hvormed antallet af bakterier vokser til
tidspunktet 7 (malt 1 minutter). er proportional med antallet
B(t)af bakterier (malt i mio.).

Proportionalitetsfaktoren er £ =0,035 .

a) Opskriv en differentialligning. som B ma opfylde.

Billedkilde: Colourbox

4.D1.22 (2022-07, 5)

Der er givet differentialligningen
dy
—=2x+ .
e y

B a) Bestem linjeelementet 1 punktet P(0, 1).
b) Gor rede for. at funktionen f med forskriften
f(x)=3-e"=2-(x+1)

er en losning til differentialligningen.

4.D1.23 (2022-08, 4)

En funktion fer bestemt ved
f(x)=x"-In(x).

a) Underseg. om fer en losning til differentialligningen

y=32x
X

4.D1.24 (2022-08, 7)

En funktion fer lesning til differentialligningen
¥'=0,01-y-(20- y).
Grafen for f gar gennem punktet P(0.10).

B a) Bestem linjeelementet 1 P.
b) Bestem en forskrift for f.
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Delprave 2:

4.D2.1 (2018-06, 15 — Vejledende 1)

Grrafik: wwweoolowrbox dk

I et akvarium kan temperaturen under opvarmning som funktion af tiden beskrives ved
differentialligningsmodellen

d—T:1.54—{].259-(T—22).
dax

hvor T(x) betegner temperaturen (malt 1 °C) 1 akvariet til tidspunktet x (malt 1 timer efter

pabegyndt opvarmning). Det oplyses, at temperaturen 1 akvariet er 22°C, nar
opvarmningen starter.

B a) Bestem temperaturens vaksthastighed. nar temperaturen 1 akvariet er 26°C.
Akvariets ejer har kobt en sart akvariefisk, der ikke taler temperaturer under 27°C.

b) Benyt modellen til at bestemme. hvor lang tid der gar. fra opvarmningen er pabegyndt,
til det er sikkert at slippe fisken ned 1 akvariet.

4.D2.2 (2018-08, 17 — Vejledende 2)

En bestemt beholder, der er fyldt med vaske. har en aftapningshane 1 bunden. I en model
kan vaskehojden 1 beholderen beskrives ved

3
s z
dt

hvor A(#) betegner vaeskehojden (malt 1 cm) til tidspunktet 7 (malt 1 sekunder efter abning
af hanen). Til tidspunktet 7 =0 er vaeskehejden 30 cm.

B a) Bestem en forskrift for A.
b) Tegn et haeldningsfelt sammen med grafen for den fundne losning.

¢) Bestem det tidspunkt. hvor beholderen er tom.
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4.D2.3 (2019-05, 15)

Nedenstaende tabel viser sammenherende verdier af befolkningstallet og befolknings-
tilvaeksten 1 Indien 1 en periode fra 1960 og frem.

BEf"(“m“mio )gsml 449 | 498 | 554 | 621 | 697 | 782 | 870 | 960 | 1053 | 1144 | 1231 | 1309
Befollkningstilveekst | ¢ | g¢ | 115 | 134|152 | 17 | 176 | 180 | 186 | 182 | 174 | 156
(mio. pr. ar)

(Tabellen findes ogsa i bilaget “Indiens _befollningstal xisx™)

I en model kan sammenhangen beskrives ved en differentialligning af typen
! 2
y=a-y +b-y+ec,

hvor v og 3’ betegner henholdsvis befolkningstallet (malt i mio.) og befolknings-
tilveeksten (malt 1 mio. pr. ar) til tidspunktet 7 (malt 1 ar efter 1960).

a) Benyt tabellens data til at bestemme a. b og c.
Det oplyses, at befolkningstallet 1 Indien 1 1960 var 449 mio.

b) Tegn et heldningsfelt for differentialligningen sammen med lesningskurven for
udviklingen 1 Indiens befolkningstal efter 1960.

¢) Benyt modellen til at bestemune det maksimale befolkningstal 1 Indien efter 1960.

4.D2.4 (2020-12, 12)
En funktion f er lesning til differentialligningen
y'=8-2y,
og grafen for f gar gennem punktet P(0,2).

Ba) Bestem en ligning for tangenten til grafen for f'1 punktet P.
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4.D2.5 (2019-08, 14)

Foto: www.colourbox dk

I et omrade lever en bestand af rensdyr. I en model kan udviklingen 1 antallet af rensdyr 1
bestanden beskrives ved en lesning til differentialligningen

a5 (1
2 =023y |1-——— |—s-7y,
dt d 1073 i

hvor v betegner antallet af rensdyr 1 bestanden (malt 1 tusinde) til tidspunktet f (malt 1 ar).
og 5 betegner andelen af rensdyr. der bliver skudt om aret.

B a) Tegn et haldningsfelt nar s =0,01 i vinduet [0;10]x0;1200].
Det oplyses. at bestanden af rensdyr er 900 tusinde til tidspunktet 1 =0.
B b) Bestem en losning til differentialligningen nar s =0,01.

Man ensker. at bestanden af rensdyr 1 omradet holdes konstant pa 900 tusinde.

¢) Benyt modellen til at bestemme antallet af rensdyr. der skal skydes om aret.

4.D2.6 (2021-06, 9)

En funktion fer lesning til differentialligningen

5y,
dx y
og grafen for f gar gennem punktet P(1.3).

B a) Bestem en forskrift for f.
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4.D2.7 (2019-12, 12)

Foto: www.colourbox dic

I en model kan udviklingen af antallet af bjerne 1 et bestemt habitat beskrives ved
differentialligningen

N'=-0,00001-N°+0,0051-N* —0,05- N,
hvor N(#) betegner antallet af bjerne til tidspunktet 7 (malt 1 ar).

B a) Tegn et heldningsfelt for differentialligningen sammen med lesningskurven gennem
punktet (0.100).

B b) Benyt modellen til at bestemme vaksthastigheden for antallet af bjerne. nar der er
100 bjerne 1 habitatet.

¢) Bestem henholdsvis det mindste og det storste antal bjerne. der kan vare 1 habitatet. sa
antallet af bjerne ifolge modellen er voksende.

4.D2.8 (2020-05, 15)

I et tomt tragtformet kar pabegyndes en lobende tilforing af en flygtig vaeske. Vasken
fordamper lebende fra overfladen. I en model kan udviklingen 1 veeskemangden 1 karret
beskrives ved en funktion V. der er losning til differentialligningen

Y _o,1-0,016-7%,
d

hvor V(1) betegner vaeskemangden 1 karret (malt 1 L) til tidspunktet 7 (malt 1 timer efter
patvldningen begyndte).

B a) Bestem den hastighed, hvormed vaskemangden 1 karret @ndres, nar veskemangden 1
karret er 10 L.

b) Bestem den ovre graeense for veskemangden 1 karret.
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4.D2.9 (2020-06, 9)

Foto: Fregpikcom

I en model kan udviklingen 1 verdens samlede kapacitet til produktion af vedvarende
energi 1 perioden 2001 — 2018 beskrives ved en funktion K. der er losning til
differentialligningen
K'=0,00106-K-(222,9—K),
hvor K () betegner kapaciteten (malt 1 GW) til tidspunktet # (malt 1 antal ar efter 2001).
Det oplyses. at verdens samlede kapacitet af vedvarende energi 1 2001 var 18 GW.
B a) Bestem en forskrift for K.

b) Giv en fortolkning af tallet 222.9 1 modellen.

c) Benyt modellen til at bestemme det tidspunkt 7. hvor kapaciteten vokser hurtigst.

Kilde: The International Energy Agency (IEA4).

4.D2.10 (2021-05, 11)
En differentialligning er givet ved
yi=y4al
B a) Tegn et heldningsfelt for differentialligningen.

Det oplyses. at funktionen fer lesning til differentialligningen, og at grafen for f gar
gennem punktet P(0.—1).

B b) Bestem en forskrift for f.
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4.D2.11 (2020-08, 10)
En funktion fer losning til differentialligningen

dy
—=1-0,045-y,
dt 4

og grafen for f gar genmem punktet P(0.100).

B a) Bestem en forskrift for f.

I en model kan udviklingen i temperaturen af en portion
suppe beskrives ved ovenstaende differentialligning. hvor
v betegner suppens temperatur (malt 1 °C) til tidspunktet ¢
(malt 1 minutter).

B b) Bestem vaksthastigheden for suppens temperatur. nar
suppens temperatur er 50°C.

4.D2.12 (2021-08, 14)
En funktion f er losning til differentialligningen
V' =y+x—x'.
Det oplyses. at grafen for f gar gennem P(1.3).

B a) Bestem en forskrift for /.

4.D2.13 (2021-08, 14)
Befolkningsudviklingen 1 Taiwan 1 perioden 1996-2019 kan 1 en model beskrives ved
differentialligningen

d£ =0,003641- P-(23,95- P),
t

hvor P(r) er antallet af indbvggere 1 Tatwan (malt 1 millioner). og 7 er antal ar efter 1996.
I 1996 var der 21.53 millioner indbyggere 1 Taiwan.

B a) Bestem en forskrift for P.

b) Bestem P’(23). og forklar betydningen af dette tal.
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4.D2.14 (2021-12, 10)

Billedkilde: Miljostyrelsen
En fiskeribiolog underseger udviklingen i antallet af fisk 1 et stort bassin.
Udviklingen kan beskrives ved differentialligningen

y'=0,5-y-(1-0,0002- y)—0,06- y,

hvor y er antallet af fisk 1 bassinet 7 ar efter undersegelsens start.
Ved undersogelsens start er der 3500 fisk 1 bassinet.

B a) Med hvilken hastighed vokser antallet af fisk 1 bassinet ved undersegelsens start?

b) Bestem antallet af fisk 1 bassinet efter 5 ar.

4.D2.15 (2022-08, 13)

Nar en bestemt type brusetablet bliver oplest 1 vand,
kan rumfanget W(t) af tabletten (malt i cm3 ) 1 en model

beskrives ved differentialligningen

d_V:_u.V?’
dt

hvor 7 er tiden (malt 1 minutter). efter at tabletten er
lagt ned i vandet. Det oplyses, at V' (0)=0,44 .

Billedkilde: Colourbox

B a) Bestem en forskrift for V(t)

En anden brusetablet er lidt sterre. Udviklingen 1 rumfanget af den store tablet, nar den
er blevet lagt ned 1 vandet, kan beskrives ved samme model som ovenfor.
Den store tablet er oplest efter 2.3 minutter.

b) Bestem rmumfanget af den store tablet. inden den blev lagt ned i1 vandet.
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4.D2.16 (2022-06, 10)

Der er givet differentialligningen

dy ¥

——=x—=.

dx X
B a) Tegn et heldningstelt for differentialligningen.

En funktion fer losning til differentialligningen.
Grafen for f gar gennem punktet P(2.3).

B b) Bestem f'(2).

4.D2.17 (2022-07, 12)

Den samlede biomasse af en population af

helleflyndere 1 et omrade af Stillehavet kan
beskrives ved modellen

Y _on(1--2-1.,
dx 80,5

Billedkilde: Wikipedia

hvor y= f(x) er populationens samlede biomasse (malt 1 mio. kg).
og x er tiden (malt 1 ar).
Til tidspunktet x =0 er den samlede biomasse 20.1 mio. kg.

a) Med hvilken hastighed vokser den samlede biomasse til tidspunktet x =07

B b) Bestem et udtryk for den samlede biomasse f(x).

¢) Til hvilket tidspunkt nar den samlede biomasse op pa 75 mio. kg?
4.D2.18 (2022-06, 13)

I en model kan vaegten af en hund af racen Basset
Hound beskrives ved differentialligningen

»'=0,0069-y-(26,6—y) .
hvor y = f(x) er hundens vagt 1 kg x uger efter

fodslen.
Hundens vagt 6 uger efter fodslen er 1.3 kg.

B a) Bestem en forskrift for f(x). [T LSS

b) Hvor gammel er hunden ifelge modellen.

: . Billedkilde: hundeo.com
nar dens vagt vokser hurtigst?

51



5. Vektorfunktioner

Delprave 1:

5.D1.1 (2018-06, 1 — Vejledende 1)

I et koordinatsystem bevager et punkt P sig saledes. (2)

- " — . . k
at til tidspunktet 7 er stedvektoren (7) til P er givet 1
ved

(17 +1—2] r
F(r)zl | J —4<r=<4
r (1)
] > (1)
B a) Bestem hastighedsvektoren til tidspunktet 1 =2.

5.D1.2 (2018-08, 7 — Vejledende 2)

I et koordinatsystem bevager et punkt P sig saledes. at stedvektoren til P til tidspunktet 7
er givet ved

3

2

L —y

F{r):[ ] teR.

B a) Bestem hastighedsvektoren til tidspunktet 1 = 0.
Linjen / er bestemt ved ligningen
[: x—y=2.

b) Bestem de to tidspunkter. hvor hastighedsvektoren er parallel med /.
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I et koordinatsystem er en vektorfunktion » givet ved

2r+1
-1/

-

B a) Bestem r(1).

b) Underseg. om punktet O(7,8) ligger pa banekurven for 7.

En vektorfunktion 7 er givet ved forskriften

Lo P-4
r(r)—{t_a].

B a) Bestem koordinatsattet til hvert af skeringspunkterne mellem koordinatsystemets
akser og parameterkurven for 7.

En vektorfunktion 7 er givet ved (ﬁ)

~y

IZ
F(t) = )
"0 [,3_4,] LN

Pa parameterkurven for » er punktet P et dobbeltpunkt herende
til 7-verdierne 1 =2 og t =1t,.

B a) Bestem koordinatsattet til punktet P.

b) Bestem ¢,.



En vektorfunktion 5 er givet ved 2)
F 3

0,51

, 1ER.
2:146

s(1) =[

M a) Bestem 5(1).

CN

» (1)
b) Undersog, om parameterkurven for § gar igennem
punktet P(2,10).

En vektorfunktion § er bestemt ved

=] +[6'cosm 0<r<2
R eesing T T =T

Parameterkurven for § er en cirkel.

B a) Bestem centrum og radmus for cirklen.

B b) Bestem 5(0).

¢) Bestem 5'(¢).

En vektorfunktion 5 er givet ved (2)

i/
£ —7t+10
E’(r):[ + ] teR.

2t

B a) Bestem /(7). \'-"(1)

Det oplyses. at parameterkurven for § skerer andenaksen
1 punkterne P og Q.

b) Bestem koordinatsettet til hvert af punkterne P og Q.



En vektorfunktion 5 er bestemt ved

5+ 5-cos(t)

) , 0<r<2m.
7+ 5-sin(r)

E(f):[

Parameterkurven for 5 er en cirkel.
B a) Bestem centrum og radius for cirklen.
Linjen / er tangent til cirklen 1 punktet P(8,11).

b) Bestem en ligning for /.

En vektorfunktion s er givet ved

2t+1
1t —4¢

S = [

B a) Bestem F(1).

B b) Bestem s'(1).

En vektorfunktion 7 er givet ved

423

F(t)=
@ t+1

a) Bestem koordmatsettet til hvert af skeringspunkterne mellem parameterkurven for r
og andenaksen.
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En vektorfunktion 5§ er bestemt ved

<r<2m

S0 = [ 547 co.s(t) },
—1+47-sin(t)
B a) Bestem 5(0).

Det oplyses, at parameterkurven for § er en cirkel.

b) Bestem en ligning for cirklen.

En parameterkurve er givet ved stedfunktionen
- x(t 4. 005(;)
s(r)={ ()} L. 0si=2m,
»(®)) | 4-(sin())
B a) Tegn parameterkurven for 5(¢).

B b) Bestem hastighedsfunktionen 5'(¢).

En vektorfunktion § er givet ved
_ t* -9
sif) = .
© [r+6}
B a) Bestem s(—1).

b) Bestem en ligning for tangenten til banekurven for § i punktet P, svarende til
parametervaerdien #, =—1.



En vektorfunktion 5 er givet ved

t* —1

B a) Bestem hastighedsfunktionen v(z).

b) For hvilke parametervardier 1 har banekurven en vandret tangent?

Pa figuren ses banekurven for vektor-
funktionen 7 givet ved

|

r0=| |

, , —4<1<4.
—t -4t
3

m a) Bestem hastighedsvektoren v(¢) .

b) Bestem koordinatszttet til det punkt,
hvor banekurven har lodret tangent.
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Delprave 2:

5.D2.1 (2018-06, 16 — Vejledende 1)

En vektorfunktion 7 er givet ved (2)
F
3
= =12t
rif)=| , g €
e

Pa banekurven for 7 er punktet O et /Q/
dobbeltpunkt herende til -vardierne
f==20p {=1,. /

» (1)

B a) Bestem koordinatsattet til punktet Q. R
og bestem 1.

b) Bestem den spidse vinkel mellem banekurvens to tangenter 1 punktet Q.

5.D2.2 (2018-08, 15 - Vejledende 2)

I et koordinatsystem bevager et punkt P sig saledes. at til tidspunktet 7 er stedvektoren 7
til P givet ved

f2
F(r}:[j ] —2<r<2.
' —t

Punktet P passerer punktet O(1.0) til tidspunkterne ¢, og 7,.
a) Bestem 7, og r,.

Mellem de to tidspunkter 7, og 7, afsnerer banekurven 1 1. og 4. kvadrant en punktmangde
M. der har et areal T. Det oplyses. at

T—1 ﬁ PR (1) d

b) Bestem arealet T af punktmangden M.
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5.D2.3 (2019-05, 13)

I et koordinatsystem er tre punkter 4. B og C bestemt ved stedvektorerne

— (2] = (18
OA=|"|, OB=
B o5l

— (13
og OC :[ }
1
Vektorfunktionen 7 er bestemt ved
F(0)=(1—1)- 04 +2-(1—1)-1-OB +*-0OC.
B a) Gor rede for. at koordinatfunktionerne x(r) og y(¢) til #(r) er givet ved

x(t)=—21-¢" 432142

Y(t)=—17- +16-1t +2.
b) Underseg. om #/(0) er parallel med AB.
Bezier-kurver anvendes blandt andet 1 computergrafik til =~
at frembringe skalerbare glatte kurver. Den kvadratiske _
Bezier-kurve med 4 og C som endepunkter er den del af e

banekurven for 7. der svarertil 0 <r<1.

Det oplyses. at bueleengden af en banekurve 1 intervallet

a <t < b kan bestemmes ved

fq/xf(:)z ) dr.

¢) Bestem lengden af den kvadratiske Bezier-kurve fra A til C.
5.D2.4 (2021-12, 13)

Logoet for TV-stationen Australian Broadcasting Corporation har form som
parameterkurven for vektorfunktionen 7 givet ved

. cos()
(1) :{Sin(fi:)]’ 0<t<2m

B a) Tegn parameterkurven for » .

b) Bestem koordinatsettet til hvert af parameterkurvens skermgspunkter med
andenaksen.

s5n

. T
Parameterkurven for # har et dobbeltpunkt for ,!:E og = 3

¢) Bestem vinklen mellem hastighedsvektorerne 1 dette dobbeltpunkt.
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5.D2.5 (2019-08, 13)

En jeger skyder med bue og pil efter en flyvende gas. I en model 1 et koordinatsystem med
enheden meter pa begge akser kan pilespidsens og gasens bevagelser beskrives ved

iy 65-1
OP(1) = ,
—4,91-¢+" +37.5-t+1,8
__ = 141—29-¢
oG(1)= .
46

hvor ED(!) 0g O_G(I} betegner stedvektorerne til pilespidsens henholdsvis gasens
position til tidspunktet 7 (malt 1 sekunder efter skuddet).

B a) Tegn banekurverne for pilespidsens og gasens bevagelser 1 samme koordinatsystem.
B b) Benyt modellen til at bestemme pilespidsens fart til tidspunktet ¢ = 1.

c) Benyt modellen til at afgore, om pilespidsen rammer gasen.

5.D2.6 (2020-05, 14)
En vektorfunktion § er givet ved

4

s()=
4t — 4t

}, —3<r<3.

Det oplyses. at parameterkurven for 5 har et dobbeltpunkt P pa andenaksen.
a) Bestem de to parametervaerdier herende til P.

b) Bestem koordinatsettet til hvert af de to punkter pa parameterkurven. hvor tangenten
til parameterkurven er vandret.
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5.D2.7 (2019-12, 14)

[
Ld

d (1)

Grafik: www.mazda.com

Figuren viser et lodret snit af en Wankelmotor. I en model har randen af det indre af
forbraendingskammeret form som parameterkurven for vektorfunktionen 5 givet ved

7 1
-cos(£)+5-cos[3 )
, 0=<r<o6n.

1
sin(r) + £ -sin(17)

bk |

§(1) =

rql—

Det oplyses. at parameterkurven er symmetrisk omkring begge akser. og at
parameterkurven beskriver randen af det indre af forbrandingskammeret, netop nar

r-veerdien gennemlober mtervallet [0;6:1]. Enheden pa begge akser er cm.

a) Benyt modellen til at bestemme den storste lodrette afstand J 1 det indre af

forbraendingskammeret.

Leangden L af en parameterkurve i intervallet 'a;b] kan bestemmes ved

L= [J& oy + @y,

hvor x(#) og y(r) angiver koordinatfunktionerne for vektorfunktionen herende til

paraime terkurven.

b) Benyt modellen til at bestemme laengden af randen af det indre af
forbraendingskammeret.
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5.D2.8 (2020-06, 12)

i

Foto: www.colourbox dic

Ved et spark til en fodbold. kan fodboldens bevagelse beskrives ved banekurven for
vektorfunktionen 7 givet ved

Lo |x(0)) _ k-t
r(t)_[y(f)]_[lﬂr—yz}

hvor k er en konstant. 0 <k < 8. Koordinatfunktionerne x(t) og y(t) betegner

henholdsvis fodboldens vandrette og lodrette position (malt 1 meter) til tidspunktet 7 (malt 1
selkunder efter sparket).

a) Bestem fodboldens fart |F’ (I)‘ til tidspunktet # =1, nar k = 2.

b) Bestem det tidspunkt. hvor fodbolden rammer jorden.

Ved et bestemt spark ramumer fodbolden jorden 26 meter fra det sted. hvorfra den blev
sparket til.

c) Bestem i for dette spark.

5.D2.9 (2022-08, 9)

En vektorfunktion s er bestemt ved

3 i
E(t):[( e+2J , -2<t<2 .

& —e'+4
ma) Tegn parameterkurven for s.

Bb) Bestem f-vardien for det punkt, hvor parameterkurven for s skaerer andenaksen.
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5.D2.10 (2020-08, 14)

(ﬁ)

oo

» (1)

En cirkel C er givet ved parameterfremstillingen

=|.|+

2
Det oplyses. at Q(x, y) er et punkt pa cirklen C. og at punktet P har koordinaterne
(—12.0).

x(1)
(1)

S-cos(t)

) , 0<t<2m
5-sin(r)

a) Gor rede for, at afstanden mellem P og O kan beskrives ved funktionen

d(t)=1/173+120 cos(r) + 20 sin(t), 0<r<2m.

b) Bestem koordinatsattet til det punkt O pa citklen C. der har den mindste afstand til
punktet P.

5.D2.11 (2021-08, 15)

En vektorfunktion 5§ er bestemt ved

-2

\ —3<1<3.
" —4r+3

®

5(1)= [

B a) Tegn parameterkurven for s.

Det oplyses. at parameterkurven for 5 har et dobbeltpunkt P svarende til
parametervaerdien ¢ = 2.

b) Bestem den anden parametervardi horende til dobbeltpunktet P.

¢) Bestem den spidse vinkel mellem de to tangenter til parameterkurven for § i P.
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5.D2.12 (2020-12, 13)

Forto: www colourbox dic

En cykel har monteret en refleks pa forhjulet (se billedet). Nar cyklen sattes 1 bevagelse.
kan refleksens position 1 en model beskrives ved banekurven for vektorfunktionen 5 givet
ved

=l

. x(0))  (4,95-1—0,23-sin(15-7) r
S = == 5 ==
0,33—0,23-cos(15-7)

y(0)
hvor x(¢) og y(7) males 1 meter, og f males 1 sekunder. efter cyklen sattes 1 bevagelse.

B a) Tegn banekurven for refleksens position.

b) Benyt modellen til at bestemme refleksens maksimale hejde over jorden.
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5.D2.13 (2021-05, 15)

Grafik: www.colourbox.dk

En krage flyver hen over en sti og taber en ned. I en model kan neddens position 1 et
koordinatsystem med enheden meter pa begge akser beskrives ved

. [x(!]} [ 5t
b} I:r) 2
v(t) 30—-4,91-¢

hvor 5(r) betegner stedvektoren til noddens position over stien til tidspunktet 7 (malt 1

t=>=0

» — b

sekunder).

a) Benyt modellen til at bestemme neddens fart ‘.s_" ’(r}‘ til tidspunktet r =1.

Det oplyses. at lengden af en parameterkurve med koordinatfunktioner x og y samt
parameteren 7 1 intervallet [#,,7,] kan beregnes ved formlen

f JE O + G0 d.

b) Benyt modellen til at bestemme lengden af den banekurve nedden felger. inden den
ramimer stien.
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5.D2.14 (2021-06, 14)

Grafik © colourbox.com

En mus kravler ud af sit musehul og gar en tur langs en lukket rute. I en model kan ruten
beskrives ved parameterkurven for vektorfunktionen 5 givet ved

0<r<4,

El

E({)_[x(f}}_[ 4.t—+t

y(t) £ —9.t* +20-1

hvor (x(7).v(r)) betegner musens position til tidspunktet 7 (malt 1 minutter) 1 et
koordinatsystem med enheden meter pa begge akser. Musehullet er placeret 1 punktet
(0.0).

B a) Tegn musens rute.

b) Bestem |5'(1)|. og giv en fortolkning af dette tal.

¢) Bestem det tidspunkt. hvor musen er lengst vaek fra musehullet.
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6. Funktioner af to variable

Delprave 1:

6.D1.1 (2021-05, 3)
En funktion faf to variable er bestemt ved
f(x,y)=x" +d4x+x-y+ .
B a) Bestem f(2.3).

b) Bestem gradienten for f 1 punktet (2.3. f(2.3)).

6.D1.2 (2021-06, 1)
En funktion f af to variable er givet ved
fxy)=x>y+2y.

B a) Bestem f(2.5).

B b) Bestem de partielle afledede f/(x,y) og f)(x.y).
6.D1.3 (2021-12, 3)

En funktion f af to variable er givet ved

f,y)=3x" +8y" -2y +3.

.
B a) Bestem den partielle afledede f (f(x, ).
cy

6.D1.4 (2022-05, 7)

En funktion f af to variable er givet ved
f(x,0)=x"+y +2x.
Det oplyses. at f har ét stationart punkt.

a) Bestem koordinatsattet til det stationare punkt.

b) Bestem arten af det stationaere punkt.
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En funktion faf to variable er givet ved

flO,y)=x"—y* —11.
B a) Bestem f(5, 2).

En funktion fer givet ved

f,y)=x"+y.
B a) Bestem f(3,-2).

En funktion faf to variable er givet ved
f(x,y)=x"—y" +4x.
B a) Bestem f(3,1).
Det oplyses. at fhar ét stationeert punkt P, .

b) Bestem koordinatsettet til 7, .



Delprave 2:

6.D1.1 (2018-06, 18 — Vejledende 1)

En funktion f af to variable er bestemt ved

flx.y)=x" =3x.y+y°,

Ba) Bestem g 0g ﬁ

dx dy

Det oplyses. at grafen for f har netop to stationare punkter.

b) Bestem arten af hvert af de to stationzre punkter.

6.D2.2 (2018-08, 16 — Vejledende 2)

En funktion f af to variable er bestemt ved
f(x,)=01-x*-0,8-x+0,1- y%.
Ba) Tegn grafen for f.
I en model har lampeskarmen til en bestemt standerlampe form

som en del af grafen for /. I modellen er lampen monteret pa en
stang 1 punktet P(0,0,0). Stangens endeflade 1 monterings-

punktet P er en del af tangentplanen « til graten for 1 P.
b) Bestem en ligning for o .

Den cirkulare ydre kant af lampen kan 1 modellen beskrives
som niveaukurven. der er givet ved f(x,y)=0,9.

¢) Bestem radius i denne cirkel.
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6.D2.3 (2019-05, 14)

Foto: www.colourbox.com

I en model for overskuddet fra produktionen af et bestemt produkt 1 en virksomhed er
overskuddet som funktion af antal arbejdstimer og investering 1 maskiner bestemt ved

f(x,y)=100-x¢. 3y -250.x—-0,1. y,

hvor f(x,y) betegner overskuddet (malt 1 kr.). x betegner antallet af arbejdstimer (malt 1
timer). og v betegner investeringen 1 maskiner (malt 1 kr.).

Ba) Bestem overskuddet fra produktionen. nar der bruges 2000 arbejdstimer. og der
mvesteres 100000 kr. 1 maskiner.

b) Bestem gradienten for f, nar x = 2000 og y =100000. og giv en fortolkning af denne.

6.D2.4 (2022-06, 13)

En funktion faf to variable er givet ved
fle,)=x"+2y" +x+2y+1.
B a) Tegn grafen for f.
Funktionen har minimum i P(x,, y,, f(x,,,))

b) Bestem koordinatsettet til punktet P.
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6.D2.5 (2019-12, 15)

h

En kasseformet honsegard skal indhegnes med tradnet. Honsegarden er placeret langs en
mur. sa en del af muren udger hensegardens ene side. Den del af hensegarden. der skal
indhegnes med tradnet. bestar saledes af bunden. toppen og tre sider.

Bredden af hensegarden betegnes med x. lengden betegnes med v. og hojden betegnes
med /. Det oplyses. at det samlede areal af tradnettet er 48 m”.

a) Gor rede for. at voluminet J” af hensegarden som funktion af x og v er bestemt ved

48 —2xy

V(ix,y)=xy- TR

hvor ¥ (x,y) betegner voluminet af hensegarden (malt i m* ) med bredde x (malt i m)
og leengde v (malt 1 m).

B b) Tegn grafen for V1 grafvinduet [D;ZU:x[U;ZO]x:GﬁS}.
Det oplyses. at P(2,4,32) er et stationzrt punkt for V.
c) Bestem arten af P, og forklar. hvad P og arten af P fortaller om hensegarden.
6.D2.6 (2021-08, 17)

En funktion f af to variable er givet ved

24.x
f(xs}}—m-

a) Bestem koordinatsattet til hvert af de to stationare punkter for funktionen f.

b) Argumentér for. at niveaukurven bestemt ved ligningen f(x, y) = 4 er en cirkel.
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6.D2.7 (2020-05, 13)

Pa billedet 1l venstre ses en bestemt type chips. Pa figuren til hejre er én af disse chips
indlagt 1 et koordinatsystem med enheden cm pa alle akser.

I en model kan chipsens form beskrives som en del af grafen for en funktion f givet ved

2 2

X y
x,y)=l—-—+=—,

F(x) st

hvor f(x,y) angiver chipsens hejde over bordet.
B a) Tegn grafen for fiomradet —3<x<3 og —2<y<2.
Det oplyses. at chipsens form 1 modellen har et saddelpunkt P.

b) Bestem koordinatsettet til punktet P.

6.D2.8 (2020-06, 10)
En fuimktion f af to variable er bestemt ved
flxy)=e" e,
B a) Bestem gradienten for £ nar x=1 og y=0.

Det oplyses. at £ har netop et stationert punkt P.

b) Bestem koordinatsaettet til P.
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6.D2.9 (2020-08, 13)

Farto: www colourbox dic

I en model kan toppen af et bjerg beskrives som
grafen for en funktion f givet ved forskriften

f(x,)=-01-x*—0,1-y* +5,
hvor f(x,y)>0, oghvor alle mal er 1 km.
B a) Bestem f(3,4).
b) Bestem gradienten nar x = 3 og y = 4, og giv en fortolkning af resultatet.

Figuren viser modellen af bjerget med niveaukurven f(x,y)=2,5 indtegnet 1 xy-planen.
En gruppe vandrere gar én gang rundt om bjerget 1 2.5 kilometers hojde.

c) Argumentér for. at niveaukurven f(x,y)=2,5 er en cirkel med radius 5 og bestem.
hvor langt vandrerne gar.

6.D2.10 (2022-07, 14)

En funktion faf to variable er givet ved
flx,y)=x"—8x—y* +2y+19.
a) Tegn gratfen for /1 grafvinduet [—5;10]x[-5;10]x[-5;10].
Grafen for f har et saddelpunkt 1 P(x,, y,, f(x,, )

b) Bestem koordinatsattet til P.

c) Gor rede for, at enhver snitkurve for /1 x-retningen bliver en parabel.
nar y holdes fast.
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6.D2.11 (2020-12, 16)

2t
|| [ ]

¥

En hestefold skal anlaegges 1 forbindelse med en stald og indhegnes med hegn. I hjernet op
mod stalden skal der ikke opsettes hegn. Hestefolden har saledes fire sider. hvor der skal
opsattes hegn. Pa figuren ovenfor ses hestefoldens form samt betegnelser pa hestefoldens
dimensioner.

Det oplyses, at den samlede lengde af hegnet er 360 m.

a) Gor rede for. at arealet 4 af hestefolden udtrykt som funktion af x og v er givet ved
A(x,y) = x> — y* — x-y+360x + 360y — 32400,

hvor A(x,y) betegner arealet af hestefolden (malti m”) med bredde x (malt i m) og
lengde v (malt 1 m).

b) Bestem de veardier for x og v. hvor arealet af hestefolden er storst.

6.D2.12 (2021-05, 14)
En funktion faf to variable er givet ved
foy)=(x—1) +(y—-2) +4.
B a) Tegn grafen for f 1 grafvinduet [0.2]x<[0.4]x[0.10].
Det oplyses. at grafen for f har et stationart punkt 1 P(x,,y,, f (x,,¥,))-

b) Bestem x, og y,.
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6.D2.13 (2021-06, 13)

Nyhavnrejser.di

Pa billedet ses en bygning, som star pa en bro. I en model kan bygningens tag beskrives
ved grafen for funktionen

f(x,¥)=0,88-y-sin(0,63x)+2,2, -7,5<x<7,50g-2,5<y<2,5,
hvor f(x.y) beskriver tagets hejde over broen (malt 1 meter).
I modellen er broen placeret i xyv-planen.
B a) Bestem tagets hejde over broen. nar x=0 og v=0.
B b) Tegn grafen for f.

Mod syd kan afgreensningen af taget beskrives ved snitkurven givet ved g(x)= f(x.2.5).

¢) Benyt snitkurven til at bestemme tagets maksimale hejde over broen mod syd.
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6.D2.14 (2021-12, 15)

Figuren viser en model af en stor lampeskarm 1 et tredimensionalt koordinatsystem med
enheden meter. I modellen kan lampeskarmen beskrives som grafen for funktionen

fe,y)=e™*" . hvor —1<x<1 og —1<y<1.
Punkterne A(1,—1,/(1,—1)) og B(1,1,f(1,1))ligger pa en af lampeskarmens kanter.

B a) Bestem koordinatsettet til hvert af punkterne 4 og B.

Den ene af lampeskarmens kanter svarer til den del af snitkurven. der gar fra
punktet A til punktet B.

b) Bestem leengden af lampeskarmens kant fra punktet 4 til punktet B.
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7. Vektorer og analytisk geometri

Delprave 1:

7.D1.1 (2019-05, 7)

I et koordinatsystem er to punkter givet ved 4(4,3) og B(11,4). Punktet P ligger pa
forsteaksen og har samme afstand til 4 og B.

a) Tegn en model af situationen. og bestem forstekoordinaten til P.

7.D1.2 (2019-12, 9)
En cirkel er givet ved ligningen
x* +y2 +a-x—6-y=0,
hvor a er en konstant.
B a) Bestem a. sa cirklen gar igennem punktet P(2.6).

b) Bestem de to vardier for a. for hvilke cirklen har radius 5.
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8. Sandsynlighedsregning

Delprave 1:

8.D1.1 (2018-06, 6 — Vejledende 1)

En bestemt type korn haldes 1 poser. Vagten af de enkelte poser med korn noteres. Den
stokastiske variabel X angiver den faktiske vagt af korn 1 en pose (malt 1 kg). Det oplyses.
at X er normalfordelt. Pa figuren ses grafen for fordelingsfunktionen F for X.

(2)

b

R

L

0 . = » (D)
0 5

Ba) Bestem E(X). og forklar betydningen af dette tal.

Vedlagte bilag kan indga 1 besvarelsen.

8.D1.2 (2018-08, 10 — Vejledende 2)

En stokastisk variabel X er binomialfordelt. X ~ b(4,1).

a) Vis,at P(X =2)= %.
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8.D1.3 (2018-08, 5 — Vejledende 2)

Nedenstaende figur viser graferne for teethedsfunktionerne herende til tre normalfordelte
stokastiske variable.

| . =i =L (1)
40 50 60

B a) Gorrede for. hvilken af graferne 4. B eller C der herer t1l teethedsfunktionen for den
normalfordelte stokastiske variabel. der har middelvaerdi 52 og spredning 3.

Vedlagte bilag kan indga 1 besvarelsen.

8.D1.4 (2019-08, 2)

Grafic www.colourbox dk

En klasse bestiller maden til et studentergilde hos et cateringfirma. Firmaet annoncerer
med folgende udbud: 3 forretter, 4 hovedretter. 5 desserter. Heraf kan man frit
sammensztte én af folgende to menutyper:

Menu med 2 retter: hovedret og dessert
Menu med 3 retter: forret. hovedret og dessert

Klassen kan ikke blive enige om en menu og vealger derfor at traekke lod blandt de mulige
menuer.

a) Bestem sandsynligheden for. at klassen vealger en 3-retters menu, hvis valget blandt de
forskellige menuer foretages ved lodtraekning.
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8.D1.5 (2019-05, 9)
En binomuialfordelt stokastisk variabel X har middelveardi 0.4 og antalsparameter 4
a) Bestem sandsynlighedsparameteren for X, og bestem P(X = 2).

b) Bestem spredningen for Y.

8.D1.6 (2019-12, 6)

Pa to forskellige fabrikker 4 og B fyldes pasta i poser. For begge fabrikker antages det. at
vaegten (malt 1 gram) af de enkelte poser er normalfordelt. Pa figuren ses graferne for de to
tilherende fordelingsfunktioner.

2

Iy

I » (1)
100

B a) Benyt figuren til at bestemme. hvor meget poserne fra fabrik 4 vejer 1 gennemsnit.
b) Afgor. om det er poserne fra fabrik 4 eller B. der varierer mest 1 vagt.

Benyt vedlagte bilag.

8.D1.7 (2021-08, 9)

Lad f betegne teethedsfunktionen for en normalfordelt stokastisk variabel X

a) Forklar, hvad integralet J " f(x)dx fortaeller om den stokastiske variabel X
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8.D1.8 (2020-06, 2)

Foto: www.colourbox dk

Fodselsvagten for danske piger fodt 12017 er ifolge en model normalfordelt med
middelvaerdi p= 3,38 og spredning o =0,57.

B a) Bestem intervallet for de normale udfald for fedselsvagten for danske piger fodt 1

2017.

Pa figuren ses grafen for fordelingsfunktionen F for fodselsvagten for piger fodt12017.

B b) Benyt bilaget til at bestemme
sandsynligheden for at
fodselsvaegten for en pige er
mindre end 4 kg.

Kilde: www.statistikbanken.dk

4

h
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&

|

= » (1)

Figuren viser grafen for fordelingsfunktionen F for en normalfordelt stokastisk variabel X
B a) Bestem middelveardien for X

Benyt eventuelt det vedlagte bilag.

Fra en bestemt producent af cornflakes kan vagten af pakker med
cornflakes beskrives ved en normalfordelt stokastisk variabel X med
middelvardi ¢ =3500g og spredning o =8g.

B a) Bestem intervallet for de normale udfald for vaegten af pakker
med cornflakes.

b) Bestem sandsynligheden for. at en pakke cornflakes vejer mellem
492 g 0og 508 g.

Lad f betegne tethedsfunktionen for en normalfordelt stokastisk variabel X

a) Forklar. hvad integralet f ’ f(x)dx forteller om den stokastiske variabel X
7

3
Det oplyses. at X har middelvardi 10. og at j;l f(x)dx=0,8.

b) Argumentér for. at Y ikke har spredningen 3.
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8.D1.12 (2021-06, 4)

Foto: www.colourbox.dk

I en model kan vagten af kyllingelar (malt 1 gram) beskrives ved en normalfordelt
stokastisk variabel X med middelvardi =100 og spredning o = 14.

B a) Undersog om et kyllingelar pa 80 gram er et normalt udfald.

Tathedsfunktionen for X betegnes f.

b) Forklar. hvad f o f(x)dx=0,423 forteller om vagten af kyllingelar.
100

8.D1.13 (2021-12, 4)

0.28

0.16

» (1)

24 25 26 27

Figuren viser grafen for taethedsfunktionen f for en normalfordelt stokastisk variabel X
Middelvardien for X er 25. Arealet af hvert af de to farvede omrader er angivet pa
figuren.

B a) Bestem sandsynligheden P(24 < X <25).
b) Bestem sandsynligheden P(X >27).
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8.D1.14 (2022-06, 2)
(2)
F 9

14 . L

0 =T T T T T —» (1)

Figuren viser grafen for fordelingsfunktionen F for en normalfordelt stokastisk
variabel X'

B a) Bestem middelvardien x. Brug bilaget.

B b) Bestem P(10< X <21). Brug bilaget.

8.D1.15 (2022-07, 3)

Figuren viser graferne for tetheds- 2
. ry

funktionerne f, og f, for to normal-

fordelte stokastiske variable X og Y.

B a) Hvilken af de to stokastiske variable
har den storste middelveerdi?
Begrund svaret.
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Delprave 2:

8.D2.1 (2018-06, 14 — Vejledende 1)

Tabellen viser sandsynlighedsfeltet for en stokastisk variabel X, der
angiver en spillers fortjeneste (malt 1 kr.) 1 et bestemt spil.

Det oplyses. at a er et positivt tal.

Fortjeneste (kr.) -10 a a’

Sandsynlighed 0.70 0.20 0.10
Middelvardien for X angiver gennemsnittet for en spillers sl b
fortjeneste.

B a) Bestem gennemsnittet for en spillers fortjeneste. nar a = 5.

b) Bestem de vardier af @, som geor. at en spiller 1 gennemsnit vinder penge pa at spille.

8.D2.2 (2018-08, 12 — Vejledende 2)

P L T
AL

Fato: www eolorbox.com

En fabrik udleder en fosforforbindelse 1 sit spildevand. I en periode underseges fabrikkens
spildevand, og det viser sig. at den dagligt udledte mangde af fosfor-forbindelsen er
normalfordelt med middelverdien 0.53 kg og spredningen 0.20 kg.

Ba) En given dag males en udledning af 1 kg af fosforforbindelsen. Afger. om denne
meaengde er et exceptionelt udfald.

Bb) Bestem sandsynligheden for. at der pa en tilfeldig dag 1 perioden udledes mindre end
0.70 kg af fosforforbindelsen.
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8.D2.3 (2019-05, 11)

Foto: www.colourbax com

Fra en bestemt producent har man udtaget en stikprove pa 200 poser med ekologiske
kartofler. Tabellen viser vaegten af hver af de 200 poser.

Pose 1 Pose 2 Pose 199 Pose 200

Vgt () 1404 1497 - 1505 1523

(Resten af tabellen findes i bilaget "vaegt_af kartofler.xlsx™)

I en model kan vagten af en pose okologiske kartofler fra producenten beskrives ved en
stokastisk variabel Y.

B a) Gor rede for. at X tilneermelsesvis er normalfordelt.
B b) Benyt stikproven til at bestemme middelverdi og spredning af X

¢) Benyt modellen til at bestemme sandsynligheden for. at en pose ekologiske kartofler
fra producenten vejer mindre end 1450 g.

8.D2.4 (2020-12, 11)

En normalfordelt stokastisk variabel X er givet ved X ~ N(3,2).

B a) Tegn grafen for fordelingsfunktionen herende til X

B b) Bestem P(0,5<X <4).

c) Bestem tallet £, s4 P(X <k)=0,6.
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8.D2.5 (2019-08, 12)

Foto: www.colowrbox dic

Et firma producerer kattemad 1 poser. Vagten af poserne med kattemad er normalfordelt
med middelveardien 5 kg og spredningen 0.11 kg.

B a) En bestemt pose med kattemad fra firmaet vejer 4.85 kg. Afgor. om vagten af denne
pose er et normalt udfald.

Firmaet producerer ogsa kattemad 1 storre poser. Firmaet oplyser. at veegten af disse poser
er normalfordelt med middelvardien 10 kg. Desuden oplyses. at 10% af poseme vejer
mindre end 9.8 kg.

b) Bestem spredningen for vaegten af disse poser.

8.D2.6 (2021-08, 13)

En normalfordelt stokastisk variabel X er givet ved X ~ N(5.1).

B a) Tegn grafen for fordelingsfunktionen herende til Y.
b) Bestem tallet k. sa P(X <k)=0,4.

8.D2.7 (2022-06, 11)

Nedenstaende tabel viser vaegten af 200 tilfzeldigt udvalgte attenarige maend fra
Hongkong.

Vegtikg | 513 | 61.9 578 | 580

Alle tabellens 200 veerdier findes i den vedheefiede fil: Hongkong veegt

a) Gor rede for. at mandenes vagt med god tilnermelse kan antages at vare
normalfordelte.

b) Bestem intervallet for de normale udfald 1 denne normalfordeling.

Kilde: SOCR Data
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8.D2.8 (2020-06, 8)

Foto: www.colourbox dic

202 tilfzeldigt udvalgte danske skolebern gennemforer en test. Tabellen viser de opnaede
pointtal.

117 157 e 124 102
(Hele tabellen med alle 202 poinftital findes i bilaget “point_fia_test.xlsx™)

B a) Gor rede for. at bernenes pointtal 1 stikproven tilnaermelsesvis er normalfordelte.

I en model baseret pa stikpreven kan fordelingen af danske skoleborns pointtal ved en
tilsvarende type test beskrives ved en normalfordelt stokastisk variabel X' med middelverdi
1 =151,4 og spredning o = 40,4.

b) Benyt modellen til at bestemme sandsynligheden for. at et tilfaeldigt valgt dansk
skolebarn far mere end 200 point i en test af denne type.

8.D2.9 (2020-08, 11)

En normalfordelt stokastisk variabel X er givet ved X ~ N(6,0.7). Tathedsfunktionen for
X betegnes f.

B a) Tegn grafen forf.
&
b) Bestem f f(x) dx. og forklar. hvad resultatet forteller om X
5

8.D2.10 (2021-05, 9)
En normalfordelt stokastisk variabel X har middelvard: p = 60 og spredning o = 5.

B a) Bestem P(X <70).
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8.D2.11 (2021-12, 14)

Pa et gymnasium malte 41 elever leengden af deres venstre
tommelfinger.

Tabellen herunder viser nogle af resultaterne.

Leangden af venstre 63 | o1 102 12
tommelfinger (mm)

Alle tabellens 41 resultater findes i den vedheeftede fil: Tommelfinger.xisx

B a) Gor rede for. at l&engden af elevernes venstre tommelfinger med god tilnermelse
kan beskrives ved en normalfordelt stokastisk variabel X

Den mindste lengde var 63 mm.

b) Underseg. om denne laengde er et exceptionelt udfald.

8.D2.12 (2022-05, 10)

Pa et gartner1 udvealger man pa tilfeldig made 200 fuldt udvoksede tulipaner af en

bestemt art. Man maler l&ngden af deres stilke. og tabellen herunder viser nogle af
malingerne.

Langde (mm) 300 271 280 261

- e

Hele tabellen med alle 200 malinger findes i bilaget " Tulipanstilke.xIsx”

a) Gor rede for. at lengden af tulipanernes stilke med god tilnsermelse kan beskrives
ved en normalfordelt stokastisk variabel ..

b) Bestem middelverdi og spredning for X
Pa gartneriet udvalger man en tilfaeldig tulipan af denne art.

¢) Bestem sandsvnligheden for. at leengden af stilken er mellem 270 mm og 330 mm.
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8.D2.13 (2022-07, 11)

I en model kan koncentrationen af haemoglobin 1 blodet hos kvinder beskrives ved en

normalfordelt stokastisk variabel .X.
Malt 1 mmol/L har X middelvaerdien u#=8,4 og spredningen o =0,55.

B a) Bestem de normale udfald for X

B b) Bestem sandsynligheden P(X <8,0) for. at en tilfldigt udvalgt kvinde har
en koncentration af haamoglobin 1 blodet pa hejst 8.0 mmol/L.

Kilde: min.medicin.dk

8.D2.14 (2022-08, 11)

Tabellen viser vingeleengden. malt 1 tiendedele millimeter. for 100 stuefluer.

Vingelengde 36 | 41 50 | 55

Alle tabellens 100 data findes i den vedheftede fil: vingelengde.xlsx

B a) Gor rede for, at vingelaengderne med god tilnaermelse kan beskrives ved en
normalfordelt stokastisk variabel .X.

b) Bestem P(X =52).
¢) Hvilke af de 100 vingelaengder er ikke normale udfald?

Kilde: Sokal, R.R., and P.E.Hunter. 1955
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9. Statistik (regression)

Delprave 2:

9.D2.1 (2018-06, 13 — Vejledende 1)

AAAAA

En kvinde har gennem en periode 1 forbindelse med sine lobeture noteret sammenherende
verdier af den gennemsnitlige lebetid pr. km og sin vaegt umiddelbart for lebeturen.
Resultaterne fremgar af tabellen nedenfor.

Veagt &
83.1 83.0 75.5 75,2
(kg)
Gennemsnitlig
lebetid pr. km 6.59 6.49 6.29 (23
(minutter)

(Resten af tabellen findes i bilaget: ” stxA41 Bilag 1 Opgave 13 Data for lob.xlsx™)
I en model antages det, at den gennemsnitlige lebetid pr. km (malt 1 minutter) som
funktion af vaegten (malt 1 kg) kan beskrives ved en linezr funktion. Modellen bestemmes
ved linear regression pa tabellens data.

B a) Benyt residualplottet til at vurdere modellen.

b) Gor rede for. at residualerne med god tilnaermelse kan siges at vaere normalfordelte. og
bestem et 95%-konfidensinterval for haeldningskoefficienten 1 modellen.
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9.D2.2 (2019-08, 15)

-

A el

Foto: www.colowrbox. dk

I et laboratorium har man undersegt sammenhangen mellem substratkoncentration og
mitialhastighed ved nedbrydning af ethanol med et enzym. Tabellen viser sammenherende
malte vardier af substratkoncentration og initialhastighed.

Substratkoncentration -

) T ]
(mM) 1.0 23 3.1 54 10 12.3 15:2 21.0
Initialhastighed 5 2 & 2
e 0,028 | 0.061 | 0,072 | 0,105 | 0.152 | 0.161 | 0,175 | 0.195

I en model kan sammenhangen beskrives ved

l:a,l_kb_,
v &

hvor s betegner substratkoncentrationen (malt 1 mM), og v betegner initialhastigheden (malt
1mM pr. sekund).

a) Benyt tabellens data til at bestemme tallene @ og b.

b) Benyt modellen til at bestemme initialhastigheden. nar substratkoncentrationen er
7.0 mM.
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9.D2.3 (2019-12, 13)

Tabellen viser en reekke malinger af sammenherende vardier af
nogle kronblades bredde og l&ngde for en bestemt blomsterart.

Bredde (cm) 2.0 1.9 2.2 1:5

Leangde (cm) 5.1 5,8 6,2 5.1

(Resten af data findes i bilaget Blomsterdata.xsx)

Foto: www colourbox dk

I en linezr regressionsmodel kan sammenhangen mellem bredden og l&ngden af et
kronblad beskrives ved

f(x)=a-x+b,
hvor f(x) betegner lengden (malt i cm) af et kronblad med bredden x (malt 1 cm).

a) Gor rede for. at residualerne 1 modellen med god tilnzrmelse kan siges at vare
normalfordelte.

En gruppe biologer formoder, at den lineare sammenhang mellem lengden og bredden af
et kronblad er voksende.

b) Bestem et 95% konfidensinterval for heeldmngskoefficienten 1 modellen. og benyt
dette til at afgere. om biologernes formodning er trovardig.
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9.D2.4 (2020-05, 10)

Grafik: freepik.com

Tabellen viser sammenherende verdier for statsgaeld og arbejdsleshed 1 et bestemt land.

8.63

136

Arbejdsleshed y
(malt 1 % af arbejdsstyrken) 7.10 1 6.90
Statsgaeld i

(malt i % af BNP) 81.6 | 79.1

132

69.5

(Hele tabellen med alle 42 datapunkter findes i bilaget "Arbejdslashed Statsgeeld xlsx™)

En arbejdsmarkedsforsker formoder. at statsgalden som funktion af arbejdslesheden kan

beskrives ved en linear model

f(x)=a-x+b,

hvor f(x) betegner statsgaelden (malt 1 % af BNP), og x betegner arbejdslesheden (malt 1

% af arbejdsstyrken).

B a) Benyt tabellens data til at bestemume en forskrift for £,

b) Bestem et 95% konfidensinterval for haeldningskoefficienten for 7. og afger. om

arbejdsmarkedsforskerens formodning er rimelig.

Kilde: http:/f/www.oecd.org
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9.D2.5 (2020-12, 15)

I en sportshal har nogle elever malt sammenherende vardier af hastigheden og hejden
over gulvet for en basketball. der springer op efter at have ramt gulvet. Tabellen viser
elevernes malinger.

Hojde (m) 036 | 045 | 055 | 0.63 | 0.76 | 0.85 | 0.91

Hastighed (m/s) | 3.25 | 2.94 | 2.64 | 2.34 | 1.73 | 1.11 | 0.49

I en model er der en liner sammenhzng mellem / og 1* givet ved

2

vi=a-h+b,

hvor v betegner boldens hastighed (malt 1 meter pr. sekund). og » betegner boldens hajde
over gulvet (malt 1 meter).

a) Benyt tabellens data til at bestemme tallene a og b.

b) Benyt modellen til at bestemme boldens hastighed. da den var 0,20 meter over gulvet.
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9.D2.6 (2021-05, 13)

Grafik: www.colourbox.dh

En isproducent har undersogt det daglige isforbrug blandt en raekke forbrugere.
Tabellen viser sammenherende veardier for det daglige isforbrug og middeltemperaturen
den pagaldende dag.

Middeltemperatur (malt 1 °C) 5.0 13,3 ou 17.8 217

Isforbrug (malt 1 liter) 0.82 0.79 s 0,92 1.16

(Hele tabellen med alle 30 datapunkter findes i bilaget IsForbrug.xlsx)
I en model kan sammenhaengen beskrives ved
f(x)=a-x+b,

hvor f(x) betegner det daglige isforbrug (malt 1 liter). og x betegner middeltemperatur
(malt 1 °C).

B a) Benyt regression pa tabellens data til at bestemume konstanterne a og b.
b) Bestem et 95% konfidensinterval for a. og benyt dette til at afgere. om der er statistisk

belaeg for. at sammenhangen mellem det daglige 1sforbrug og middeltemperaturen er
voksende.
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9.D2.7 (2021-06, 10)

Foto: www.colourbox.dk

En &bleavler har udtaget en stikprove blandt arets ablehost og malt vaegt og rumfang af
a&blemne. Tabellen viser resultatet af malingerne.

Volumen (cm?) 126.0 140.5 150.6 150.5

Vagt (gram) 1643 185.9 202.1 199 4

(Hele tabellen med alle 204 datapunkter findes i bilaget Aebler xlsx)
I en model kan sammenhangen beskrives ved
MW )=a V+b,
hvor M (V) betegner vagten (malt i gram) af et able med et volumen pa ¥ (malt i cm?).

B a) Benyt tabellens data til at bestemme konstanterne @ og .

b) Gor rede for, at residualerne med god tiln@rmelse kan siges at vare normalfordelte.
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9.D2.8 (2021-08, 11)

Grafik: freepik.com

Tabellen viser sammenherende verdier for kilometerstand og brugtvognspris for et
bestemt bilmerke.

Kilometerstand (1000 km) 58 56 o (F o 38

Brugtvognspris (1000 kr.) 1743 | 1527 188.4 | 193.7

(Hele tabellen med alle 130 datapunkter findes i bilaget Biler.xlsx)

I en model kan sammenhangen mellem kilometerstand og brugtvognspris beskrives ved
Jx)=a-x+b,

hvor f(x) betegner brugtsvognsprisen (malt 1 1000 kr.). og x betegner kilometerstanden
(malt 1 1000 km).

B a) Benyt tabellens data til at bestemme konstanterne a og b.

b) Ger rede for. at residualerne med god tilnermelse kan siges at vere normalfordelte.
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10. Forberedelsesmaterialer

A. MATRIX-REGNING (2018):

Delprove 1:

10A.D1.1 (2018-06, 3 — Vejledende 1)

En vektor v og en matrix M er givet ved
_ (1) (0 2)
1':| ‘ 0g M:‘ l
\ 4, 5 3
a) Bestem M*.7.

10A.D1.2 (2018-08, 6 — Vejledende 1)

En matrix M er givet ved

4 3
M= )
1 1
a) Bestem M.

Et ligningssystem er givet ved

b) Bestem lesningen til ligningssystemet.
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Delprave 2:

10A.D2.1 (2018-06, 17 — Vejledende 1)

Pa et bestemt gymnasium salges to slags sodavand 4 og B. Pa gymnasiet gennemfores
jevnligt spergerunder blandt de elever. der drikker sodavand. om de valger A eller B. Det
antages. at 10 % af eleverne skifter fra 4 t1l B, og 22 % skifter fra B til 4 fra spergerunde
til spergerunde.

Antallet af elever, der drikker henholdsvis sodavand 4 og sodavand B 1 spergerunde 7.
betegnes henholdsvis a, og b, .

a) Gor rede for. at udviklingen i fordelingen mellem antal elever, der drikker sodavand 4
og sodavand B. kan beskrives ved
it J
\, b}]

n+l

b

L n+l S \

., | _" 2 D22}

0.1 0.78,

i

0.9 0,22) .
b) Bestem en egenvektor for B EEah nar egenvaerdien er 1. og forklar. hvad
egenvektoren forteeller om forholdet mellem antallet af elever. der vaelger sodavand A

henholdsvis B.

10A.D2.2 (2018-08, 14 — Vejledende 2)

I en model opdeles en dyrepopulation 1 de unge dyr og de gamle dyr. hvor x, betegner
antallet af unge dyr. og y, betegner antallet af gamle dyr 1 ar n. Matricen M givet ved

I
M=
{0,5

Dyrepopulationen starter med at besta af ingen unge dyr og 10 gamle dyr.

beskriver udviklingen 1 populationen fra ar n tilar n+1.

a) Bestem antallet af unge og gamle dyr 1 populationen efter 6 ar.

b) Bestem egenvardierne for M. og forklar betydningen af egenveardierne for fordelingen
af unge og gamle dyr 1 populationen.
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B. GRAF-TEORI (2019):

Delprave 1:

10B.D1.1 (2019-05, 8)

Fore: www.colourbox.com
I et boligomrade 1 en storby er der etableret et gangsystem mellem seks boligblokke

markeret 4 — F.
Tabellen viser en oversigt over gangsystemet samt den tid (malt 1 minutter). det tager at ga fra

en boligblok til en anden.

(R LSS S KL T e ]

Vofsa (e oy
LIRREN e R Rl B

D
-
6
2

I—llh...]INIh._

MO0 b |

a) Tegn en vaegtet graf. der reprasenterer tabellen. hvor boligblokkene udger hjornerne. og
gangstierne udger kanterne med angivelse af gatiden mellem blokkene.

b) Udfyld en Dijkstra-tabel. og benyt denne til at bestemme den hurtigste garute 1

gangsystemet fra boligblok F til boligblok E.

Benyt eventuelt vedlagte bilag.
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10B.D1.2 (2019-08, 5)

Foto: www.colourbox di

En fibernetudbyder har besluttet. at der skal laegges fibernet ud til alle husene 1 en landsby,
der ligger omkring et T-kryds. Teknikerne er ude i1 landsbyen for at undersoge. hvorledes
fibernettet nar rundt til alle husene pa den billigste made.

Resultatet af undersogelsen ses pa grafen
pa figuren. hvor alle husene 1 landsbyen
udgoer hjornerne og er markeret med
bogstaverne A til H. Kanternes vagte
angiver prisen malt 1 tusinde kr. for
fiberkablet mellem to huse.

a) Bestem ved hjlp af Prims algoritme
den laveste pris for at fa lagt fibernet
ud til alle husene 1 landsbyen

Benyt eventuelt det vedlagte bilag.

10B.D1.3 (2019-12, 8)

Havrebjerg { Skovseg

28

Ringsted

Slagelse

Holsted 18 Rennede
Grafen ovenfor angiver afstande (malt 1 km) mellem en rakke byer pa Sjalland.

a) Udfyld en Dijkstra-tabel, og benyt denne til at bestemme den Kkorteste rute fra
Havrebjerg til Rennede. Benyt vedlagte bilag.
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Delprave 2:

10B.D2.1 (2019-05, 12)

Figuren viser to grafer Gy og Ga.

a) Gor rede for. at Gy er en Eulergraf.

b) Bestem en Eulertur i Gs.

10B.D2.2 (2019-05, 11)

Figuren viser en graf, der reprasenterer vejene og vejkrydsene 1 et rekreativt omrade. En
lober onsker at planlaegge en loberute 1 omradet.

a) Angiv graden af hvert af hjernerne 1 grafen.

b) Argumentér for. at leberen ikke kan planlegge en rute. der er en lukket Eulertur 1
omradet.

¢) Argumentér for. at en Eulertur 1 omradet enten starter 1 hjerne B eller slutter 1 hjerne 5.

d) Angiv et eksempel pa en Eulertur 1 omradet.
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10B.D2.3 (2019-12, 11)

Figuren ovenfor viser en graf.
a) Afgoer. om der kan laves en Eulertur i grafen.

b) Angiv et udspandende tra 1 grafen. Begrund dit svar.
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C. DIFFERENSLIGNINGER (2020):

Delprave 1:

10C.D1.1 (2020-05, 5)

Grgfik: freemk com

Udviklingen 1 belebet pa en bankkonto kan beskrives ved differensligningen
¥, =L10-y 42000, n=0,12,...
hvor vy, betegner belobet pa bankkontoen (malt 1 kr.) til tidspunktet » (malt 1 ar).

a) Bestem renten 1 procent. og angiv belebet. der hvert ar indsattes pa kontoen.
Pa kontoen blev der indsat et startbeleb pa 5000 k.

b) Bestem belebet pa kontoen til tidspunktet n =1.

10C.D1.2 (2021-05, 7)
En differensligning er givet ved
Vou =3y, +1, n=012,.
Det oplyses. at y, =10.
a) Bestem y, og v,.

b) Opskriv lesningen til differensligningen pa lukket form.
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10C.D1.3 (2020-06, 6)

Foto: www.colourboxdk

I en model kan udviklingen 1 antal bakterier 1 en bestemt bakteriekoloni beskrives ved
differensligningen

yn|]:2'yﬂ+8= H=ﬂ,l,2,...

hvor y, betegner antallet af bakterier 1 bakteriekolonien (malt 1 millioner) til tidspunktet 7
(malt 1 tumer).

Til tidspunktet » = 0 er der 51 millioner bakterier.

a) Benyt modellen til at bestemme antallet af bakterier til tidspunktet » = 2,

b) Bestem et udtryk for y, pa lukket form.

10C.D1.4 (2020-08, 7)
En differensligning er givet ved
Yoyt =3V, — 'Eyj, n=0,1,2,..
a) Tegn et cobwebdiagram for differensligningen. Benyt det vedlagte bilag.

b) Bestem fikspunkterne for differensligningen, og-tndersosforhrert-atfilspunlcterne:
om-deterstabilt-elerustabilt gor rede for, at mindst et af fikspunkterne er frastedende.
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10C.D1.5 (2020-12, 6)

Pa figuren ses grafen for en differentiabel funktion f. der har et nulpunkt 1 P.

(2)
F Y

» (1)

a) Tegn pa bilaget de to tangenter til bestemmelse af x;, og x, 1 talfelgen horende til

Newton-Raphsons metode med startgattet x, = 2.

Det oplyses. at funktionen fer givet ved

f(x)= %f +4x—1.

b) Beregn y; 1 talfelgen. der er losning til differensligningen herende til Newton-

Raphsons metode, nar x, = 2.

10C.D1.6 (2021-06, 3)
En andenordens differensligning er bestemt ved
Vorr =6y, +2-y, ., n=1273,..
Det oplyses. at y, =5 og y, =32.

a) Bestem y,.
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En differensligning er givet ved
yn+1 :]"Slyn + 2.
Det oplyses. at y, = 4.

a) Bestem y, og v,.

Figuren viser cobwebdiagrammet 2Vt Vo =V,
for differensligningen

yu+1 =g()’"), n=0, 1, 2,-...
Det oplyses, at y, =7.

a) Bestem y, og y, ved lyzlp

af cobwebdiagrammet.
Benyt bilaget som en del af
besvarelsen. 11

108



Delprave 2:

10C.D2.1 (2020-05, 12)

En differensligning er givet ved
1
Yus1 __Eyn +2y.'rr»‘ H—O,],z}m

a) Vis, at y =2 er et fikspunkt for differensligningen.

b) Undersog, om fikspunktet y = 2 er stabilt eller ustabilt.

10C.D2.2 (2020-06, 11)
En funktion f er bestemt ved
f(x)=rcos(x)+x—3.
a) Tegn grafen for f.

b) Benyt Newton-Raphsons metode med udgangspunkt 1 begyndelsesvardien x, =5 til at
bestemme nulpunktet for f med 5 betydende cifre.

10C.D2.3 (2021-08, 16)
En andenordens differensligning er bestemt ved
Vo =6y, =9y ., n=1273,..
Det oplyses. at y, =5 og y, =10.
a) Tegn et punktplot for udviklingeniy,. nar n=0.1.2.....10.

b) Opskriv lesningen til differensligningen pa lukket form.
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10C.D2.4 (2020-08, 12)

I en model kan udviklingen 1 et bestemt lands bruttonationalprodukt beskrives ved en
lesning til differensligningen

Voou =102-y —0,01-», ,, n=123,..

hvor y, betegner landets bruttonationalprodukt (malt 1 mia. kr.) til tidspunktet 7 (malt i
antal ar).

Det oplyses. at bruttonationalproduktet var 1000 mia. kr. til tidspunktet » =0 og 1001
muia. kr. t1l tidspunktet » =1.

a) Benyt modellen til at tegne et punktplot over udviklingen 1 landets bruttonational-
produkt for n=0.1. 2..... 10.

b) Benyt modellen til at bestemme. hvor mange ar der gar. for landets bruttonational-
produkt overstiger 1080 mia. kr.

Kilde: RJ. Ball og E. Smolensky.

10C.D2.5 (2021-12, 12)

Billedkilde: Kvikidn

Micky tager et forbrugslan 1 sin bank pa y, =10000 kr.

Hver termin betaler han 1300 kr. til banken. Udviklingen 1 restgaelden pa forbrugslanet
kan beskrives ved differensligningen

Y, =102-y —1300, n=0,1,23,...,
hvor y, er restgeelden 1 kr. efter » terminer.
a) Tegn et punktplot for udviklingen 1 restgaelden pa forbrugslanet for n=0,1, 2,..., 6.

b) Efter hvor mange terminer kommer restgalden y, under 1300 kr.?
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10C.D2.6 (2020-12, 14)

Foto: www.colourbox dic

I en diskret model kan udviklingen 1 antallet af smittede i en bestemt population beskrives
ved en lesning til differensligningen

Vo1 =¥, +0,001-y,-(2000—y,), n=0,1,2,...

hvor vy, betegner antallet af smittede 1 populationen til tidspunktet # (malt 1 maneder).
Det oplyses. at der til tidspunktet » =0 er 8 smittede 1 populationen.

a) Benyt modellen til at bestemme antallet af smittede til tidspunktet » =10.

I en kontinuert model kan differensligningen omskrives til en differentialligning pa formen
y=ay(M-y).

b) Benyt den diskrete model til at bestemme a og M.

¢) Tegn 1 samme koordinatsystem lesningen til differentialligningen sammen med
losningen til differensligningen for de forste 10 maneder.

10C.D2.7 (2021-05, 12)
En funktion fer bestemt ved
f(x)=x" +x-5.

a) Bestem de to naste elementer x; og x, 1 talfelgen, der er losning til differensligningen
herende til Newton-Raphsons metode med startgattet x, =1.

b) Les ligningen f(x)=0.og sammenlign resultatet med x, 1 lesningen til
differensligningen herende til Newton Raphsons metode med startget x, = 1.
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10C.D2.8 (2021-06, 11)
En differensligning er givet ved
Vo1 = 8(,) n=0,1,2,...

4-x
140,02 x

hvor g(x)=
Det oplyses, at y, = 2.
a) Bestem y..

Det oplyses, at y =150 er et fikspunkt for differensligningen.

b) Gor rede for. at fikspunktet er stabilt.
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D. KEGLESNIT (2022):

Delprave 1:

10D.D1.1 (2022-05, 4)
En parabel er givet ved ligningen
¥y =6-x.
a) Vis. at punktet P(6, —6) ligger pa parablen.
b) Bestem en ligning for tangenten til parablen 1 punktet P.

10D.D1.2 (2022-06, 8)

Der er givet en parabel med ligningen y” = x.

a) Bestem braendpunkt og ledelinje for parablen.

b) Tegn parablen i koordinatsystemet pa vedlagte bilag.

10D.D1.3 (2022-07, 7)
En cirkel har ligningen
(x—4) +(y+5)" —-23=0.
a) Omskriv denne ligning til den generelle andengradsligning 1 to variable.

10D.D1.3 (2022-08, 5)

Der er givet en parabel med ligningen
¥ =16x.

a) Tegn parablen. Brug bilaget.
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Delprave 2:

10D.D2.1 (2022-05, 12)

(2)

A AN

Figur 1 Figur 2
Billedkilde: Living in harmony

Figur 1 viser et spisebord med en ellipseformet bordplade.

Figur 2 viser en model af bordpladen indlagt 1 et koordinatsystem med begyndelsespunkt
1 ellipsens centrum.

Bordpladen maler 180 ¢cm pa den lange led og 105 cm pa den korte led.
a) Bestem ellipsens ligning pa normalform.

b) Bestem koordinatsattet til hvert af ellipsens brendpunkter.

10D.D2.2 (2022-06, 12)

Figur 1. Figur 2,
Billedkilde: Khanacademy Billedkilde: Antiqueprints

Fotoet pa figur 1 viser det &ldste bevarede romerske amfiteater, som ligger 1 Pompeji.
Figur 2 viser en model af amfiteatret. Randen pa arenaen beskrives 1 modellen ved en
ellipse med en storakse pa 67 meter og en lilleakse pa 34 meter.

I modellen antages ellipsen at have centrum 1 (0, 0).

a) Bestem en ligning for denne ellipse.

b) Bestem arealet af Pompejis arena ifolge modellen.
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10D.D2.3 (2022-07, 13)

» (1)

Kometen Halley Kometen Halleys ellipseformede bane er indtegnet i et koordinatsystem.
Billedkilde: NASA Ellipsens centrum er (0, 0).

Ellipsen pa figuren viser en model af kometen Halleys bane om Solen.
Solen befinder sig 1 det ene brendpunkt . Ellipsens halvakser er 17.8 og 4.53.
Alle l&ngdemal er angivet 1 AE (astronomiske enheder).

a) Bestem en ligning for tangenten / til ellipsen 1 punktet A(—14.24, 2.718).

I positionen P er kometen tattest pa Solen. Se figuren.

b) Bestem afstanden | PF|

.
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10D.D2.4 (2022-08, 12)

(2)

-

Figur 1 Figur 2

Loop. en form for Pool. spilles pa et ellipseformet bord (se figur 1).

I en model er det grenne spilomrade afgranset af en ellipse med centrum 1 (0. 0).
se figur 2. Ellipsens storakse er 130 cm. og lilleaksen er 118 cm.

a) Bestem en ligning pa normalform for denne ellipse.
o : 295
Punktet P pa ellipsen har koordinaterne | 60, T3 )

b) Bestem en ligning for tangenten til ellipsen 1 P.

En kugle afsendt fra brendpunktet F, reflekteres 1 tangenten til ellipsen 1 P og
sendes tilbage til det andet breendpunkt £, . hvor der er et hul 1 bordet (se figur 2).

¢) Bestem den spidse vinkel v mellem tangenten og linjen gennem P og
brendpunktet F,.

Billedkilde: homecrux.com
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BILAG

Bilaget kan indgé i besvarelsen.

Skole Hold 1D

Navn Ark nr Antal ark i alt Tilsynsforende
Bilag til opgave 8

Hjeorne A C E F

Korteste sti til

Sidst besogte hjerne

Status







BILAG

Bilaget kan indga i besvarelsen.

Skole

ID

Ark nr.

Antal ark i alt

Tilsynsforende

Opgave 5







BILAG

Bilaget skal indgé i besvarelsen.

Skole

Hold

ID

Navn

Ark nr.

Antal ark 1 alt

Tilsynsferende

Opgave 8

Havrebjerg
Holsted
Ringsted

Ronnede

Skovsg

Slagelse

Sore

Korteste vej til
Havrebjerg

Sidst besogte

Status







BILAG

Bilaget skal indgé i besvarelsen.

Skole Hold ID
Navn Ark nr. Antal ark i alt Tilsynsfoerende
Bilag til opgave 7

(2)
A

» (1)







BILAG

Bilaget skal indga i besvarelsen.

Skole Hold ID
Navn Ark nr. Antal ark i alt Tilsynsforende
Bilag til opgave 6

(2)
A

» (1)







BILAG stx matematik A december 2021

Bilaget indgér i opgavebesvarelsen

Skole Hold ID
Navn Ark nr. Antal ark i alt Tilsynsferende
Opgave 6
Ayn—&-l yn+l_yn
»
| \ T

Besvarelsen af delpreve 1 afleveres kl. 11.00







BILAG stx matematik A (NY) 24. maj 2022

Bilaget indgér i opgavebesvarelsen

Skole Hold D
Navn Ark nr. Antal ark i alt Tilsynsforende
Opgave 8 (2)
A
2
y =x
1 .
: > (1)
1

Besvarelsen af delpreve 1 afleveres kl. 11.00







BILAG stx matematik A august 2022

Bilaget indgéar i opgavebesvarelsen

Skole Hold 1D
Navn Ark nr. Antal ark i alt Tilsynsforende
Opgave 5 (ﬁ)
10
1 =)
; . » (D)
1 10
—10 -
Opgave 6 (2
/'N
/
1 -

. » (1)
VIR

Besvarelsen af delpreve 1 afleveres kl. 11.00







BILAG

Bilaget kan indgé i besvarelsen.

Skole Hold 1D
Navn Ark nr. Antal ark i alt Tilsynsforende
Opgave 6
(2)
A
1

I

» (1)






BILAG

Bilaget skal indgé i besvarelsen.

Skole Hold ID
Navn Ark nr. Antal ark i alt Tilsynsfoerende
Opgave 4
A

T » (1)
2T






BILAG

Bilaget skal indgé i besvarelsen.

Skole

Hold

ID

Navn

Ark nr.

Antal ark 1 alt

Tilsynsferende

Opgave 7







BILAG

Bilaget kan indgé i besvarelsen.

Skole Hold ID
Navn Ark nr. Antal ark i alt Tilsynsferende
Bilag til opgave 4

(2)

A

> (1)







BILAG

Bilaget kan indgé i besvarelsen.

Skole Hold ID
Navn Ark nr. Antal ark i alt Tilsynsforende
Bilag til opgave 2

(2)

\>(1)






BILAG

Bilaget kan indgé i besvarelsen.

Skole Hold ID
Navn Ark nr. Antal ark i alt Tilsynsforende
Opgave 5

(2)
A

7 |>(1)







BILAG

Bilaget kan indga i besvarelsen.

Skole Hold 1D
Navn Ark nr. Antal ark i alt Tilsynsferende
Bilag til opgave 3

(2)

> (1)






BILAG stx matematik A 24. maj 2022

Bilaget indgér i opgavebesvarelsen

Skole Hold ID
Navn Ark nr. Antal ark i alt Tilsynsforende
Opgave 9 (2)
A
A
> (1)
B

Besvarelsen af delpreve 1 afleveres kl. 11.00







BILAG stx matematik A august 2022

Bilaget indgéar i opgavebesvarelsen

Skole Hold 1D
Navn Ark nr. Antal ark i alt Tilsynsforende
Opgave 5 (ﬁ)
10
1 =)
; . » (D)
1 10
—10 -
Opgave 6 (2
/'N
/
1 -

. » (1)
VIR

Besvarelsen af delpreve 1 afleveres kl. 11.00







BILAG

Bilaget kan indgé i besvarelsen.

Skole Hold ID
Navn Ark nr Antal ark i alt Tilsynsforende
Bilag til opgave 2

(2)

A

. » (1)
/ I

Bilag til opgave 5

: : . » (1)






BILAG

Bilaget kan indga i besvarelsen.
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Bilag til opgave 7
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BILAG

Bilaget skal indga i besvarelsen.

ID

Tilsynsforende
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Antal ark i alt

Ark nr.

Skole

Navn

Opgave 7
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BILAG

Bilaget kan indgé i besvarelsen.
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stx matematik A 20. maj 2022

BILAG

Bilaget indgér i opgavebesvarelsen

1D

Tilsynsforende

Hold

Antal ark i alt

Ark nr.

Skole

Navn

(2)

Opgave 6
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Besvarelsen af delpreve 1 afleveres kl. 11.00







Ark1

		Befolkningstal		Tilvækst

		449		8

		498		9.8

		554		11.2

		621		13.4

		697		15.2

		782		17

		870		17.6

		960		18

		1053		18.6

		1144		18.2

		1231		17.4

		1309		15.6






BILAG

Bilaget kan indga i besvarelsen.

Skole Hold ID

Navn Ark nr Antal ark i alt Tilsynsferende
Bilag til opgave 6

2)
A
1 _
i

0 . > (1)







BILAG stx matematik A (NY) 24. maj 2022

Bilaget indgér i opgavebesvarelsen

Skole Hold D
Navn Ark nr. Antal ark i alt Tilsynsforende
Opgave 2 (2)
A
14
F
0 L T T T T T > (1)
0 5

Besvarelsen af delpreve 1 afleveres kl. 11.00







BILAG stx matematik A 24. maj 2022

Bilaget indgér i opgavebesvarelsen

Skole Hold ID
Navn Ark nr. Antal ark i alt Tilsynsforende
Opgave 3 )
A

> (1)

Besvarelsen af delpreve 1 afleveres kl. 11.00







BILAG

Bilaget kan indgé i besvarelsen.

Skole Hold ID
Navn Ark nr Antal ark i alt Tilsynsforende
Bilag til opgave 2

(2)

A

. » (1)
/ I

Bilag til opgave 5

: : . » (1)






BILAG

Bilaget skal indga i besvarelsen.

Skole Hold ID
Navn Ark nr. Antal ark i alt Tilsynsferende
Opgave 6
A
0,2

100

> (1)






BILAG

Bilaget skal indgé i besvarelsen.

Skole Hold ID
Navn Ark nr. Antal ark i alt Tilsynsferende
Bilag til opgave 2

| | ’
Veagt(kg)







BILAG

Bilaget kan indgé i besvarelsen.

Skole Hold ID
Navn Ark nr. Antal ark i alt Tilsynsferende
Bilag til opgave 4

A

1_

» (1)







Ark1

		Længde af venstre tommelfinger (mm)

		63

		91

		89

		97

		100

		101

		98

		100

		92

		94

		105

		107

		106

		109

		111

		81

		114

		115

		121

		125

		130

		111

		95

		84

		94

		78

		92

		85

		84

		98

		97

		96

		105

		107

		102

		101

		71

		81

		92

		102

		112






Ark1

		stilklængde i mm		300

				271

				264

				337

				267

				287

				309

				284

				259

				329

				296

				293

				318

				332

				320

				336

				315

				275

				263

				300

				297

				248

				299

				262

				319

				325

				297

				287

				313

				291

				293

				294

				290

				296

				294

				296

				297

				293

				314

				243

				317

				325

				337

				243

				286

				321

				279

				304

				318

				302

				261

				270

				282

				353

				311

				280

				347

				270

				259

				297

				302

				347

				285

				295

				303

				287

				300

				269

				292

				262

				272

				325

				303

				312

				263

				279

				291

				291

				328

				262

				325

				312

				294

				310

				298

				311

				347

				278

				288

				307

				310

				221

				327

				327

				291

				299

				307

				302

				286

				328

				290

				284

				319

				294

				288

				315

				297

				275

				290

				295

				300

				296

				338

				283

				285

				325

				335

				301

				256

				313

				319

				317

				300

				329

				297

				316

				301

				290

				305

				297

				315

				302

				259

				306

				313

				278

				267

				298

				298

				300

				276

				295

				295

				271

				293

				334

				283

				306

				269

				296

				298

				275

				311

				309

				300

				275

				301

				319

				296

				269

				302

				332

				300

				267

				307

				310

				324

				263

				287

				265

				303

				298

				338

				307

				263

				281

				294

				282

				290

				273

				294

				333

				239

				279

				293

				282

				294

				311

				302

				299

				314

				258

				285

				324

				292

				309

				297

				311

				280

				261






Ark1

		vingelængde

		36

		41

		42

		43

		45

		46

		47

		48

		49

		51

		37

		41

		42

		44

		45

		46

		47

		48

		49

		51

		38

		41

		42

		44

		45

		46

		47

		48

		49

		51

		38

		41

		43

		44

		45

		46

		47

		48

		49

		51

		39

		41

		43

		44

		45

		46

		47

		48

		50

		52

		39

		41

		43

		44

		45

		46

		47

		48

		50

		52

		40

		42

		43

		44

		45

		46

		47

		48

		50

		53

		40

		42

		43

		44

		45

		46

		47

		49

		50

		53

		40

		42

		43

		44

		45

		46

		47

		49

		50

		54

		40

		42

		43

		44

		45

		46

		48

		49

		50

		55






Ark1

		Vægt

		1404

		1497

		1543

		1482

		1482

		1501

		1486

		1541

		1493

		1525

		1477

		1496

		1494

		1514

		1474

		1454

		1529

		1538

		1474

		1518

		1421

		1495

		1497

		1497

		1499

		1473

		1509

		1507

		1499

		1525

		1467

		1465

		1522

		1439

		1534

		1549

		1534

		1437

		1547

		1524

		1517

		1496

		1533

		1442

		1540

		1522

		1499

		1510

		1497

		1504

		1509

		1580

		1482

		1527

		1500

		1481

		1496

		1501

		1540

		1503

		1533

		1444

		1518

		1585

		1461

		1498

		1527

		1547

		1512

		1547

		1493

		1494

		1546

		1481

		1518

		1494

		1477

		1460

		1498

		1530

		1543

		1494

		1543

		1462

		1477

		1480

		1436

		1467

		1505

		1445

		1506

		1490

		1492

		1509

		1518

		1483

		1530

		1492

		1493

		1546

		1502

		1518

		1489

		1479

		1481

		1531

		1515

		1485

		1491

		1476

		1483

		1520

		1490

		1509

		1528

		1510

		1544

		1516

		1510

		1530

		1443

		1498

		1511

		1483

		1562

		1451

		1499

		1501

		1471

		1515

		1490

		1520

		1524

		1494

		1495

		1564

		1536

		1488

		1532

		1495

		1458

		1467

		1448

		1486

		1455

		1474

		1450

		1525

		1455

		1484

		1533

		1531

		1444

		1458

		1499

		1509

		1485

		1506

		1488

		1530

		1500

		1488

		1436

		1512

		1521

		1472

		1508

		1480

		1545

		1443

		1557

		1486

		1461

		1508

		1456

		1582

		1483

		1505

		1542

		1488

		1524

		1509

		1481

		1518

		1539

		1493

		1473

		1485

		1505

		1509

		1592

		1535

		1490

		1516

		1526

		1519

		1520

		1474

		1505

		1523






Ark1

		Vægt i kg

		51.3

		61.9

		69.4

		64.6

		65.5

		55.9

		64.2

		61.9

		51.0

		54.7

		57.8

		51.8

		57.0

		55.5

		52.7

		63.5

		58.7

		64.9

		62.6

		56.3

		64.1

		65.1

		44.4

		58.7

		64.3

		58.8

		64.6

		59.7

		49.1

		51.7

		46.9

		54.8

		57.1

		61.8

		63.5

		58.4

		64.3

		55.0

		59.6

		48.4

		56.4

		56.6

		63.4

		62.3

		48.3

		58.4

		66.1

		53.0

		65.1

		61.2

		66.7

		57.3

		56.9

		52.5

		56.0

		67.1

		70.7

		58.1

		54.1

		60.7

		58.4

		62.4

		58.9

		58.4

		61.4

		49.7

		64.6

		60.2

		47.0

		56.6

		58.7

		60.8

		63.7

		46.6

		58.3

		54.6

		62.9

		60.3

		52.4

		55.6

		61.1

		55.3

		70.5

		58.5

		58.6

		63.3

		63.9

		59.7

		54.9

		59.7

		61.9

		64.2

		63.8

		50.9

		60.5

		59.8

		54.4

		55.8

		58.1

		52.4

		46.3

		59.1

		60.9

		44.7

		52.0

		56.0

		55.8

		57.4

		58.3

		57.7

		55.4

		57.9

		59.7

		50.8

		55.4

		58.3

		60.2

		61.7

		52.6

		62.1

		54.4

		49.4

		58.2

		61.4

		48.5

		55.9

		49.7

		54.1

		63.6

		60.8

		60.1

		59.3

		52.4

		56.2

		58.1

		61.7

		52.9

		57.5

		68.7

		59.1

		61.8

		51.4

		56.8

		57.9

		48.6

		52.8

		60.7

		51.2

		59.3

		62.5

		56.9

		62.8

		54.8

		63.6

		62.0

		48.1

		72.1

		49.3

		62.9

		52.6

		66.4

		49.8

		63.1

		54.4

		58.2

		57.7

		52.3

		56.6

		57.6

		50.5

		55.6

		56.3

		56.5

		54.2

		63.2

		47.6

		55.8

		53.9

		55.1

		54.1

		61.2

		52.7

		49.5

		56.3

		64.0

		58.6

		58.0

		54.8

		57.9

		46.0

		65.8

		50.3

		60.3

		66.4

		66.0

		54.8

		52.5

		58.2

		57.8

		58.0






Ark1

		117

		157

		169

		155

		143

		207

		164

		183

		189

		128

		127

		143

		214

		76

		114

		204

		106

		197

		246

		152

		130

		85

		188

		99

		154

		171

		129

		176

		224

		30

		148

		103

		36

		124

		199

		134

		122

		85

		175

		117

		154

		125

		164

		163

		132

		159

		156

		125

		132

		152

		175

		211

		142

		246

		188

		150

		187

		225

		150

		180

		214

		163

		136

		87

		186

		150

		157

		163

		194

		200

		174

		202

		120

		137

		201

		138

		152

		155

		151

		164

		136

		164

		202

		198

		181

		159

		106

		188

		154

		223

		187

		72

		74

		139

		232

		129

		107

		145

		189

		188

		202

		207

		112

		116

		141

		141

		130

		188

		114

		174

		124

		150

		104

		205

		106

		221

		109

		141

		198

		106

		115

		213

		177

		170

		123

		84

		89

		145

		158

		94

		211

		112

		100

		73

		153

		185

		156

		188

		187

		78

		186

		154

		165

		183

		96

		96

		149

		135

		220

		121

		122

		194

		204

		152

		115

		61

		176

		142

		77

		209

		136

		144

		189

		176

		126

		191

		161

		137

		139

		133

		183

		125

		210

		152

		122

		121

		125

		138

		179

		218

		141

		205

		148

		130

		149

		132

		125

		143

		198

		152

		181

		129

		171

		117

		180

		76

		145

		158

		117

		145

		124

		102












Ark1

		Vægt(kg)		Løbetid(min. pr. km)

		83.1		6.59

		83.0		6.49

		82.8		6.52

		82.7		6.54

		82.4		6.53

		82.5		6.57

		82.2		6.60

		82.3		6.51

		82.2		6.60

		82.0		6.59

		81.8		6.46

		81.7		6.56

		81.5		6.55

		81.6		6.41

		81.2		6.48

		81.1		6.46

		81.0		6.48

		80.9		6.46

		80.7		6.41

		80.6		6.41

		80.5		6.38

		80.4		6.39

		80.1		6.42

		80.3		6.39

		80.0		6.47

		80.2		6.50

		79.6		6.35

		79.7		6.41

		79.3		6.44

		79.4		6.38

		79.1		6.30

		79.2		6.44

		78.8		6.41

		78.9		6.48

		78.6		6.33

		78.6		6.43

		78.4		6.27

		78.4		6.30

		78.0		6.44

		78.0		6.33

		77.8		6.41

		77.8		6.36

		77.6		6.29

		77.6		6.35

		77.3		6.37

		77.3		6.29

		77.2		6.26

		77.0		6.25

		76.8		6.22

		76.9		6.26

		76.5		6.33

		76.6		6.37

		76.2		6.22

		76.3		6.21

		76.0		6.29

		76.0		6.27

		75.8		6.32

		75.8		6.22

		75.5		6.33

		75.5		6.29

		75.2		6.23





Ark2






Ark1

		Bredde		Længde

		2.0		5.1

		1.9		5.8

		2.2		5.7

		2.0		5.6

		2.0		5.6

		1.7		5.9

		1.9		6.5

		2.4		6.4

		1.6		5.0

		1.6		5.7

		2.4		5.4

		1.4		5.6

		2.3		5.7

		2.3		5.5

		2.2		5.7

		2.1		4.6

		1.9		5.6

		2.1		5.7

		1.6		5.1

		2.2		4.7

		2.4		5.4

		1.8		5.7

		1.5		4.9

		1.9		5.2

		1.7		4.6

		1.7		4.8

		1.7		4.7

		2.1		5.2

		2.3		6.1

		1.4		4.4

		1.5		4.5

		2.3		6.1

		1.4		4.4

		2.0		6.6

		2.4		5.1

		1.8		5.1

		1.8		6.2

		2.1		5.7

		2.2		5.8

		1.9		5.7

		1.5		5.5

		1.4		4.9

		2.2		4.9

		1.8		5.4

		1.4		5.3

		1.9		5.6

		1.5		4.9

		2.2		5.5

		2.1		5.9

		1.7		4.5

		1.8		4.6

		2.3		5.7

		2.4		6.3

		2.2		6.0

		2.3		6.4

		2.4		5.0

		2.0		5.1

		2.3		6.1

		2.0		5.5

		1.8		5.6

		2.2		4.7

		1.5		4.8

		2.4		5.5

		1.9		5.0

		1.4		4.6

		1.7		5.7

		2.0		5.6

		1.5		5.0

		1.6		5.2

		2.2		5.5

		1.9		5.4

		2.4		5.7

		1.6		5.5

		1.9		6.0

		1.5		5.3

		1.4		6.5

		1.9		5.1

		2.2		5.6

		1.4		5.5

		2.2		6.1

		1.5		5.1

		2.2		5.3

		1.6		5.1

		1.8		4.6

		1.6		4.6

		1.8		4.9

		1.8		5.5

		2.1		5.0

		2.1		5.4

		2.4		7.0

		1.7		5.6

		1.8		5.7

		1.9		5.2

		1.9		5.6

		2.2		6.2

		1.7		5.3

		1.4		4.4

		2.1		6.1

		2.2		6.2

		1.5		5.1






Ark1

		Arbejdsløshed		Statsgæld

		7.1		81.6

		6.9		79.1

		6.16		75.1

		5.54		72.6

		5.59		67.1

		4.63		60.5

		4.61		58.3

		4.59		58.1

		5.41		56.1

		5.51		52.3

		4.83		45.1

		3.9		40.5

		3.8		34.6

		3.43		41.9

		6.01		49.3

		7.46		53.4

		7.57		60.1

		7.52		60.6

		7.01		56.7

		6.59		59.1

		6.17		53.4

		6.18		51.4

		5.74		48.8

		4.98		48.1

		9.12		48.4

		9.08		48.2

		9.02		49.2

		8.82		49.4

		8.38		46.5

		7.71		43.1

		6.85		39.1

		6.36		38.3

		8.24		49.2

		8.39		55.1

		7.77		57.5

		7.68		64.3

		8.19		64.8

		8.66		71.7

		9.37		75.1

		8.81		75.5

		8.63		73.2

		7.36		69.5






Ark1

		Middeltemperatur		Isforbrug

		5		0.82

		13.3		0.79

		17.2		0.83

		20		0.9

		20.6		0.86

		18.3		0.73

		16.1		0.69

		8.3		0.61

		0		0.57

		-4.4		0.54

		-2.2		0.6

		-3.3		0.63

		0		0.7

		4.4		0.67

		12.8		0.81

		17.2		0.81

		22.2		0.99

		22.2		0.94

		19.4		0.82

		15.6		0.72

		6.7		0.67

		4.4		0.65

		0		0.6

		-2.8		0.69

		-2.2		0.65

		0.6		0.76

		5		0.79

		11.1		0.88

		17.8		0.92

		21.7		1.16






Ark1

		Volumen		Vægt

		126		164.3

		140.5		185.9

		150.7		201.1

		142.1		188.8

		135.8		178.6

		136.1		180.6

		156.5		206.7

		151.1		200.1

		127.6		168.2

		146.5		196

		159.5		214.7

		148.7		197.7

		160.3		211.4

		142.3		187.2

		143.1		190.5

		140.4		186.2

		115		157.5

		133.5		178.9

		132		175.5

		130.3		172.1

		155.5		209.8

		126.4		169.6

		139.8		186.7

		126.1		168.6

		158.6		212

		160.3		215.6

		126.2		167.7

		156.4		207.8

		153.4		201.8

		117.9		156.9

		117.4		155.2

		131.6		172.9

		143.8		188.3

		121.4		162.5

		143.5		187.1

		139.4		185.5

		117.4		159.1

		117.5		157

		127.2		168.6

		156.7		206.5

		136.1		178

		160.4		211

		119.4		161.7

		155.4		206.1

		132.8		180.7

		123.3		163.5

		114.3		154.3

		134.1		178.7

		137.3		182.8

		116.9		154.4

		122.9		162.5

		123.7		166.3

		141.3		189.1

		124.3		168.2

		119.8		158.2

		129.3		172.6

		121.5		160.1

		132.8		174.7

		114.7		155.1

		117.9		152.1

		157.9		212.8

		143.6		191.6

		118.8		160.2

		116.3		155.2

		124.9		165.4

		159.8		213.2

		146		195

		145.8		195.5

		119.4		156.4

		131.6		176.7

		147.4		196.6

		149.3		199.9

		121.3		157.8

		114.2		150.6

		147.3		197

		118.9		156.5

		129		170.3

		157.1		212.5

		160.3		211.9

		119.2		157.1

		147.6		198.4

		120.3		161.9

		153.3		205.4

		143.9		187.7

		160.5		214.6

		119.8		160.2

		154.4		203.8

		133.3		179.4

		115.2		153.2

		150		199.7

		132.5		175.1

		144.4		194

		126.7		171

		123.2		164.2

		124		165.7

		128.5		170.2

		147		195.2

		144.8		191.3

		141.7		188.7

		140.1		185.9

		140		186.8

		129.8		172.5

		147.3		198.5

		128		175.1

		125.8		168.3

		148.4		195.2

		120.2		160.1

		114.8		153.1

		114.2		151.2

		137.7		183.7

		156.5		208.5

		114		151.4

		136.9		181.9

		149.7		199.5

		114		153.3

		133.6		177.4

		122.2		165.2

		143.7		193.8

		145.3		192.9

		124.8		169.5

		144.6		191.7

		126.1		169.4

		148		194.7

		148.4		195.9

		149.5		197.7

		139.5		187.1

		139		186.9

		156		207.6

		154.4		205.1

		129.4		172.4

		119.3		159.5

		140.8		186.8

		143.3		192.1

		135.9		187.2

		143.8		190.3

		121.8		161

		128		169.6

		152.8		206.4

		153.5		208.1

		155.2		206.2

		133.3		177.5

		155.3		208.5

		121.6		161.3

		121.9		159.5

		155.1		208.6

		133.4		179.5

		160.9		214.2

		124.9		169.7

		121.9		164.6

		121		162.6

		158.9		212.7

		128.5		172.3

		120		161.8

		155		208.1

		122.3		164.8

		155.5		206.9

		114.9		150.2

		136.5		181.1

		140.9		185.7

		130.7		172.4

		157.3		208.5

		155.2		209.1

		125.1		167.9

		157.1		206.7

		147.5		193.4

		139.4		186.4

		119.7		159.2

		127.9		169.2

		129.4		172.4

		144.9		194.7

		154.4		205.8

		154.6		204.2

		132.5		174.4

		149.7		196.3

		119.5		162

		129.8		170.1

		119.2		162.4

		150.6		197.8

		153.9		201.6

		140.2		184.6

		136.6		182.3

		133.4		176.7

		130.8		175.8

		124.5		166.6

		115.5		150.5

		158.2		209.3

		138.7		185.1

		131.7		175.5

		142		186.3

		155.4		203

		156.5		208.3

		131.8		176.2

		125.1		167.8

		132.3		175.1

		121		159

		146		196.3

		154.2		203.6

		121.6		163

		133.4		176.3

		150.5		201.5

		133.9		180.4

		157		210

		150.6		202.1

		150.5		199.4






Ark1

		Kilometerstand		Brugtvognspris

		58		173.3

		56		152.7

		54		172.4

		29		179.1

		77		145.4

		59		179.9

		69		157.1

		45		176.6

		78		150.1

		28		197.7

		63		161.1

		47		190.3

		79		159.2

		79		155.4

		27		193.9

		72		166.4

		74		138.5

		67		172.2

		80		143.3

		45		184.9

		44		183.4

		46		179.9

		62		160.7

		55		182.6

		42		169.5

		43		176.4

		31		171.5

		58		163.3

		30		162.6

		79		161.5

		25		189.1

		38		167.2

		39		174.8

		68		146.5

		25		184.3

		42		182.1

		28		197.6

		74		139.4

		55		159.9

		57		183.9

		53		173.2

		73		160.3

		60		178.3

		66		158.1

		27		201.1

		31		181.6

		58		165.2

		24		210.3

		79		141.3

		57		166.4

		70		133.2

		42		177.9

		64		164.1

		41		191.9

		70		171.4

		67		164.7

		38		176.7

		57		180.5

		25		202.4

		40		177.1

		75		154.1

		80		136.5

		70		166.6

		28		178.1

		48		178.1

		28		188.8

		59		166.9

		54		159.5

		72		143.3

		34		193.7

		78		140.9

		57		159.5

		45		176.7

		80		144.7

		58		157.7

		37		168.5

		54		182.8

		57		149.7

		60		147.7

		73		151.1

		60		177.1

		50		172.3

		79		144.1

		71		156.4

		28		169.9

		65		167.7

		30		174.4

		37		181.3

		26		190.9

		59		169.1

		59		149.5

		68		150.6

		47		181.9

		39		186.2

		62		184.6

		41		186.1

		41		176.4

		40		183.1

		67		147.9

		77		147.1

		72		150.8

		68		169.1

		76		144.9

		78		160.8

		21		195.9

		67		152.1

		32		190.1

		31		183.1

		65		150.1

		20		193.4

		78		131.5

		53		170.5

		76		150.4

		22		192.8

		42		164.4

		76		146.5

		37		187.9

		61		155.8

		51		170.9

		41		172.7

		65		178.9

		52		176.1

		30		175.6

		73		149.6

		63		185.6

		72		156.8

		62		174.5

		77		157.3

		25		188.4

		38		193.7
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Forberedelsesmateriale til stx-A MATEMATIK

Der skal afsattes 6 timer af holdets sedvanlige uddannelsestid til, at eleverne kan arbejde med
forberedelsesmaterialet forud for den skriftlige prove.

Tre til fem spergsmal i den skriftlige prove tager udgangspunkt i det materiale, der findes i dette oplaeg. De
ovrige spergsmal omhandler emner fra kernestoffet. Indholdet fra dette oplaeg kan optrade i begge
delprover.

Opleegget indeholder teori, eksempler og @velser i tilknytning til et emne, der ligger umiddelbart i
forlengelse af et kernestofemne.

Resultaterne af arbejdet med dette forberedelsesmateriale bor medbringes til den skriftlige prove del 2.

Alle hjelpemidler er tilladt i delprove 2. Til delpreve 1 vil der vare et indstiksark til formelsamlingen.
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Indledning

I forberedelsesmaterialet er der bdde evelser og opgaver. @velserne er teenkt som hjelp til forstaelse af
teorien, herunder beviser for nogle af setningerne. Opgaverne er teenkt som forberedelse til de opgaver, der
kommer til den skriftlige eksamen.

I forberedelsesmaterialet anvendes fem typer af farvede bokse. Se eksempler pé farvekoderne her:

Definition

Eksempel

Sztning

Ovelse Ovelserne er teenkt som hjlp til forstaelse af teorien, herunder ogsé beviser for nogle af
sa&tningerne.

Opgaverne markeret med et tastatur kan kun forekomme i delprave 2.

Opgave Opgaverne markeret med hand og blyant kan forekomme i begge delprover.
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Matricer i to dimensioner

Introduktion

Dette forberedelsesmateriale omhandler emnet matricer samt anvendelser af matricer i modeller for
populationer. Materialet er opbygget sdledes, at ny teori introduceres gennem eksempler og evelser,
hvorefter teorien praciseres og generaliseres ved definitioner og satninger.

Eksempel 1 I en population med kaniner veelger vi at sige, at en kanin er ung det forste levear, og
herefter er den gammel. Unge hunkaniners chance for at overleve det forste leveér er
70%, mens en gammel hunkanins chance for at overleve til det naste ar er 40%. Unge
hunkaniner far i gennemsnit 2 unger om éret, og gamle hunkaniner far i gennemsnit 1,5
unger om aret. Hvordan udvikler denne population af hunkaniner sig, som arene gar?
Vi indferer forst nogle variable til beskrivelse af populationens udvikling:
Antallet af unge hunkaniner 1 r n betegnes x, , og antallet af gamle hunkaniner i ar n

betegnes y, . Antallet af unge hunkaniner det naste dr, dvs. &r n+1, betegnes x,_,, og
antallet af gamle hunkaniner 1 r n + 1 betegnes y, ., .

Ud fra informationen om populationens udvikling kan sammenhangen mellem de fire
variable angives ved ligningssystemet:

xn+1 :2'xn +1’5yn
yn+l :077"xn +O’4yn

Ovelse 1 Forklar med dine egne ord, hvordan informationerne om populationens udvikling kommer
til udtryk i ligningssystemet.

Ovelse 2 Det antages, at der er 100 unge hunkaniner og ingen gamle hunkaniner i ar 0, dvs. nar
n=0.
Udregn pa baggrund heraf populationen de efterfelgende ar og udfyld tabellen nedenfor.

n 0 1 2 3 4

X

n

Y

Ved at benytte begrebet matricer kan vi ”automatisere” overnstaende beregninger, siledes at arbejdet med at
bestemme populationens udvikling fra et ar til et andet &r bliver lettere. En matrix er i princippet et
”talskema”, man kan regne med ud fra bestemte regneregler.

2 L5 ) .
4} , mens startpopulationen kan beskrives

b b

Matricen, der beskriver kaninpopulationen ovenfor, er [

100 . . .
som en vektor [ 0 ] . For at bestemme populationens sammensatning et ar senere, multipliceres matricen og

vektoren. Fx kan populationens sammensatning efter det forste &r ved hjelp af et vaerktegjsprogram beregnes

til
2 15) (100) (200
0,7 0,4/l 0] |70)
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og populationens sammensatning efter fire ar kan beregnes til

2 15" (100)

0,7 0,4/ | 0]

Dvs. at der efter et ar er 200 unge hunkaniner og 70 gamle hunkaniner i populationen, og efter 4 ar er der
3155 unge hunkaniner og 1052 gamle hunkaniner i populationen.

3155,05
1051,68

Ovelse 3 Velg andre startpopulationer, og bestem ved hjelp af et matematisk verktejsprogram
populationens sammensatning for hver af disse efter 3, 7 og 10 éar.

Regning med matricer
For at fa helt styr pa matrixbegrebet, definerer vi begrebet fra forrige afsnit, som folger:

Definition 1  En 2 X 2 matrix er et talskema, som kan skrives ved
a c
M = s
hvor a, b, c og d er reelle tal.

¢
Matricen bestar af to sajler og samt to reekker |a c| og |b d |

Multiplikation af en matrix M = [Z 2] med en vektor v = [x

y
MoT— a c||x _ a-x—+c-y ‘
b d) |y b-x+d-y
Multiplikation af et reelt tal £ med en matrix M = [Z :,] er bestemt ved

a c¢ k-a k-c
k-M=F- = .
[b d] [k-b k-d]

] er bestemt ved

Ovelse 4 a) Forklar med dine egne ord multiplikationsprocedurerne ovenfor, dvs. M -V og k-M .

9 2|(7
b) Bestem [ 5] . [1 1] ved hindregning og med et matematisk varktejsprogram.

I eksemplet med kaninpopulationen multiplicerede vi den samme matrix med sig selv flere gange, nemlig da
vi beregnede populationen det 4. ar, hvor vi udregnede:

2 L5} (2 L5)(2 L5)(2 L5)(2 L5
0,7 0,4) (0,7 04)0,7 04)(0,7 04)(0,7 0,4)
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Definition 2  To matricer M og N er givet ved

a ¢

M=
[bl dl

a, c
0 N=|" .
g [bz dzJ

Matrixproduktet M - N er da defineret ved

M-N— a G| (4 G| (a9 +ab, ac, +cd,
b d)\b, d, ba,+db, bc,+dd, '

Produktet M - N bestemmes altsa ved pladsvist at multiplicere reekkeelementerne i M med
sgjleelementerne i N og summere disse to produkter.

Pa http://www.youtube.com/watch?v=xaN8t83X9UY kan man se, hvordan matrixmultiplikation udferes i
praksis.

Ovelse 5 a) Kontroller at dit CAS-varktej beregner M - N som beskrevet i definitionen.

. . 9 6 4 2
To matricer 4 og B er givet ved 4= og B= .
8 5 3 11

b) Bestem A-B og B-A bade ved handregning og med et matematisk verktegjsprogram.

c¢) Velg selv andre 2 x 2 matricer, og bestem produkterne A-B og B- A med et
matematisk verktejsprogram.

Ovenstaende beregninger viser, at matrixmultiplikation ikke opfylder den kommutative

lov, dvs. M -N = N-M er ikke opfyldt.

a; &

b, d,

undersgge, om R-(M - N)=(R-M)- N (den associative lov) er opfyldt.

d) En matrix R er givet ved R =

] . Benyt et matematisk verktejsprogram til at

e) Benyt et matematisk varktejsprogram til at undersege, om
R-(N+M)=R-N+ R-M (den distributive lov) er opfyldt.

Opgave 1 Udregn nedenstaende udtryk

f‘\/ 2 [; _31] Z]
S

2 —1
c) 3-[5 4].
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Invers matrix

Definition 3

Seaetning 1

Ovelse 6

Eksempel 2

Matricen

=, 1

kaldes 2 x 2 enhedsmatricen.

Alle 2 x 2 matricer M opfylder ligningerne
M-E=Mog E-M =M,

hvor E er 2 x2 enhedsmatricen.
Benyt matrixmultiplikation med
a c
M=
til at bevise Setning 1.

Et ligningssystem kan besta af to ligninger med to ubekendte:

3x+4y=7
—x+9y=8.

Dette ligningssystem kan lgses med et matematisk varktejsprogram:
solve(3x+4y=7and —x+9y=8,x,y), x=1and y=1.

Dvs. lgsningen til ligningssystemet er x=1 og y=1.

Ligningssystemet kan ogsé loses med matricer, idet ligningssystemet omskrives ved hjelp
af en matrix og to vektorer, hvor koefficienterne til x og y beskrives ved matricen

de ubekendte beskrives ved vektoren v = [x] og hgjresiden beskrives ved vektoren

2

Den samlede omskrivning af ligningssystemet bliver séledes M -V =1 .
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Ovelse 7

Eksempel 3

Ovelse 8

Udregn M -V, og opstil ligningen M -v =i, hvor M er matricen i eksempel 2.
Sammenlign denne ligning med ligningssystemet

3x+4y=17
—x+9y=_8.

Matricen
3 4"
-1 9

3 4
kaldes den inverse matrix til

sy

og omvendt, at

231 =6

], og der gelder, at

Ligningssystem i gvelse 7 kan loses ved hjelp af den inverse matrix som folger:

ICH
)

S

Der gelder, at

_1 _
) -
-1 9 =

W (98]
ol L
~————

a) Kontroller, at

A I G W O
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Definition 4 En matrix M har en invers matrix, netop hvis der findes en matrix X, s
M-X=E og X-M=E.

Matricen X betegnes i sa fald M .

Ovelse 9 Bestem den inverse matrix til hver af matricerne vha. dit matematiske varktejsprogram
. 6 7 . -2 11
= (0) = ,
T2 o) BT s s

og gor rede for,at M -M ' =E og M~'-M = E er opfyldt for begge matricer, som
definitionen ovenfor foreskriver.

Hvis vi forsgger at bestemme den inverse matrix til matricen N = [15 6] med et matematisk

veerktejsprogram, sé fir vi en fejlmelding, fordi denne matrix ikke har nogen invers matrix.
Betingelsen, der sikrer, at en matrice har en invers matrix bygger pa begrebet determinant, som vi kender fra
vektorer i to dimensioner.

Definition 5 Determinanten det(M) for en matrix
a c
M=
er bestemt ved det(M)=a-d —b-c.

Vi kan bestemme determinanten med et matematisk verktagjsprogram fx: Determinant{

4 8
= -68 .
|

Opgave 2 Bestem determinanten for hver af matricerne
e~ 6 7 og -2 11 ‘
2 9 3 5
Ovelse 10 Opskriv to vektorer med tilfeeldigt valgte koordinater, og opstil en matrix, hvor sgjlerne er

givet ved de to vektorer.
Stemmer determinanten for de to vektorer overens med determinanten for matricen?

5 2
Beregner vi determinanten for matricen N = [1 i 6] , sa far vi det(N)=0, hvilket netop er grunden til, at

det matematiske varktejsprogram gav en fejlmelding, da vi forsegte at bestemme den inverse matrix til N
ovenfor. Der gaelder nemlig:
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Eksempel 4

Ligevaegte

I Eksempel 1 med kaninpopulationen kan vi opstille ligningssystemet

2 L5 (x| _ [*%n
0,7 0,4) yv,] W)
2 1,5 . . .
Da det TR =2-0,4—0,7-1,5=-0,25 =0, har matricen en invers matrix.

00
Hvis populationssammensatningen er [ 50 ] 1ar n=2, og vi vil bestemme popu-

L5 [x1
Wi

0,7 0,4

90

300}

lationssammensetningen i ar » =1, s er udgangspunktet [
kan séledes bestemmes ved:

2 L5) (2 L5)(x) (2 L5) (300
0,7 0,4) 10,7 0,4] |y ) 0,7 0,4/ |90

- [162%]

Lesningen

i

X

i

I eksempler med populationer kan det vare interessant at kigge pa stabile populationer, dvs. populationer
som befinder sig i en form for ligeveegt.

Eksempel 5

I en stor granplantage rammes traeerne til tider af svampesygdom. Treeerne kan groft
inddeles i to grupper: raske og syge. Man har konstateret, at et raskt tree med 6%
sandsynlighed vil blive sygt aret efter. Ligeledes vil et sygt tree med 72%
sandsynlighed blive rask aret efter.

Vi antager endvidere, at ingen traeer der af sygdommen eller af andre arsager, og at der
heller ikke plantes nye treer.

Det oplyses, at der er ialt 26000 traeer i plantagen.

Ud fra disse oplysninger kan vi opstille en model for udviklingen af syge og raske
treeer 1 plantagen.

Lad r, hhv. s, betegne antallet af raske treer hhv. syge traer i dr n.

De raske traer aret efter, dvs. 1 dr n +1 betegnes 7, . Disse udger 94% af de raske
treeer dret for, dvs. 0,94 -7, , samt 72% af de syge treeer aret for, dvs. 0,72-5, . P4

samme made kan vi opstille ssmmenhange mellem antallet af syge traeer i &r n og ar
n+1, séledes at vi far udviklingen i antallet af raske og syge treeer i plantagen
beskrevet ved modellen

0,94 0,72} (1) (7.
0,06 0,28 |s,] (s,.,)

n+l1

Det antages at de 26000 treeer i ar 0, dvs. nar n = 0, er fordelt siledes, at der er 13000
raske og 13000 syge traeer. Herefter kan fordelingen af raske og syge treeer i ar O til 4
bestemmes som vist i tabellen:
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n 0 1 2 3 4

IEEEEE

4420 2532 2117 2026
Tabellen viser en tendens til, at populationen af raske og syge traer stabiliserer sig.
Spergsmalet er, hvilken fordeling der er den stabile?

Ovelse 13 Kontroller, at populationerne i tabellen i eksempel 5 er korrekte. Bestem populationen for
n lig med 6, 8 og 10 ar, og giv et skan over antallet af raske og syge treeer 1 granplantagen,
nar populationen har stabiliseret sig.

5k

Definition 6  En vektor V" siges at vaere en ligevaegt for en matrix M , hvis M -v =V,

Foelgende konsekvens af definition 6 er central:
M> -V =M-(M-V")=M-V" =7

ik

Denne overvejelse kan generaliseres til M”" -V =V~ (overvej!) og ifelge definition 6 betyder det, at nar der
opnas stabilitet i udviklingen, forbliver populationen i ligevagt!

Ovelse 14 Vi gnsker nu at bestemme ligevagten, dvs. den vardi af » og af s, hvor der ikke sker

rL] _
, 0g angiver M

nogen @ndring fra ar til ar. Skrives ligevaegten pa vektorform v = [
Sy

matricen fra Eksempel 5, sa skal vi altsd bestemme ligevaegten v* ved at lose ligningen
M-V =V,

12 o § —k —% o
a) Vis,at v' = [ ] er en lgsning til M -v =V |, ndr s betegner antallet af syge traer.
s

b) Opstil en ligning, som s skal opfylde, nar granplantagen bestar af 26000 traeer, og
angiv ligevagten.

Ovelse 15 Findes der en ligevegtstilstand for kaninerne i eksempel 1?

Nogle specielle matricer, som kaldes overgangsmatricer, er serligt interessante, nér vi arbejder med
ligevaegt for populationssammensztninger.

Definition 7  En matrix
a ¢
M=
er en overgangsmatrix, hvis felgende er opfyldt:

1) a b, cogd erpositive reelle tal eller nul.
2) a+b=1logc+d=1.
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Ovelse 16 a) Er matricen M fra eksempel 5 en overgangsmatrix?

b) Er matricen M fra eksempel 1 en overgangsmatrix?
Saetning 3 Lad
a c
M =
veare en overgangsmatrix, hvor c=0 og b=0.

Sa er vektoren v = k-

¢
b] , hvor k= 0 er et reelt tal, en ligevaegt for matricen M .

Ovelse 17 Bevis s@tning 3 ved at udregne M -V~ ogudnytte, at a +b=1 og c+d =1.

Ovelse 18 Bestem ved hjelp af setning 3 tallet & for ligeveaegten i eksempel 5 (jf. avelse 14).

Egenveaerdier og egenvektorer

Eksempel 6 Vi betragter igen fra eksempel 1

2 15
M= :
[0,7 0,4]

hvor vi minder om, at denne matrix er en matematisk model, der modellerer endringen
1 kaninpopulationen fra et ar til det neeste ar.

Vi antog, at der var 100 unge hunkaniner og ingen gamle hunkaniner fra start. Vi
betegner startpopulationen med v, , dvs.

_ (100
K E

Ovelserne i forbindelse med eksempel 1 viste, at der med tiden bliver cirka 3 gange sé
mange unge som gamle hunkaniner. Eksempelvis finder vi, at

o _[2 1S " (100) (770275,4
SV, = ° f— .
* 10,7 0,4 0 256758,5

Ligeledes kan vi ud fra tabellen i gvelse 2 se, at populationen cirka vokser med en
faktor 2.5 pr. ar, idet vi far

2 1,5) (100) (505) (2 1,5) (100) (1262.0
. = , . = ()
0,7 0.4] |0 168) 10,7 0.4] | 0 420,7 ) %

2 1,5)° (100) (3155,
0,7 0,4 | 0] (1051,7)
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Hvis vi tager udgangspunkt i, at forholdet mellem unge og gamle hunkaniner allerede i

. 3-x )
starten er 3, og at antallet af gamle hunkaniner er x, svarende til v, = [ 0] , sa kan vi
Xy

pa baggrund af ovenstaende opstille falgende udtryk for populationen i &r 1, som vi

betegner v, :
S M. 2 L5)(3x, 7,5 x, e
Ww=M-V,= . = =25v.
: 10,7 04| x, 2,5 x,

Altsd geelder der, at M -V, =2,5-V .
Resultatet falder tilbage pa sammenhangen mellem M og faktoren 2,5, som vi

eksperimenterede os frem til ved at bruge skemaet fra gvelse 2.
Forseger vi nu at fremskrive én gang mere til ar 2, far vi

. . .. (2 L5) (3-x,) (18,75-x, . )
V=M vy=M"-y,= : = =6,25-v,=2,5"-v,.
0,7 0,4 3% 6,25-x,

Dette er en helt speciel egenskab, som vi vender tilbage til lidt senere.

Ovelse 19 Tjek udregningerne ovenfor vha. et matematisk vaerktejsprogram.

Det centrale her er, at vi kunne have brugt faktoren 2,5 — som kaldes en egenveerdi for M — til at fremskrive
uden at bruge M 1 udregningerne. Denne egenskab vil vi arbejde videre med.

Eksempel 7  Betragt matricen

31 . 1
M= og vektoren v = .
2 4 1

Vi multiplicerer M med Vv og far

S (3 1)1 2 1
M-v= = =2 ,
dvs. ved multiplikationen bliver v blot multipliceret med 2.

Definition 8 vekioren v =0 kaldes en egenvektor for en matrix M, nar der findes et tal ), sa

M-v=\v.
A kaldes for egenveerdien for den pageldende egenvektor.

Af eksempel 6 folger beregningen
2 L5

K :M'v‘):[m 0,4

3-x, 7,5-x, .
. = =2,5v,,
X, 2,5-x,

5
dvs. tallet 2,5 er ifelge definition 8 en egenverdi for M = [0 7 0 4] med tilherende egenvektor

L3
Vv, =
Xo

. Fortsaettes far vi ¥, = M -V, = M -M -V, = M -2,5-%, =2,5-M -V, =2,5-2,5-¥, =2,5° - ¥},
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Ovelse 20 Undersgg, om vektoren

-

1
er en egenvektor for M = [2 4] , og bestem 1 givet fald den tilsvarende egenvardi.

Opgave 6 Undersog, om vektoren
y =
é7"‘\ 2

2 0
er en egenvektor for M = [2 3].

Ovelse 21 Bestem en vektor, som ikke er egenvektor for

x

Selve definitionen af egenverdi og egenvektor giver ikke en metode til at bestemme egenvektorer og
egenvaerdier. Det fér vi brug for, og folgende setning udtaler sig om dette:

Satning 4 A er en egenverdi for en matrix M, netop hvis det(M —AE)=0.
Den tilhgrende egenvektor v kan bestemmes som lgsningen til ligningen

(M —X\-E)-¥=0.

Eksempel 8 Vi illustrerer anvendelsen af satning 4 pd matricen fra tidligere, for vi beviser
s@tningen.

31
Lad M = . Vi bestemmer
2 4
31 10 3 1) (A0 3—-A 1
M—-\-E= A = — = ,
2 4 0 1 2 4) 10 A 2 4-)
og beregner determinanten for denne matrix
3-A 1
2 4=
Loses andengradsligningen \*> —7X\+10=0 fir vi \=2 og A =5, hvilket stemmer

med eksempel 7 og gvelse 20. Ydermere forteller det os, at der ikke er flere
egenvaerdier end disse to.

=\ —7X+10.

det [

Hvis vi vil bestemme egenvektorerne svarende til A= 2, leser vi (M —2-E)-v = 0,
og med et matematisk verktegjsprogram far vi
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X

¥

2x+2y=0

31210 0
2 4 0 1 o

Heraf folger, at der er uendeligt mange egenvektorer til matricen M , fordi der er
uendeligt mange lesninger til ligningssystemet, blot med krav om, at x=—y.

x+y:0]

Opgave 7 Bestem egenverdier og tilherende egenvektorer til matricen
52 —4,3
M = .
3,1 -—3,6
Ovelse 22 Vis, at matricen
4 2
M =
-3 1

ikke har nogen egenverdier.

Vi vender nu tilbage til setning 4. I setningen star ... netop hvis...”, hvilket betyder, at setningen bestér af
to udsagn, nemlig:

1) Hvis A er en egenvardi for en matrix M, sé er det(M —AE)=0,

og omvendt:

2) Hyvis det(M —AE)=0,sder A en egenverdi for matricen M.

Vi beviser forst 1), dvs. vi antager, at \ er en egenverdi for M, og vi skal sé vise, at det(M —AE)=0.

Af definitionen pa egenveardi har vi, at der findes en egentlig vektor v (dvs. v = 0 ), sa

M-V=\V.
Heraf folger, at
M-V=A-¥=0

—

M-V—XNE-v=0
(M—X-E)v=0
Men denne ligning har ikke alene v men ogsd nulvektoren som lgsning, dvs. der er altsi mindst to lesninger.

Hyvis determinanten for et ligningssystem er forskellig fra 0, sa vil der jo veere precis én losning, sé derfor
kan vi konkludere, at determinanten her ma vere nul, dvs. det(M —AE)=0.

Hermed har vi bevist 1).
Vi beviser nu 2), dvs. vi antager, at det(M —AE) =0, og vi skal sa vise, at A er en egenvaerdi for M.

. . . o .. . - X
Naér vi skal vise, at A en egenvardi for M, sé skal vi vise, at der findes en egentlig vektor u = [

], som er
Yy

egenvektor for M , dvs. u skal opfylde, at M -u = \-u , eller som ovenfor, at
(M —\-E)ii=0.

Opstil det tilsvarende ligningssystem, idet M = [Z ;] :
(@a=A)x+c-y=0 ™
b-x+(d—-))-y=0. (**)

Vi ved jo, at determinanten for ligningssystemet er 0, sa derfor far vi
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(@a—X\)-(d—N)+c-(—=b)=0. (*%%)

5 J , sé er ligningen opfyldt.

Betragt nu ligningen i (*) og vis, at hvis vi veelger u = [

Vis, at u :[ b ] ogsé opfylder ligningen i (**).

Saledes er # en egenvektor for M .
Determinantudtrykket i (***) kan omskrives til (overvej!)

b-(—c)+(d—-X)-(a—X)=0. (F**)
Betragt nu ligningen i (**) og vis, at hvis vi veelger w= —c)\} , s& er ligningen opfyldt.
a—
Vis, at w= [ —c}\] ogsé opfylder ligningen i (*).
q—

Séledes er w en egenvektor for M .
Men kan vi veere sikre pé, at  og w er egentlige vektorer eller kunne # og w vere nulvektoren?
Hvis # og w var nulvektoren, sd ville der geelde, at
d—A 0
=| |,dvs. d—=A=0 A —b=0
—b 0

og, at
—c 0
=| |,dvs. —¢=0 A a—)A=0,
a—A 0
hvilket betyder,at b=c=0 A d—A= a—A=0,o0gdermed, at a=d . Mensé ville M jo vare

a 0 1 0
M: =a- :a'Ea
o o=elo

og denne matrix har jo alle vektorer som egenvektorer (overvej!) og ikke kun de to # og w, som vi fandt
ovenfor. Altsd er # og w egentlige vektorer.
Vi har séledes vist, at der findes en egentlig vektor, der er egenvektor for M og dermed, at A er egenverdi

for M .
Hermed har vi bevist s@tning 4.

Hyvis vi afslutningsvist igen vender os mod eksempel 1 med kaninpopulationen, kan vi nu udlede den
sammenhang mellem ligevagten i en population og egenvardierne, som der blev argumenteret for tidligere.
Ofte vil man nemlig vere interesseret i at kende udviklingen af v, nar n bliver stor.

Seetning S Nér n bliver stor, vil v, = M" -V, narme sig c- A} -V, hvor ¢ er en konstant, )\, er den

storste af de to egenvaerdier til M , (dvs. ‘)\1‘ > ‘)\2

), med tilherende egenvektor Vv .

Saetningen kan ogsa formuleres med matematisk notation:
Vv, =M"-V,—c-\ -V for n— oo

n

, har n er stor, geelder det ogsa, at

v
— ~ n+1 = __ n = _ n — ~ .—»
VoA V=N c Al V= A V)= V.

Fortolkningen er interessant:
For store verdier af n, kan man fremskrive en population blot ved at gange v, med ) .

Eller sagt p& en anden méde:
Populationen vokser med en faktor )\, ved hver fremskrivning.
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Fremskrivning af en population over flere perioder, kan altsa generaliseres ved blot at gange v, med den rette
potens af ) .

Seetningen vises ikke, men resultatet fores tilbage til Eksempel 1 med kaninpopulationen. Her var

2 15

populationsmatricen M = ’
0,7 0,4

] , og udregninger senere viste, at den sterste egenvardi for matricen var

3-x,

Xo

. Den videre udregning viste, at

A, = 2.5 med tilherende egenvektor v, = [

3. 3.
\72:)\12.[ x‘)]zz,sz.[ Yo
Xo

Xo

, hvilket er i overensstemmelse med se&tning 5.

Populationen kan altsa fremskrives udelukkende vha. af egenvektoren og egenvardien — og sé selvfolgelig
startpopulationen.

Der gelder ligeledes en s@tning for overgangsmatricerne, som ger, at vi kan bruge egenvektoren til at finde
en populations ligevaegt. Dette anskueliggeres ud fra eksempel 5, hvor vi ferst finder en af egenvektorerne
og den tilhgrende egenvaerdi til matricen i eksempel 5.

Ovelse 23 Vis ved at benytte definition 8, at

[

0,94 0,72 :
er en egenvektor til overgangsmatricen M = med tilherende egenvektor
0,06 0,28
A=1.
Det betyder, at M -V =V . Hvilken yderligere egenskab har v dermed i denne
sammenhaeng?
Ovelse 24 [ avelse 13 var

Vy =

o o [23999,997) (24000
2000,003 | | 2000 |

12
Hvordan haenger dette sammen med egenvektoren v = [ 1 ]?

Vi har nu argumenteret for, at der er en klar sammenhang mellem en populations ligevaegt og egenvektoren,
som vi kan formulere i en s&tning:

Szetning 6 Hvis M er en overgangsmatrix, og v er en ligevaegt for M , si er v en egenvektor med
tilhgrende egenveerdi 1.

Der geelder desuden, at 1 er den sterste egenveaerdi for M , ogat v, —k-V " hvor k eren

konstant, nar n — oo .

Seetningen siger netop, at en populations ligevagt er proportional med egenvektoren. Det betyder altsa, at
forholdet mellem egenvektorens koordinater kan genfindes i koordinatsattet for populationens ligevagt.
Bemark, at saetning 3 siger, at dette forhold faktisk ogsa kan genfindes mellem ¢ og b i selve

overgangsmatricen M. I gvelserne for seetning 6 fremgar det fx, at forholdet mellem koordinaterne i
. [23 999,997

opulationens ligevegt v, ~ M'v, =
pop gevEEt %o ° =1 2000,003

forhold findes mellem 0,72 og 0,06 i M.

12
]er 12, ligesom i egenvektoren v —[ { ] Det samme
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I en model opdeles en dyrepopulation i de unge dyr og de gamle dyr, hvor x, betegner
antallet af unge dyr, og y, betegner antallet af gamle dyr i r n. Matricen M givet ved

0 2
M = [0 5 0] beskriver udviklingen i populationen fra ér z til &r n+1.

Dyrepopulationen starter med at besta af ingen unge dyr og 10 gamle dyr.
a) Bestem fordelingen af unge og gamle dyr i populationen efter 5 ar.

b) Bestem egenvardierne for M, og forklar betydningen af egenverdierne for fordelingen
af unge og gamle dyr i populationen.

Et firma salger to typer abonnementer 4 og B til en gruppe af personer, hvor det i en
model galder, at det samlede antal personer i gruppen er konstant. Andelen af personer
med abonnement 4, der skifter abonnement, er 20%, og andelen af personer med
abonnement B, der skifter abonnement er 10%. I modellen betegner x, antallet af personer

med abonnement A, og y, betegner antallet af personer med abonnement B i maned n.
0,80 0,10
0,20 0,90
fra maned » til méned n+1.

Gruppen bestar i den forste méned af 12000 personer med abonnement 4, og 16000
personer med abonnement B.

Matricen M givet ved M = [ ] beskriver udviklingen i abonnementsfordelingen

a) Bestem fordelingen af abonnementer efter 12 maneder.

b) Bestem den sterste egenvardi for M og den tilherende egenvektor, og forklar
betydningen af disse for udviklingen i abonnementsfordelingen.
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Bilag: Vejledning i matricer og matematiske veerktgjsprogrammer

Multiplikation af matricer med Maple 2017
, 2 L5)(2 L5 2 L,5) (100
Vi gnsker at bestemme . og . .

0,7 0,4) (0,7 0,4 0,7 0,4)( 0
Vi kan anvende Matrix paletten og punktum notation.
215 2 15
0.7 0.4 || 0.7 0.4

5.05000000000000 3.60000000000000
1.68000000000000 1.21000000000000

2 15| 100
0.704(] 0

200.
70.

Losning af ligningssystem pa matrixform med Maple 2017

L

Vi kan anvende vsolve kommandoen fra Gym pakken.

with{ Gym) :

3 4
vsolve
-19

V1 onsker at lose

7
8

X

l}l

. {x,}'}]

{x=1y=1}

f

Bestemmelse af determinant af matrix med Maple 2017
3 4
Vi gnsker at bestemme det [[ | 9]] .

I pakken LinearAlgebra kan vi anvende kommandoen Determinant.

with| Lineardlgebra) :
3 4
Determinat
-19

31

Bestemmelse af invers matrix med Maple 2017
30 4)"
-1 9

Vi kan anvende matrix paletten igen

Vi gnsker at bestemme [
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3 4

-19
9 _4
31 31
I
31 31

J
Bestemmelse af egenvaerdier med Maple 2017

3 4 1 0
Vi ensker at bestemme egenvardierne ud fra det[[ . 9] — )\[0 1]] =0.

Vi kan anvende kommandoen Determinant.

34 10
=0

-19 01
" -
A —1244+31=0

Determiviart

zolve for lambda

[[r=6+V5][r=6-J5]]
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Multiplikation af matricer med Geogebra S
) 2 L5)(2 L5 2 1,5] (100
Vi ensker at bestemme . og - .
0,7 0,4)10,7 0,4 0,7 0,4/ 0
Vi kan anvende inputlinje til at indtaste matricen.
input M=({2,1.5),0.7,0.43)

F Algebravindue o X
Liste
Lo 2 15
i ( 0.7 0.4 )
Vi kan udregne produkterne ved hjelp af inputlinjen.
Input: M'M|
F Algebra vindue X
Liste
e - A
et 0w )
_ [ 505 3.6
My = ( 168 1.21 J
Input M*(100,0)
k Algebra vindue kA
Liste
=( 2 15)
0.7 04 )
_ [ 505 3.6
Mi=1 168 121 )
Purik
® A= (200,70)

Losning af ligningssystem pa matrixform med Geogebra 5

s

Vi kan indtaste matricen i inputlinjen, og derefter anvende CAS.

. 3 4) (x
Vi ensker at lose .
-1 9) |y

Input:
P CAS | » Algebra vindue >
. M = ( 3 4 )
Beregn: {{x=1,y=1}} -1 9
2

Bestemmelse af determinant af matrix med Geogebra 5

)

Vi kan bruge kommandoen Determinant i inputlinjen.

Vi ensker at bestemme det

Input:| Determinant (M)
¥ Algebravindue X
Liste
f 3 43
= |.L -1 8 .II
MNumerisk
a=M
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Bestemmelse af invers matrix med Geogebra 5
, 3 4)"
Vi gnsker at bestemme

-1 9
Vi kan anvende inputlinjen.
Input: M~
» Algebra vindue = |
Liste
s 3
W= [ -1 9)
_{ 029 —0.129
L ( 0.032 n.wr)

Bestemmelse af egenverdier med Geogebra 5

3 4 1 0
Vi ensker at bestemme egenvardierne ud fra det[[ . 9] - 0 1]] =0.

Vi kan anvende kommandoen Determinant 1 CAS.

P CAS = X | » Algebravindue <
Determinant(M-A*E =0 Liste
1 oE=(10)
Beregn: {.\z—\r"ﬁ_+ﬁ,hz\f§+ﬁ} 01
— 3 4
______ w=( 34
2 . v

Side 23 af 25





Multiplikation af matricer med TI-Nspire
) 2 1,5)(2 L5 2 1,5} (100
Vi gnsker at bestemme . og . .
0,7 0,4) 10,7 0,4 0,7 0,4)1 0

Vi kan oprette en matrice i feltet Beregninger, og derefter udregne produkterne.
|

m=| 2 15 2 1.5
0.7 0.4 0.7 0.4
m- m 5.05 3.6 |
1.68 1.21)
m-|100 200.
0 70. |
Lesning af ligningssystem pa matrixform med TI-nspire
. 3 4)(x 7
Vi gnsker at lase 1=
-1 9|y 8
Vi kan anvende solve pa ligningssystemet i Beregninger.
solve(| 3 4| |v|=|7|xy x=1and y=1
-1 9 8
Bestemmelse af determinant af matrice med TI-Nspire
3 4
Vi gnsker at bestemme det[ { 9}] .
Vi kan bruge kommandoen det i Beregninger.
det/| 3 4 ] 31
1 9]
Bestemmelse af invers matrice med TI-Nspire
, 34"
Vi gnsker at bestemme L 9
Vi kan taste direkte i Beregninger.
3 4|l 2 4
-1 9 31 31
1 3
31 31

Bestemmelse af egenvaerdier med TI-Nspire

-1 9 0 1

Vi kan anvende kommandoen det sammen med solve i Beregninger.
a solvedet|| 3 4-a-|1 Oll=01
-1 9 01

3 4 1 0
Vi ensker at bestemme egenvardierne ud fra det[[ ] — /\[ ]] =0.

1=([5 -6) or 1=5 +6
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Bilag: Indstiksark til formelsamling

Matricer i to dimensioner

1 0
Enhedsmatrix (f1)y E= [0 1]
Multiplikation @) M-N= 4 q||& G|_|4-atd b, a,-c,+c¢-d,
mellem matricer b d)\b, d, b-a,+d b, b-c,+d -d,
Multiplikation a c) (x a-x+c-y
mellem matrix og (3) M-V = [ }[ ] = [ ]
vektor bod)ly b-xt+d-y
Multiplikation a c ka k-c
mellem matrix og (f4) k-M=k [ ] = [ }
skalar b d) \k-b k-d
Determinant af M [a C} det(M) d—>b

= , de =a-d—b-c

matrix (£5) b d

a c

M= , det(M)=0

b d

Invers matrix (f6)

. 1 [ d —c]
Mil=— .
det(M) |-b a

Egenvektor og (£7) M-y =Xy
egenverdi det(M —\-E)=0
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Forberedelsesmateriale til stx-A MATEMATIK

Der skal afsaettes 6 timer af holdets seedvanlige uddannelsestid til, at eleverne kan arbejde med
forberedelsesmaterialet forud for den skriftlige prove.

Ved den skriftlige prove kan indhold og metoder fra forberedelsesmaterialet indga i opgaver i begge
delpraver.

Oplegget indeholder teori, eksempler og gvelser i tilknytning til et emne, der ligger umiddelbart i
forleengelse af emnerne i kernestoffet. I dette forberedelsesmateriale er emnet ”Grafteori”.

Alle hjelpemidler er tilladt, og det er tilladt at modtage vejledning under arbejdet med dette
forberedelsesmateriale.

Resultaterne af arbejdet med dette forberedelsesmateriale ber medbringes til delprove 2 af den skriftlige
prove.

Det foreliggende materiale er gaeldende for eksamen maj-juni 2019, august 2019 og december 2019.
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Indledning

I forberedelsesmaterialet er der bade gvelser og opgaver. @velserne er tenkt som hjelp til forstaelse af
teorien, herunder beviser for nogle af setningerne. Opgaverne er taenkt som forberedelse til de opgaver, der
kommer til den skriftlige eksamen.

I forberedelsesmaterialet anvendes fem typer af farvede bokse. Se eksempler pa farvekoderne her:

Definition

Eksempel

Satning

Ovelse Ovelserne er teenkt som hjelp til forstaelse af teorien, herunder ogsé beviser for nogle af
s&tningerne.

Opgave Opgaverne er teenkt som forberedelse pa de opgaver, der kan komme til den skriftlige
eksamen.

Opgave Opgaverne markeret med hand og blyant kan kun forekomme i delprave 1.

I

Opgave Opgaverne markeret med et tastatur kan kun forekomme i delpreve 2.
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Grafteori

Grafteori er ikke et nyt matematisk emne, men med vores store brug af computere er emnets aktualitet
forgget. De algoritmer, man finder i grafteori, gennemfores ofte med computeren, og grafteori er saledes et
vigtigt emne inden for den diskrete matematik. Dette forberedelsesmateriale leegger dog ikke op til
computerbrug men snarere til en fordybelse i selve algoritmerne. Begrebet grafhar i denne sammenheng en
ganske anden betydning, end den vi kender fra arbejdet med funktioner.

Grafteori kan bl.a. benyttes til at give en forenklet fremstilling af problemer, som fx vedrerer optimering af
forskellige netveerk. Det kan vaere spargsmélet om, hvordan man finder den hurtigste rute mellem to
destinationer (teenk f.eks. pd Google Maps), den billigste flyrute mellem to byer, eller hvordan man
planlaegger etablering af et fibernet billigst. Vi kommer i dette materiale til at arbejde med to forskellige
algoritmer: Prims algoritme og Dijkstras algoritme. Desuden introduceres de grundlaeggende grafteoretiske
begreber samt begreberne Eulertur og Eulergraf, og vi ser pa deres anvendelser.

Eksempel 1  Figuren viser en skitse af vejsystemet i en park, hvor en motionist A
lober sin daglige motionstur. Bogstaverne 4, B, C, D og E angiver B
vejkryds.

Leberen gnsker at lgbe pa alle veje, men kun én gang pa hver ve;.
Dette kan lade sig gore, hvis han fx lgber ad ruten E
C—-A—-B—-C—-D—-B—E—D. D

Bemerk, at loberen ikke slutter ssmme sted, som han startede.

Ovelse 1 a) Lav en anden lgberute pa figuren i eksempel 1, hvor lgberen kommer rundt pa alle
vejene pracis én gang? Gem resultatet, da du skal se pa det senere.

b) Lgberen gnsker at starte og slutte i punkt C. Han behover ikke at na rundt pé alle veje,
men gnsker at undga at komme forbi det samme vejkryds mere end én gang.
Opskriv en mulig rute. Hvor mange forskellige ruter kan du finde?

c) Er det muligt at lave en rute, hvor man starter og slutter samme sted, og som samtidig
kommer rundt pa alle veje pracis én gang?

Figuren i eksempel 1 er et eksempel pé en graf.

En graf bestér af en samling af hjorner, som pa figuren i eksempel 1 angives med punkterne 4, B, C, D og E.
Kanterne 1 en graf er stregerne, der forbinder hjornerne parvist. Man kan godt forestille sig to hjerner, der
forbindes af mere end én kant, og tilsvarende behever to hjarner ikke nadvendigvis at vere forbundet af en
kant. Et hjerne kan ogsa vaere forbundet med sig selv via en kant. I dette tilfelde kaldes det for en lokke.

B B
B
¢ Lﬂf
A C A A
D D De

Ovenstaende figurer viser eksempler pa grafer med hjernerne 4, B, C og D, men med forskellige kanter:
Figuren til venstre viser en graf med en lokke ved hjerne C, hjernerne 4 og B er forbundet af to kanter, mens
der ikke findes en kant, som forbinder hjernerne B og C, og der er heller ingen kant mellem 4 og C. Figuren i
midten viser de samme 4 hjerner, men nu med kanter mellem alle hjernerne. Her er der ingen dobbeltkanter
eller lokker. Figuren til hejre viser de 4 hjorner, og enkelte kanter. Grafen siges at veere ikke
sammenhcengende, da der ikke er nogen kant, der forbinder hjerne D med de gvrige hjorner.
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Ovelse 2 a) Tegn en graf med hjernerne 4, B, C, D og E og med kanterne AB, BC, DE og BD.

b) Tegn en graf med de samme hjerner, hvor alle hjernerne er forbundet af kanter, og
hvor to af hjernerne er forbundet af to kanter.

¢) Tegn en graf med de samme hjerner. Grafen skal have en lokke ved et hjorne, og
grafen skal vere ikke-sammenhangende.

Vi kan nu definere nogle centrale begreber indenfor grafteori:

Definition 1  Graf og delgraf
En graf G bestar af to mengder: En mangde af hjerner og en mangde af kanter.
En delgraf af en graf G bestér af nogle af hjernerne i G og nogle af kanterne mellem de

udvalgte hjorner i G.

Eksempel 2 Figuren viser en graf med fire hjerner. En delgraf med hjernerne 4,
B og C er markeret. Delgrafen indeholder kanterne AB og AC,
mens kanten BC ikke er med, selvom hjernerne B og C er.

Delgrafer behogver ikke at vaeere sammenhangende. For eksempel er
delgrafen bestadende af hjernerne A4, B og C og som kun har kanten

AB ogsa en delgraf.
Ovelse 3 Figuren viser en graf. C b
B
Indtegn 3 forskellige delgrafer pa grafen.
A F
Vi far brug for nogle begreber, der beskriver forskellige typer af delgrafer pé en graf.
Definition 2  Vandring, tur og sti
En vandring pa en graf er en sekvens af hjerner, der er forbundet af kanter.
En tur er en vandring, der bestér af kanter, der hver kun kan vare med én gang.
En sti er en tur, hvor samme hjerne ikke besgges flere gange.
Eksempel 3  Delgrafen B— C — E — C — D er et eksempel pa en c D
vandring. Det er ikke en tur, da kanten CE er med to gange. B
Delgrafen C — £ — D — C — B er et eksempel pa en tur. Det
er ikke en sti, da hjerne C er med to gange. N
F

Delgrafen 4 — E — D — C — B — F er et eksempel pa en
sti.
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Ovelse 4 Figuren viser en graf.

a) Opskriv en sekvens af hjerner, der angiver en vandring, B
som ikke ogsa er en tur. A

b) Opskriv en tur, der ikke ogsa er en sti.

c) Opskriv en sekvens af hjerner, der angiver en sti.

Definition 3  Kreds

En kreds er en tur, der starter og slutter i det samme hjerne, mens de andre hjerner er
forskellige. Starthjernet/sluthjernet er sdledes med to gange, mens de andre hjerner er med
praecis én gang.

Eksempel 4  Delgrafen 4 — B — D — E — A fra figuren i gvelse 4 er et eksempel pa en kreds.

Ovelse 5 Hvor mange kredse kan du finde pa figuren i gvelse 4?

Ovelse 6 Billedet viser et rekreativt omrade, hvor omradets veje kan udgere kanterne i en graf, og
hvor hjernerne er tegnet ind pa billedet.

a) Skitsér kortet i en graf.

b) Hvor mange kredse, der starter
og slutter i hjerne H, kan du
finde pa grafen?

¢) Indtegn en kreds, der
indeholder alle hjerner i
grafen, og som starter og
slutter i hjerne H.

Eksempel 5 Vi vender nu tilbage til motionisten fra eksempel 1. Motionistens A
overvejelser om leberute kan formuleres ved hjelp af begreber fra B
grafteorien. Ruten C -4 —B—-C—D—B—FE— D eret
eksempel pa en tur, der ikke er en sti, da flere hjorner besoges flere
gange.

c

En lgberute, der starter og slutter samme sted, og som ikke besgger D
de andre hjerner eller kanterne mere end én gang, vil vaere et
eksempel pa en kreds.

Ovelse 7 Formulér de tre delopgaver i gvelse 1 med begreberne fra grafteori.
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Opgave 1 Figuren viser en graf.
a) Angiv en sti i grafen. 1

b) Angiv to kredse i grafen. D

F K

For at kunne undersoge loberens problemer med at finde ruter, hvor han ikke skal lobe pa de samme veje
flere gange, indfarer vi nu et nyt begreb: Et hjernes grad.

Definition 4  Graden af et hjorne

Antallet af kanter, som udgar fra et hjerne, kaldes hjernets grad.

Eksempel 6 Hjornemne 4 og E pé figuren har graden 2, mens hjerne C og D har A
graden 3, og hjerne B har graden 4. B

D

Grafen i eksempel 6 stammer fra eksemplet med leberen. Vi sé i gvelse 1, at der var op til flere ruter, der
havde alle kanter med netop én gang.

Ovelse 8 Find dit resultat fra gvelse 1. Kan du finde en sammenhang mellem graden af hjernerne og
starthjernerne for de ruter, du fandt? Se ogsa pa sluthjernerne.

Ovelse 9 a) Angiv graden af de 6 hjerner pa grafen pa figuren.

b) Overbevis dig selv om, at der ikke findes en tur, der
indeholder alle kanterne i grafen.

¢) Kan du fjerne en kant, sa du kan lave en tur, der indeholder
alle (de resterende) kanter?

d) Angiv graden af hjernerne i den nye graf.

Det viser sig, at der findes en sammenhaeng mellem graden af hjernerne i en graf og muligheden for at lave
en tur, der indeholder alle kanter. Dette ser vi pa i naste afsnit.

Eulergrafer

Et klassisk eksempel pa grafteori omhandler broerne i byen Konigsberg (hedder nu Kaliningrad) og gar helt
tilbage til 1700-tallet.

Nedenfor ses et kort over broernes placering i forhold til byen. Kortet er tegnet i 1736 af datidens store
matematiker Leonard Euler og viser landomraderne 4, B, C og D samt de syv broer. Euler formulerede
problemet: Kan man lave en rute for en spadseretur i Konigsberg, der krydser alle 7 broer netop én gang?

Eulers gode idé var at oversette broer til streger og landomréder til punkter, som i grafteoriens sprog bliver
til kanter og hjerner.
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Ovelse 10 Tegn en graf, som kan bruges til at beskrive problemet om broerne i Kénigsberg, idet du
lader broerne svare til kanter og landomrader svare til hjernerne 4, B, C og D. Gem dit
resultat til senere brug.

Problemet omkring spadsereturen i Konigsberg svarer til eksemplet med laberen (se ovelse 1), der ensker at
lobe pé alle vejene i1 parken netop én gang. Problemet giver anledning til falgende definition:

Definition 5  Hvis der findes en tur, som gennemlgber alle kanter i grafen, kaldes turen for en Eulertur.

Hyvis der findes en Eulertur, som starter og slutter samme sted, kaldes denne for en /ukket
Eulertur, og grafen kaldes en Eulergraf.

Vi skal i det folgende analysere hvilke kriterier, der skal vaere opfyldt, for at man kan danne en Eulertur pa
en graf, eller for at der er tale om en Eulergraf. Afsnittet er bygget op omkring et eksempel om et vejnet, der
introduceres i eksempel 7.

Eksempel 7 Vi ser pa et udsnit af vejnettet i Danmark fra www.krak.dk, som viser hovedvejnettet
mellem byerne Naestved, Ringsted, Sorg, Slagelse, Holbaek og Kalundborg.
Da vi kun er interesseret i et billede af vejnettet mellem de seks byer, kan vi tegne en skitse
af kortet vha. en graf, hvor hjernerne reprasenterer byerne, og kanterne illustrerer, at der
er en vejforbindelse mellem to byer.

“ ASNES

] v, Kalundborg
Svinninge i
Halbzk Holbaek
“Kalundborg Kabenh n
Hvalsa Lejré *Tu
Gerley, Diafialund Sorg

Ringsted

Slagelse

* Karrebasksminde

Naestved

Vejvasenet skal kontrollere vejnettet mellem de seks byer, sd vi ensker at finde en rute,
hvor hver enkelt vejstrackning kontrolleres netop én gang af hensyn til gkonomien. Hver
kant pa skitsen skal altsa tilbagelaeegges netop én gang pa kereturen svarende til, at vi skal
finde en Eulertur.

Vi kan hurtigt overbevise os selv om, at det ikke er muligt, hvis kereturen starter i én af
byerne Kalundborg, Holbak, Nestved eller Ringsted. Overvej dette! Hvis vi derimod
starter kereturen i Sorg eller Slagelse, kan vi komme rundt pa alle veje netop én gang,
uden dog at komme tilbage til startstedet. Fx er Sorg — Holbak — Kalundborg — Slagelse
— Nastved — Ringsted — Sore — Slagelse en mulig rute. Vi kan altsa finde en Eulertur
pé grafen.

Vi slutter ikke kereturen i startstedet, sa vi har ikke fundet en lukket Eulertur.
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Ovelse 11

Nedenfor er der givet tre forskellige skitser af et vejnet mellem henholdsvis tre, fire og fem
byer.

B B D B D

Undersgg, om der findes en Eulertur eller en lukket Eulertur pé graferne.

Vi kan for hvert vejnet prove at lase opgaven for vejvaesenet ved simpelthen at preve os frem. Men vi kunne
ogsa lede efter nogle egenskaber ved et vejnet, som kan gere det muligt for os let at lose vejvasenets opgave.

Vi zoomer ind pa en by pa grafen og opdeler situationen i to tilfaelde, alt efter om der udgar et lige eller et
ulige antal veje fra byen.

Eksempel 8

Ovelse 12

Eksempel 9

Vi ser pé by 4, hvortil der er tre veje.

Strategi 1: (start i A)
Vi starter i A, og vi forlader byen ad en kant. Derefter skal vi
komme tilbage ad en anden kant og forlade 4 ad den tredje kant. A

Strategi 2: (start i et andet punkt end A)

Vi starter ikke i 4, dvs. vi kommer til 4 ad en kant og forlader 4
ad en anden kant. Vi mangler sa at kere ad den sidste kant, og
dermed skal lgsningen for vejveasenet slutte i 4.

Konklusion: Hvis hjerne A4 har grad 3 og vi starter i 4, sé slutter
vi ikke 1 4. Men omvendt galder der: Hvis vi ikke starter i 4, sa
slutter vii 4.

Betragt en by A4, hvortil der er fem veje. A

a) Argumentér for, at vi fir samme konklusion, som i tilfeldet
med tre veje (jf. eksempel 8).

b) Generalisér til situationen, hvor byen 4 har et ulige antal
veje.

Betragt en by B, hvortil der er fire veje.

Strategi 1: (start i B)

Vi starter 1 B, dvs. vi forlader byen ad en kant. Derefter kommer

vi tilbage ad en anden kant, og vi forlader igen B ad en tredje

kant. Nar vi bruger den fjerde kant kommer vi til at slutte i B. B

Strategi 2: (start i et andet punkt end B)

Vi starter ikke 1 B, dvs. vi kommer til byen ad en kant. Vi
forlader B ad en anden kant, og derefter skal vi komme til B ad
en tredje kant. Vi skal sa forlade B ad den fjerde kant, og dermed
slutter vi ikke i B.
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Konklusion: Hvis B har graden 4 og vi starter i B, sa slutter vi
ogsa i B. Omvendt gelder der, at hvis vi ikke starter i B, s&
slutter vi heller ikke i B.

Ovelse 13 Betragt en by B, hvortil der er seks veje.

a) Argumentér for, at vi fir samme konklusion, som i tilfaldet B
med fire veje (jf. eksempel 9).

b) Generalisér til situationen, hvor byen B har et lige antal veje.

Vi har i de ovenstdende eksempler og avelser set, at det er afgerende, om antallet af veje, der udgar fra en by,
er et lige antal eller et ulige antal. Vi samler erfaringerne i folgende satning:

Satning 1 a) Hvis der fra en by i et vejnet udgér et ulige antal veje, skal vejvesenet enten slutte
eller starte i denne by, hvis de skal lave en rute, hvor alle kanter er med én gang.

b) Huvis der fra en by i et vejnet udgar et lige antal veje, sa skal vejvasenet slutte her, hvis
de starter her. Omvendt sé skal vejvasenet ikke slutte her, hvis de ikke starter her.

Pé baggrund af setning 1 kan vi argumentere for, at hvis et vejnet har mere end to byer med et ulige antal
veje, sd kan vi ikke finde en lesning til vejvasenets problem. Hvis der fx er tre byer med et ulige antal veje,
sé vil der vaere en by med et ulige antal veje, hvor vejvasenet hverken starter eller slutter, hvilket er i
modstrid med resultatet i setning 1.

Vi sammenfatter de vigtigste egenskaber ved Eulerture og Eulergrafer i den folgende satning:

Szetning 2 a) En graf er en Eulergraf, netop hvis alle hjerner har en lige grad.

b) Huvis der er hgjst to hjerner med en ulige grad, kan vi finde en Eulertur, men den er
ikke lukket.

c) Huvis der er mindst tre hjerner med en ulige grad, er det ikke muligt at finde en
Eulertur.

Vi beviser ikke s@tningen her.

Eksempel 10  Figuren viser en graf, hvor der kan laves en Eulertur. Setning 2b 4 B
passer pa grafen, da der er to hjerner med ulige grad, nemlig B
og D.
Vandringen D — 4 — B — D — C — B er et eksempel pé en
Eulertur. b ¢
A B

Figuren til hgjre viser nasten den samme graf, men der er tilfojet
en kant. Nu kan der ikke laengere findes en Eulertur, da alle fire
hjerner har ulige grad, og vi kan derfor bruge satning 2c.
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Ovelse 14

Find dit resultat af gvelse 10 om broerne i Konigsberg. Findes der en lgsning pa Eulers
problem, dvs. findes der en Eulertur?

Figuren viser en graf. B C

a) Argumentér for, at grafen pa figuren er en Eulergraf. A

b) Angiv et eksempel pa en lukket Eulertur.

Figuren viser en graf. c

a) Argumentér for, at grafen pa figuren ikke er en Eulergraf. A
A 4» D
b) Argumentér for, at der findes en Eulertur pa grafen. V

¢) Angiv et eksempel pa en Eulertur pa grafen.

Vi vender et gjeblik tilbage til det rekreative omrdde fra evelse 6, hvis billede er sat ind i opgaven herunder.

Billedet viser et rekreativt omrade,
hvor vejkrydsene er markeret med
gule bogstaver.

a) Skitsér omradet i en graf.

b) Afger, om man kan lave en
Eulertur i omradet.

Udspaendende traeer

Vi introducerer nu et nyt begreb, der deekker over en ny slags delgrafer, der knytter sig til nogle andre
problemstillinger end lgberuter eller vandreture. Denne nye slags delgraf kan godt have forgreninger, hvilket
en tur ikke har, da man ved forgreninger skal tilbage via mindst en af de kanter, hvor man allerede har
vandret. De nye delgrafer bruges derfor netop til at undersege, hvordan man skal handtere ting, der kan
fordele sig, fx strem, vand og diverse signaler.

Definition 6

Trz og udspzendende tra
Et tree er en sammenhangende (del-)graf uden kredse.

Et udspceendende tree er et trae, hvor alle hjernerne i grafen er en del af traet.
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Eksempel 11 De to figurer herunder viser eksempler pé en graf med markerede delgrafer.

Pa figuren til venstre er den markerede delgraf et tree, idet delgrafen er sammenhangende
og uden kredse.

Pa figuren til hgjre er den markerede delgraf et udspandende tree, eftersom delgrafen er
sammenhangende, uden kredse og indeholder alle hjerner.

A A
B B

E D E D
Ovelse 15 a) Marker et tree og et udspandende tre i grafen pé figuren til
hajre.

b) Hvor mange kanter er der i det udspaendende trae, som du har
markeret?

Opgave 5 Figuren viser en graf. C

E
a) Markér et tree med tre hjorner i grafen. B &m
F
b) Markér et udspaendende tra i grafen. v
a G

Der er en simpel sammenhang mellem antallet af hjorner i en graf og det antal kanter, der skal vaere i et
udsp@ndende tra i grafen:

Satning 3 Et udspandende tre i en graf med A hjerner indeholder A —1 kanter.
I gvelse 16 og 17 undersgges, om satning 3 er sand:

Ovelse 16 a) Tegn en graf med 1 hjerne, og overvej, at satning 3 er sand, nar H =1.

b) Tegn en graf med henholdsvis 2 og 3 hjerner, og overvej, at s@tning 3 er sand, bade
nar H =2 ,ognar H =3.

Ovelse 17 a) Hyvis s@tning 3 er sand, ndr H = n, kan du sé overbevise dig selv om, at den ogsa er
sand, nar H =n+1?

b) Prev f.eks. med H =3 og tilfej et ekstra hjorne til grafen; hvad sker der med det
udspandende tra?

¢) Generaliser til H = n.
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Opgave 6

a) Tegn en graf med hjernerne 4, B, C, D, E, F, G og H, og med kanterne AB, AC, AD,
BC, CD, CE, CH, DF, DH, EF, FG, FH og GH.

b) Marker et udspaendende trae i grafen.

Tabeller og grafer

Nogle gange vil grafer vaere angivet ved en figur bestdende af kanter og hjerner, sddan som vi har set det i de
tidligere eksempler. Dette kan veere med til at skabe et billedligt overblik. Andre gange vil en graf veere
reprasenteret ved en tabel.

Eksempel 12 Grafen i opgave 6 kan ogsa reprasenteres i en tabel for overskuelighedens skyld. Et kryds
markerer, at der er en kant mellem de to hjerner, hvorimod en streg markerer, at der ikke

Ovelse 18

Opgave 7

er en kant.

A C D E F G H
A - X X - - - -
B X - - - - -
C - X X - - X
D - - X - X
E - X - -
F - X X
G - X
H -

Bemerk, at en fuldsteendig udfyldt tabel ville veere symmetrisk omkring diagonalen. Vi

veelger derfor at undlade at udfylde den venstre nedre halvdel af tabellen.

Opstil en tabel, der beskriver grafen fra opgave 5.

En venskabsgraf kan bruges til at beskrive, hvem der er venner med hvem i en gruppe.
Hvert hjerne reprasenterer en person i gruppen, og to personer er venner, hvis der er en
kant mellem deres hjerner.

Tegn en graf, der illustrerer venskabet i en gruppe pé 5 personer ud fra nedenstdende tabel,
hvor © angiver, at to personer er venner.

Anton Bolette Camille Daniel Emma
Anton - © © © ©
Bolette - - - )
Camille R © ©
Daniel -
Emma
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Vaegtede grafer

Undertiden kan det vaere nyttigt at knytte tal til kanterne i en graf. Det kan fx vere, hvis grafens hjerner
betegner nogle byer, og kanternes tal angiver afstande mellem byerne, eller det kan angive transporttiden
eller transportprisen. Grafer, hvor der er knyttet tal til kanterne, kaldes veegtede grafer.

Eksempel 13  Figuren viser en veegtet graf, der angiver prisen i  gjkeborg 96 ~ Arhus
kr. for en enkeltbillet med tog mellem de 4 byer &
i hjornerne Silkeborg, Skanderborg, Arhus og
Horsens.

Grafen viser billetpriserne, men ikke de faktiske
ruter, eftersom alle togene kerer via
Skanderborg.

Horsens

Eksempel 14 Den vagtede graf pé figuren i eksempel 13 kan ogsé reprasenteres ved en tabel:

20
o | 2
2 1) B
2| 8| B| B
s| =| | <€
as n| n| <
Horsens - 82 | 53 | 82
Silkeborg - 62 | 96
Skanderborg - 53
Arhus -
Prims algoritme
Lad os sige, at vi gnsker at sende signaler mellem byerne 4, B

B, C, D, E, F og G, og at byerne derfor skal forbindes pa en
sddan made, at det er muligt at sende signaler mellem alle
byer, men uden at alle byer nedvendigvis er forbundet
indbyrdes, dvs. signalet ma gerne tage en omve;j.

Vores teknikere har lavet vurderinger af, hvad prisen vil
veere for at forbinde nogle af byerne to og to, og resultatet
anskues bedst ved den veegtede graf pa figuren til hejre, der
har byerne som hjarner, og hvor kanternes vegte angiver
prisen for at forbinde byerne.

Pga. geografien er nogle streekninger dyrere end andre, og det er tydeligt, at det vil vere en fordel, at have s
fa dyre streekninger med som muligt, hvis prisen skal holdes nede.

Prims algoritme gor det muligt for os at finde den billigste made at lave et udspandende tree i grafen, og det
er netop det, vi har brug for. Et udspaendende tre nar ud til alle hjernerne, uden at man skal kunne bevaege
sig ad en tur rundt til dem alle sammen; der ma gerne vere forgreninger. Man siger, at Prims algoritme
finder det minimale udspcendende trce, hvor ordet minimal fx kan daekke over den mindste samlede pris eller

den mindste afstand i hele treet.
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Nedenstaende eksempel forklarer, hvordan algoritmen virker med udgangspunkt i grafen med byerne A-F.

Eksempel 1S Vi starter fx i hjorne 4 og undersoger forst, hvilken
nabokant, det er billigst at tilfeje. Det er kant AB, der
koster 2, hvorimod AC og AD er dyrere.

Sé betragtes den nye delgraf 4B og nabokanterne til
delgrafen undersoges. Igen er AD og AC nabokanter,
og det er BC og BE ogsé. BE er den billigste, sa hjernet
E tilfgjes, og vores delgraf bestér nu af hjernerne 4, B
og E med kanterne 4B og BE.

Nabokanterne til delgraf ABE er AD, AC, BC, EC og
EG. Her er EG billigst, s hjernet G tilfgjes sammen
med kanten £G, og pa samme made tilfgjes F med
kanten GF’ (se figuren).

Nu er der ganske mange nabokanter til delgrafen
ABEGF nemlig AD, AC, BC, EC, GC, FC og FD. Den
billigste af dem er CG, sa den fojes til vores graf
sammen med hjerne C.

Igen er der mange nabokanter til vores delgraf: AD,
AC, BC, CE, CG, GF, DF, CD. En del af dem giver
anledning til kredse og ferer til hjerner, der allerede er
med i treeet, s dem ser vi bort fra (se figuren, hvor de
er markeret med stiplede linjer). Blandt de
tilbagevaerende kanter AD, DC og FD er DC billigst, s&
den veelges, saledes at hjornet D tilfojes som det sidste.

Prims algoritme fortaeller derfor, at byerne skal forbindes som markeret med redt pa
figuren, og den rade delgraf er det minimale udspandende tre i grafen. Den samlede pris
bliver 2+4+3+5+10+18= 42.
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Ovelse 19 Herunder ses Prims algoritme gennemfert med udgangspunkt i hjerne G. Folg figurerne og
gennemfor selv argumenterne for hver enkelt tilfgjelse af en kant og et hjerne.

Ovelse 20 Gennemfor Prims algoritme i grafen med byerne fra eksempel 15 med udgangspunkt i
hjerne D.

Ovelse 21 Tilfej en kant til det udspendende tree fra eksempel 15. Kan du gere det uden at lave en
kreds i delgrafen?

Ud fra de ovenstaende gvelser kan vi se, at det minimale udspandende trae ser ud til at veere uathangigt af
starthjerne. Det formulerer vi som en satning:

Saetning 4 Det minimale udspandende trae, som man finder ved Prims algoritme, athenger ikke af,
hvilket hjerne i grafen algoritmen startes i.

Prims algoritme er en sékaldt ”gradig” algoritme. Ordet ”gradig” dekker over, at man i1 hvert enkelt trin i
algoritmen skal gare det, der virker mest optimalt i situationen, uden at vaere bekymret for, om det ogsé er
smartest pa den lange bane. Det er det! Beviset ser vi pa senere.

Opgave 8 Figuren viser en vagtet graf.

b Gennemfor Prims algoritme, og bestem det
. minimale udspandende tra i grafen.
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I ovenstédende eksempler er alle kanternes vaegte forskellige, men det kan godt forekomme, at nogle af
vaegtene er ens. Det betyder, at der godt kan vere to eller flere forskellige minimale udspaendende traeer.

Eksempel 16 Figurerne nedenunder viser en graf med to mulige minimale udspandende treeer. Kanterne
BD og CD har begge vegten 3, og det giver anledning til to mulige resultater af Prims
algoritme.

Bemeerk her, at selvom der er flere minimale udspandende traer, s er de stadig
uafhengige af starthjernet for Prims algoritme, hvilket betyder, at setning 4 ogsa gelder,
nar grafen indeholder kanter med ens vagte. Man kan altsa selv bestemme, hvilket hjorne
man vil starte i.

Laeg ogsa maerke til, at der dannes en kreds, hvis der tilfgjes en kant til det udspaendende
tree. Sammenlign med gvelse 21.

Ovelse 22 Figuren viser en graf, hvor kanterne EF og AC
har samme vagt.

Find det/de minimale udspaendende traeer ved
Prims algoritme.

Opgave 9 Figuren viser en graf med to par af kanter, der
har samme vagt, nemlig parret BC og BD og
b parret DE og DF.
é‘ »

Gennemfor Prims algoritme, og find det/de
minimale udspaendende traer.

Ovelse 23 Opstil en tabel, der repreesenterer den vaegtede graf i opgave 9.
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Opgave 10 Tabellen viser en oversigt over en vagtet grafs kanter.

A B C D E
<~ - - 3 7 5
; 4 ; 2

- 6 8

Sllel[@YI~EN

a) Tegn en vagtet graf, der reprasenterer tabellen.

b) Gennemfer Prims algoritme, og find det minimale udspandende tree for grafen.

Indtil videre har vi stiltiende antaget, at Prims algoritme vil give os det minimale udspandende tre i en graf,
men den pastand kraever naturligvis et bevis. Beviset er et induktionsbevis, hvor argumentet samtidig er et
modstridsargument.

Induktionsbevis og modstrid

Induktionsbeviser bruges fx, hvis man skal vise, at en regel geelder for alle tal i en talfelge. Idéen er, at man
skal vise, at hvis reglen gaelder for ét tal i folgen, for eksempel tal nummer #, sa geelder den ogsa for det
naste tal, dvs. tal nummer # 4 1. Dvs. at hvis vi kan vise, at reglen altid geelder for det nceste tal, sé far vi
altsé en dominoeffekt, der sikrer, at reglen gaelder for alle tal, hvis man vel at maerke kan vise, at reglen
gaelder for bare ét tal ad gangen.

Processen i et induktionsbevis deles ofte op i to dele:
Induktionsstarten, hvor man viser, at reglen gelder for ét (eller flere) konkrete tal og
induktionstrinnet, hvor man viser, at hvis satningen geelder for tallet n, sa geelder den ogsa for tallet n+1.

Ovelse 24 Sammenlign ovenstaende med gvelse 16 og 17. Kan du identificere induktionsstarten og
induktionstrinnet?

Nér man anvender et modstridsargument til at vise en matematisk satning, sd starter man med at antage, at
den modsatte pastand end s@tningens er gaeldende. Vi kan kalde denne modsatte pastand for pastand A, som
vi altsa antager er sand. Man bruger derefter dette i sin videre argumentation, og nar til sidst frem til noget,
der strider mod (”er i modstrid med”) enten vores andre antagelser i den matematiske setning eller en anden
gyldig matematisk setning. Dermed kan man konkludere, at pastand A er falsk, og dermed mé den modsatte
pastand til pastand A veere sand. I sidste ende betyder det, at den matematiske satning er sand.

Bevis for Prims algoritme

Szetning 5 Prims algoritme finder det minimale udspendende tre i en graf.

Bevis:

Vi har vist satningen, hvis vi kan vise, at nar vi bruger Prims algoritme, sé vil det tree, vi nar frem til i hvert
enkelt trin, veere en del af det minimale udspandende tre. Vi ser for nemheds skyld pé en graf, hvor alle
kanter har forskellige vagte. Det minimale udspandende tree kaldes her for 7. Da beviset er et
induktionsbevis, indeholder det en induktionsstart og et induktionstrin.
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Induktionsstarten:

Vi starter i et tilfeeldigt hjerne, og det hjerne er naturligvis
en del af 7, eftersom 7 indeholder alle hjorner. S& vi ved
altsa, at vi har ferste hjorne i det minimale udspandende trze.

Induktionstrinnet:

Vi antager nu, at Prims algoritme har fundet n hjerner, og at
det trae, der er fundet indtil videre, er en del af 7. Vi skal
vise, nér vi bruger Prims algoritme til at tilfoje endnu en
kant og et hjerne, sé der i alt er n + 1 hjerner, sa er resultatet
stadig en del af 7.

Vi gennemforer Prims algoritme og finder en kant, som vi
her kalder PQ, hvor P er et hjorne i treeet med de » hjerner,
og O er det hjarne, der blev tilfojet, se figur a. Vi skal
argumentere for, at PQ er en del af T, og det gores ved at
opstille et modstridsargument, dvs. vi undersgger den
modsatte pastand: ”PQ er ikke med i 7.

Hvis PQ ikke er med i T, s ma der vaere en anden kant i 7,
der forbinder de forste n hjerner med de hjerner, der ikke er
valgt endnu i vores proces. Lad os kalde den kant for RS, se
figur b.

Men RS var jo én af de kanter, Prims algoritme kunne veelge
mellem, da den valgte PQ, sa vagten af PO ma vere mindre
end vaegten af RS, da alle kanterne har forskellige vegte.

Hyvis vi ser péa den graf, der fremkommer ud fra 7 (dvs. med
RS) sammen med kanten PQ, sa vil PQ og RS indgé i en
kreds i den graf, (se ovelse 21 og eksempel 16), og det
betyder, at hvis vi fjerner RS, som jo var en del af det
oprindelige udspandende tre 7, og erstatter den med PQ, sa
har vi stadig et udspandende tra, og det er samtidig billigere
end det oprindelige 7. Se et eksempel pa figur c.
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Det betyder, at pastanden ”PQ er ikke med i 77, forer til den konklusion, at 7 ikke er det minimale
udspandende tre. Men T var jo det minimale udspandende tree, det var en antagelse i s@tningen, sa her er
den modstrid, der gerne skal opsta i modstridsbeviset. Vi kan derfor konkludere, at pastanden ”PQ er ikke
med i 7 er falsk. Det modsatte méa derfor geelde, og vi kan konkludere, at PQ er med i 7.

Mere generelt kan vi konkludere, at nar vi bruger Prims algoritme til at finde den kant, der skal forbinde de
forste n hjorner med hjerne nummer n+1, sa vil den kant vere en del af det minimale udspaendende tree.

Nu har vi bade induktionsstarten og induktionstrinnet, sé vi ved, at nar vi velger det forste hjorne, sé er det
med i 7, og vi ved ogsé, at hver gang vi gennemlgber Prims algoritme, sa finder vi en kant og tilfgjer et

hjerne, der begge er med i 7.

Satning 3 forteeller os, at hvis vi har H hjerner i en graf, sé skal vi gennemlgbe Prims algoritme H —1
gange, for sa vil der veere H —1 kanter og H hjerner i T, og det er netop det, der skal vaere i et udspaendende

tree.

O
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Dijkstras Algoritme

I en anden situation inden for grafteori ensker man at finde den optimale sti mellem to hjerner i en vagtet
graf. Ordet ”optimal” skal forstas bredt. Det vil athenge af, hvordan man velger sine vagte, men malet er, at
summen af vaegtene skal vaere sé lille som muligt pa den sti, man tilbagelaegger. I praksis betyder det, at man
fx ensker at finde den korteste, billigste eller hurtigste rute mellem to byer.

Det kan dog hurtigt blive en uoverskuelig opgave at holde regneskab med vagtene pa de forskellige stier,
hvis blot grafen har en vis sterrelse. Man har derfor brug for en algoritme, som helt slavisk kan bestemme
den optimale sti. Dijkstras algoritme er en metode, som netop kan bruges til at bestemme den optimale sti pa
en graf. Vi vil her se naermere pa, hvordan Dijkstras algoritme forlgber.

Eksempel 17

Dijkstras algoritme

Vi ensker at bestemme den korteste sti fra 4 til C i grafen til
hgjre ved brug af Dijkstras algoritme. Dette eksempel viser, ! ¢
hvorledes algoritmen udferes trin for trin.

D 1 E

Hjernerne kan tildeles to tilstande: Midlertidig status (M) og Permanent status (P). Ved
starten af algoritmen har alle hjornerne status M. Et efter ét underseges hjernerne i henhold
til algoritmen, hvorefter de overgér fra status M til status P. Nér sluthjernet har faet status
P, stopper algoritmen, og den korteste sti fra starthjernet (i dette tilfaelde 4) til sluthjernet
(i dette tilfzelde C) er bestemt.

Undervejs registreres lengden af den korteste (midlertidige) sti fra starthjernet til et givet
hjerne, og sa laenge der endnu ikke er angivet en sti til det pagaldende hjerne, tildeles
’stien’ lengde oo. Samtidigt registreres, hvilket hjorne der er besogt umiddelbart for det
pageldende hjerne. Dette hjelper os med at angive rekkefelgen af hjerner i den korteste
sti fra starthjernet til sluthjernet. Resultatet af algoritmen opdateres lebende i en sakaldt
Dijkstra-tabel.

Trin 0.

Starthjernet 4 underseges. Da den korteste afstand fra 4 til 4 er naturligvis 0, indskrives
dette i Dijkstra-tabellen. Alle gvrige hjerner tildeles en stilengde pa oo, eftersom
leengderne af mulige stier til de disse hjerner endnu ikke er kendte.

Hjorne A B C D E A 6 B
Korteste sti til 4 0 0o oo oo oo 1 ) ) 2 .
Sidst besogte hjerne £
Status M M M M M D 1 E

Trin 1.

Her veelges det hjorne med status M, som har den korteste sti til starthjernet. I forste runde
er dette hjernet A4, der har en stileengde pé 0 til starthjernet. For dette aktuelle hjorne 4
undersgges nu den korteste afstand fra startpunktet til de af hjernets nabohjerner, som har
status M. Hjornet 4 har to nabohjerner med status M, nemlig B og D (markeret med blat i
Dijkstra-tabellen nedenfor). Den korteste sti fra starthjornet 4 til B er 0+6=06. Da dette er
en kortere sti end B’s aktuelle sti pd oo, opdateres B’s stilengde til 6. Tilsvarende
bestemmes den korteste sti fra starthjornet 4 til D, som er 0+1=1, og D’s stileengde
opdateres til 1. Vi registrerer samtidigt, at det sidst besggte hjorne pa stien til hhv. B og D
er A. Sa er vi faerdige med at undersgge hjerne 4, der nu far status P.
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Ovelse 25

Hjorne A B C D E

Korteste sti til 4 0 gl 0o oo | oo

Sidst besegte hjorne A A

Status M P M M M M
Trin 2.

Nu gentages trin 1, indtil sluthjernet C har féet status P, hvorefter algoritmen stopper. Den
korteste sti kan herefter aflaeses i Dijkstra-tabellen. Bemeerk, at alle hjorner ikke
nedvendigvis har opniet status P, nar algoritmen stopper.

Detaljerne i trin 2 fremgar af de tre naeste gvelser (gvelse 25, 26 og 27) samt af eksempel
18, hvor det ogsé fremgar, hvordan den korteste sti kan aflaeses i Dijkstra-tabellen.

Fortscettelse af eksempel 17.
Tag udgangspunkt i Dijkstra-tabellen sidst i eksempel 17:

Hjorne A B C D E
Korteste sti til 4 0 6 oo 1 oo
Sidst besogte hjerne A A

Status P M M M M

a) Begrund, at det aktuelle hjorne, som nu skal underseges, er D.

b) Begrund, at de to nabohjerner til D, som vi nu vil kigge nermere pa, er B og E.

c) Bestem den korteste sti fra starthjernet 4 til hvert af de to hjerner B og E.

Husk at stien skal g& gennem D.

d) Opdater reekken med “korteste sti til A7, hvis du fandt kortere stier fra hjernerne B og

E til starthjerne A.

e) Opdater reekken med ”sidst besggte hjerne”, for hjernerne B og E. (Vi fandt en kortere
sti for bdde B og E til starthjernet 4, s derfor skal begge disse hjerner opdateres med
D i rekken med “’sidst besagte hjorne”).

f) Opdater reekken med “’status”, s hjerne D fér status P (dvs. at hjerne D er

feerdigbehandlet).

g) Tjek at dine svar passer med nedenstdende Dijkstra-tabel:

Hjerne A B C D E
Korteste sti til 4 0 63 00 1 o)
Sidst besegte hjorne A D A D
Status P M M M P M
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Ovelse 26

Ovelse 27

Fortseettelse af ovelse 25.

Gentag trin 1 i Dijkstras algoritmen endnu engang pa grafen fra eksempel 17.
Tag udgangspunkt i den Dijkstra-tabel, som du fandt i gvelse 25:

a) Hvilket hjerne med status M har den korteste sti til 4? Dette hjorne skal nu
undersgges.

Hjorne A B C D E A 6 B
Korteste sti til 4 0 3 oo 1 2 , 2

1 2 C
Sidst besegte hjorne D A D 5
Status P M M P M D 1 E

b) Betragt grafen til hgjre. Hvilke nabohjerner med status M har det aktuelle hjerne, som

du fandt i a)?

¢) Bestem den korteste stilengde fra starthjernet 4 til hvert af de to hjerner, som du fandt

1 b). Stierne skal begge ga gennem det hjerne, som du fandt i a).

d) Opdater Dijkstra-tabellen, og tjek, at du far nedenstaende tabel:

Hjorne A B C D E A 6 B
Korteste sti til 4 0 3 | e 7| 1 2 , 2
1 2 c
Sidst besegte hjorne D E A D A
Status P M M P M-P D ! E
Fortscettelse af ovelse 26.
a) Gentag trin 1 i Dijkstras algoritme, og opdater Dijkstra-tabellen pa ny.
b) Begrund, hvorfor stilengden for C ikke skal opdateres.
¢) Tjek, at du nar frem til felgende resultat:
Hjorne A B C D E A 6 B
Korteste sti til 4 0 3 7 1 2 , 2
1 2 C
Sidst besegte hjorne D E A D 5
Status P M- P M P P D ! E
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Eksempel 18 Fortscettelse af eksempel 17 (samt af ovelse 25,26 og 27).

Trin 1 i Dijkstras algoritme gentages en sidste gang. Det eneste hjorne tilbage med status
M er C. Og eftersom hjernet C ikke har nabohjerner med status M, er der ikke nogen stier,

som vi kan opdatere. Sluthjernet C far derfor status P, og algoritmen stopper.

Hjorne A B C D E A 6 B
Korteste sti til 4 0 3 7 1 2 A X
Sidst besegte hjorne D E A D 5
Status P P M-P P P D ! E

Resultatet opdateres i Dijkstra-tabellen, og det er nu muligt at aflaese den korteste sti fra
starthjernet A til sluthjernet C. Faktisk kan vi aflse den korteste sti fra 4 til ethvert

hjerne, som har féaet status P. I dette eksempel ender alle hjerner med status P, men det er

ganske tilfeldigt. Algoritmen slutter, nar sluthjernet opnar status P.

Hjorne A B C D E A 6 B
Korteste sti il 4 0 3 7 1 2 1 X
Sidst besogte hjerne D E A D 5
Status P P P P P D ! E

Vi afleser i Dijkstra-tabellen, at den korteste sti fra starthjernet 4 til hjernet C har en
leengde pé 7. Rekkefolgen af hjernerne i stien kan findes ved at leese Dijkstra-tabellen
”baglaens”: Vi kom til hjernet C fra E — til hjornet £ fra D — og til hjernet D fra A.

Vi kan nu konkludere:
Den korteste sti fra 4 til Cer A —> D — E — C, og stien har en lengde pa 7.

Dijkstras algoritme til bestemmelse af den korteste sti fra et givet hjorne til grafens gvrige hjorner kan
opsummeres pé folgende made:

Trin 0.
1. Tegn en Dijkstra-tabel, og tildel alle hjerner status M.
2. Tildel starthjornet stilengde 0 og evrige hjerner stilengde oc.

3. Velg det hjorne blandt hjerner med status M, der har den hidtil mindste stileengde til starthjornet (i

forste runde veelges starthjernet).

4. Bestem stileengderne fra starthjernet via det valgte hjerne til dets nabohjerner med status M, og
opdater stileengden i de tilfelde, hvor der kan opnés en kortere sti.

5. Huyvis stileengden opdateres, s angiv hvilket hjerne, der sidst er besogt.

6. Giv det valgte hjerne i punkt 3. status P, nar det er blevet feerdigbehandlet.

7. Gentag punkterne under trin 1, indtil sluthjernet opnér status P.
8. Ved at lese Dijkstra-tabellen ’baglens” kan den korteste sti fra starthjernet til sluthjernet
bestemmes.

Opgave 11 Pa figuren til hgjre ses en veegtet graf.

a) Opstil ved brug af Dijkstra algoritme en Dijkstra-tabel, som
angiver leengden af den korteste sti fra hjornet 4 til hvert af
de gvrige hjorner i grafen.

T —

b) Angiv rekkefolgen af punkter pa den korteste sti fra hjorne
A til hjerne G.
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Opgave 12 Grafen til hgjre angiver afstande (maélt Randboldal . Baskke

i km) mellem en rakke byer i Jylland. Vandel > 11 Eckolund
e Man gnsker en oversigt over de sietn
= korteste ruter fra Holsted til hver af de 7 15

gvrige ni byer. Billund Vorbasse
a) Anvend Dijkstras algoritme til at
udfylde Dijkstra-tabellen neden-

for, sé alle byer opnér status P. Heinsvig "2 hHovborg 2 Holsted

b) Anvend Dijkstras algoritme til at bestemme den korteste rute fra Holsted til Vandel.

Billund
Bakke
Eskelund
Hejnsvig
Holsted
Hovborg
Lindknud
Randbgldal
Vorbasse
Vandel

Korteste vej til Holsted

Sidst besggte by

Status
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Indstik til formelsamlingen

Dijkstras algoritme til bestemmelse af den Kkorteste sti fra et givet hjorne til grafens evrige hjoerner

Trin 0.

Tegn en Dijkstra-tabel, og tildel alle hjorner status M.
Tildel starthjernet stilengde 0 og @vrige hjerner stilengde oc.

Velg det hjorne blandt hjerner med status M, der har den hidtil mindste stileengde til starthjernet (i
forste runde vaelges starthjornet).

Bestem stilengderne fra starthjornet via det valgte hjerne til dets nabohjerner med status M, og
opdater stileengden i de tilfeelde, hvor der kan opnés en kortere sti.

Hvis stilengden opdateres, sé angiv hvilket hjorne, der sidst er besogt.

Giv det valgte hjerne i punkt 3. status P, nér det er blevet feerdigbehandlet.

Gentag punkterne under trin 1, indtil sluthjernet opnar status P.
Ved at leese Dijkstra-tabellen “bagleens” kan den korteste sti fra starthjernet til sluthjernet
bestemmes.

Dijkstra-tabel med » hjerner og starthjerne H;

Hjerne H, H, H; Hy H,
Korteste sti til H;

Sidst besogte hjerne
Status

Prims algoritme til bestemmelse af det minimale udspzendende tree

1.

Velg et hjorne i grafen.

Velg den billigste kant, der ligger ved hjernet, og tilfej kanten og hjernet, som kanten forer hen til.
Velg igen den billigste kant, der ligger ved ét at de valgte hjerner, og tilfaj kanten og det hjerne,
som kanten forte hen til.

Gentag proceduren i 3. under forudsatning af, at du ikke laver en kreds i den valgte delgraf.

Slut proceduren, nér du har alle hjorner med.
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Forberedelsesmateriale til stx-matematik A-niveau 2020 Differensligninger

Forberedelsesmateriale til stx-A MATEMATIK

Der skal afsaettes 6 timer af holdets seedvanlige uddannelsestid til, at eleverne kan arbejde med
forberedelsesmaterialet forud for den skriftlige prove.

Ved den skriftlige prove kan indhold og metoder fra forberedelsesmaterialet indga i opgaver i begge
delpraver.

Oplegget indeholder teori, eksempler og gvelser i tilknytning til et emne, der ligger umiddelbart i
forleengelse af emnerne i kernestoffet. I dette forberedelsesmateriale er emnet Differensligninger”.

Alle hjelpemidler er tilladt, og det er tilladt at modtage vejledning under arbejdet med dette
forberedelsesmateriale.

Resultaterne af arbejdet med dette forberedelsesmateriale ber medbringes til delprove 2 af den skriftlige
prove.

Det foreliggende materiale er geeldende for eksamen maj-juni 2020, august 2020 og december 2020.
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Forberedelsesmateriale til stx-matematik A-niveau 2020 Differensligninger

Indledning

I forberedelsesmaterialet er der bade evelser og opgaver. Qvelserne er teenkt som hjelp til forstaelse af
teorien, herunder beviser for nogle af setningerne. Opgaverne er teenkt som forberedelse til de opgaver, der
kommer til den skriftlige eksamen.

I forberedelsesmaterialet anvendes seks typer af farvede bokse. Se farvekoderne her:

Definition

Eksempel

Satning

Ovelse Ovelserne er teenkt som hjelp til forstaelse af teorien, herunder ogsé beviser for nogle af
stningerne.

Opgave Opgaverne er tenkt som forberedelse pa de opgaver, der kan komme til den skriftlige
vl mmmil eksamen. Opgaverne markeret med et tastatur kan kun forekomme i delprove 2.

Opgave Opgaverne markeret med hand og blyant kan forekomme i begge delprever.
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Forberedelsesmateriale til stx-matematik A-niveau 2020 Differensligninger

Differensligninger

Differensligninger optraeder ofte naturligt i modellering af fenomener med diskrete verdier og variable. Det
kan for eksempel vare i gkonomi eller modellering af udviklingen i antallet af individer i populationer af dyr
under visse betingelser. Et eksempel herpa kunne vare insekter, der udklekkes nasten samtidig, parrer sig,
leegger &g og der. Aggene er en fast tid om at udklekke, hvorefter fanomenet gentager sig.

Vi illustrerer dette med nedenstaende eksempler. Desuden vil vi omtale anvendelse af differensligninger i
forbindelse med bestemmelse af nulpunkter for en funktion (se Newton-Raphsons metode side 20).

I dette materiale vil vi betragte falfolger dvs. en ordnet raekke af reelle tal y,,y,,»,,... Afhengig af
konteksten vil vi benytte forskellige betegnelser for tallene i talfelgen. Ved en differensligning vil vi forstd
en ligning, hvor y, ., kan udtrykkes ved de foregdende elementer 1 talfelgen y,,...,y,. Dette vil blive uddybet

n+l
i nedenstdende eksempler, avelser og opgaver.

Fersteordens linezere differensligninger

Eksempel 1  Udviklingen i belebet pa en konto kan beskrives ved differensligningen

VYp1 =Y, +0,05-y, , n=0,1,2,3,...

hvor y, betegner belagbet pd kontoen (maélt i kr.) efter n terminer.
Vi legger marke til, at belebet y, ., udregnes pa baggrund af belebet y,. Dette kaldes en

differensligning. I differensligningen indgér tallet 0,05, som svarer til, at der bliver lagt 5%
til belobet pa kontoen efter hver termin.
Huvis startbelobet pd kontoen er 10000 kr. dvs. y, =10000, si kan differensligningen

anvendes til trin for trin at udregne belgbet pa kontoen de efterfolgende terminer:

Yn

y, =10000

Vi = Vo1 = Yo +0,05- 3, =10000 +0,05-10000 = 10500
Yy =1, =y +0,05- y, =10500 4 0,05-10500 = 11025
V=501 = ¥y +0,05-y, =11025+0,05-11025 = 11576
Va = V31 = Vs +0,05- y; =11576 4 0,05-11576 = 12155

AR | = O[S

Udviklingen i belgbet pa kontoen kan ogsé beskrives ved et punktplot.
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Definition 1

4

Belob (kr)

15000

5000

»

Termin

Differensligninger

Temin

Belgb

10000

10500

11025

11576,25

12155,06

12762,82

13400,96

14071

14774,55

Olo|N[oju[pWINIFLI|O

15513,28

=
o

16288,95

[y
=

17103,39

=
N

17958,56

juny
w

18856,49

Tabellen og punktplottet illustrerer tydeligt, at differensligningen giver en diskret
sammenhang mellem antal terminer og belgbet pa kontoen. Dermed er der ogsa kun

diskrete (bestemte) vaerdier &, hvor ligningen y, =k har en lesning.

En ulighed pa formen y, > k kan nemmest loses ved at opstille en tabel eller tegne

punktplottet som ovenfor, og derefter ved inspektion i tabellen eller punktplottet bestemme

den mindste verdi for n, sd uligheden y, > k er opfyldt.

Som eksempel kan man bestemme tidspunktet, hvor belegbet pd kontoen overstiger 15000

kr. ved at lose uligheden y, >15000. Denne kan loses pé folgende méde:

4

Belob (kr)

15000

5000

»

Termin

Termin

Belgb

10000

10500

11025

11576,25)

12155,06)

12762,82,

13400,96)

14071

1477455

O||N|loju|[dlWIN|F IO

15513,28

=
o

16288,95

[y
(=

17103,39

=
N

17958,56)

=
w

18856,49

Da udviklingen i belgbet pa kontoen er voksende, sé er lgsningen til uligheden n > 8. Det
vil sige at belgbet pa kontoen overstiger 15000 kr. den 9 termin.

Hvis y,,),,¥,,... er en folge af tal, s er en differensligning en ligning, hvor y, , er

udtrykt ved de foregdende elementer i talfelgen y,,y,,¥,,.... 7,

Ved en losning til differensligningen forstas en talfelge y,,»,,»,,..., der opfylder
differensligningen.
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Opgave 1 Udviklingen i belebet pa en konto kan i en model beskrives ved differensligningen

Vo1 =, +0,04-y, ,n=0,1,2,...

hvor y, betegner belobet pa kontoen (malt i kr.), og n betegner antallet af terminer.
a) Bestem y;, nir y, =3000.

b) Forklar betydningen af tallet 0,04 i differensligningen.

c) Tegn et punktplot for udviklingeni y, , nar n=0,1,2,...,15.

d) Benyt modellen til at bestemme, hvor mange terminer der gar, for belgbet pa kontoen
overstiger 5000 kr.

Ovelse 1 Generalisér differensligningen y, , =y, +0,05-y,, sd der i stedet for 5% bliver lagt en
positiv procentsats p til efter hver termin.

Eksempel 2 Med udgangspunkt i differensligningen y,., =y, +0,05- y, kan vi udvide situationen til
at betragte udviklingen i belgbet pa en konto med fast rente, hvor der desuden indbetales et
fast beleb hver termin umiddelbart efter rentetilskrivningen. Hvis vi eksempelvis
indbetaler 2000 kr. efter hver termin, sa kan differensligningen formuleres som

Vo1 =¥, +£0,05-y, +2000.

Dette kaldes ogsa en differensligning for en annuitetsopsparing.

Opgave 2 Udviklingen i belgbet pa en bankkonto kan beskrives ved differensligningen

yn+1 :17025yn+500, n:0,1,2,...

hvor y, betegner belebet pd kontoen (mélt i kr.) til tidspunktet » (malt i &r).

a) Bestem den arlige rente i procent, og angiv det faste beleb, der indbetales hvert ar.
Der indsaettes et startbelgb pa 10000 kr. pa bankkontoen.

b) Bestem y,.

Differensligninger optreeder ogsé, nar man skal modellere udviklingen i populationer af dyr.
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Eksempel 3  En population af dyr i et bestemt omrade har en fodselsrate pa 5% og en dedsrate pa 3%
pr. ar. Desuden skydes der hvert ar 1000 individer i populationen.
I en model kan udviklingen i antallet af individer i populationen beskrives ved
differensligningen

Y, 1=, +(0,05—0,03)- y, —1000, n=0,1,2,...

hvor y betegner antallet af individer i populationen til tidspunktet » (malt i ar).

Ovelse 2 Eftervis, at differensligningen i eksempel 3 beskriver udviklingen i antallet af individer i
populationen.
Ovelse 3 Vis, at differensligningen i eksempel 3 kan skrives pa formen

y,., =102y, —1000, n=0,1,2,..

Definition 2  En differensligning pa formen
You=ay,+b,n=0,12,..
kaldes en linecer differensligning af forste orden med konstante koefficienter a og b.

Her refererer forste orden til, at y, , kun athanger af det foregdende element y, i talfolgen.

Opgave 3 En differensligning er givet ved

yn+1:5'yn +1: 1’120,1,2,...

Det oplyses, at y, = 56.
a) Bestem y, og y,.

Differensligningerne i eksempel 2 og eksempel 3 er begge eksempler pa lineere differensligninger af forste
orden. En losning til en sddan differensligning kan skrives pé lukket form, det vil sige, at y, kan beregnes

uden kendskab til de foregdende led y,,...,y, , 1 talfelgen.
Seetning 1 Hvis a=0 og a=1, sa kan lesningen til den lineare differensligning
You=ay,+b, n=0,12,..
skrives pa den lukkede form

a' —1

y,=a"-y,+b- T n=0,12,...
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Bevis: Vi antager, at y, er kendt, og regner trin for trin videre ud fra differensligningen

yi=a-y,+b

v,=ay+b=a-(ay,+b)+b=a’>y,+ab+b
w=a-y,+b=a-(a’ -y, +a-b+b)+b=a"-y,+a -b+ab+b
vi=ay,+b=a-(a’ -y, +a -b+ab+b)+b=a' y +a'-b+a’ -b+ab+b

v,=ay, +b=a(a"" -y, +a" b+ .+ab+bl+b=a"-y,+a" " -b+a" -b+..+ab+b.
:an.y0+S,

hvor S=a" ' -b+a" > -b+..4+a-b+b.

Vi multiplicerer S med a:
a-S=a-(a""-b+a"7-b+..+ab+b)=a"-b+a"-b+..+d -b+ab.
De to udtryk a-S og S treekkes nu fra hinanden
a-S—S=a"-b+a"'-b+..+da -b+ab—(a""-b+a"-b+..+a-b+b)

Vi kan nu omskrive venstresiden og reducere hgjresiden, sa vi far en ny og simplere ligning:

(a—=1)-S=a"-b—>b
(a—=1D)-S=b-(a"—1)

S:b-(a”—l)
a—1

s—p. L
a—1

Indsaettes dette i udtrykket for y, fér vi:

"1
yn:a”-yo—i-S:a”-yO—l—b-a = n=0,12,...

Satningen er hermed bevist.
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Opgave 4 En differensligning er givet ved

yn+1=2'yn+39 n:0,1,2,...

Det oplyses, at y, =4.
a) Bestem y, og y,.

b) Opskriv lgsningen til differensligningen pa lukket form.

c) Benyt den lukkede form til at beregne y..

Opgave 5 I en model kan udviklingen i antallet af individer i en bestemt population af dyr beskrives
ved differensligningen

Yyt =0,95-y, 4100, n=0,12,...

hvor y, betegner antallet af individer i populationen efter n ar. Det oplyses, at der er 50
individer i populationen til tidspunktet » = 0.

a) Benyt modellen til at bestemme antallet af individer i populationen efter 3 ar.
b) Opskriv en lesning til differensligningen pa lukket form.

¢) Benyt modellen til at bestemme, hvor mange ar der gar, for antallet af individer i
populationen overstiger 1000 dyr.

Diskret logistisk vaekst
Vi vil nu give et eksempel pa en ikke linecer forsteordens differensligning. Vi minder om, at udviklingen i

antallet af individer i en population af dyr ofte kan beskrives ved en funktion f; der er losning til den
logistiske differentialligning

dy
“Z=q-y-(M—y),
i - ( »)

hvor f() betegner antallet af individer i populationen til tidspunktet ¢. Lesningen til denne ligning er

M

TO=Te e

Hyvis antallet af individer i populationen starter under baereevnen M, sé vil antallet af individer naerme sig
asymptotisk til linjen y = M.
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)
A

M

> (D)

Nogle gange kan man godt forstille sig, at antallet af individer i en population pa et tidspunkt kommer over
bareevnen M. Vi vil i det folgende se pa en diskret model, der kan illustrere dette fenomen. Udviklingen i
antallet af individer kan beskrives ved en differensligning pa formen

yn+1:yn+a'yn'(M_yn)5 n:O:Lza“'a

hvor y, betegner antallet af individer i populationen til tidspunktet n. Her kan n for eksempel betegne antal
ar, maneder, uger, degn eller lignende.

Eksempel 4 Vi betragter nu en differensligning pa formen
Va1 =Yy +0,001-y,-(200—y,), n=0,1,2..
hvor y, betegner antallet af individer i en population til tidspunktet .

P4 figuren nedenfor ses et punktplot af udviklingeni y, med y, =2 sammen med grafen
for lgsningen til den tilherende differentialligning y’ = 0,001- y-(200— y) med y(0)=2.

2

A

> (1)

I dette tilfaelde bemaerker vi, at de to modeller stemmer nogenlunde overens. Dette
skyldes, at antallet af individer i populationen udvikler sig langsomt. Det vil senere vise
sig, at dette ikke altid er tilfeeldet.
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Opgave 6 I en diskret model kan udviklingen i antallet af individer i en population beskrives ved en
lesning til differensligningen

Vw1 =¥, +0,0012-y,-300—y,), n=0,12,..

hvor y betegner antallet af individer i populationen til tidspunktet # (mélt i méneder).

Det oplyses, at der er 50 individer i populationen til tidspunktet » = 0.

a) Benyt modellen til at tegne et punktplot over udviklingen i antallet af individer i
populationen de forste 20 méaneder.

I en kontinuert model kan udviklingen i antallet af individer i den samme population
beskrives ved

M

l =,
=t
hvor f(#) betegner antallet af individer i populationen til tidspunktet # (malt i maneder).

b) Ger rede for, at a=0,0012, C=5 og M =300.

¢) Bestem afvigelsen mellem de to modellers forudsigelse af antallet af individer i
populationen efter 10 maneder.

Eksempel 5 Vi betragter en differensligning pa formen
Yp1=y,+0,01-y,-(200—y,), n=0,12..
hvor y, betegner antallet af individer i en population til tidspunktet 7.

Hvis vi vaelger startverdien y, =2, kan vi tegne folgende punktplot af udviklingeni y,
sammen med grafen for lesningen til differentialligningen ’=0,01-y-(200— y), hvor
y(0)=2.

(2)
A

200 .....................

* > (1)

I dette tilfeelde bemeerker vi, at de to modeller adskiller sig fra hinanden, samt at lgsningen
til differensligningen svinger omkring baereevnen pa 200.
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Ovelse 4 Tegn et punktplot over lesningen til differensligningen

Vo1 =¥, +0,012-y,-(180—-y,), n=0,1,2,..

ndr y, = 2. Kommentér losningen.

Opgave 7 I en diskret model kan udviklingen i antallet af individer i en population beskrives ved en
losning til differensligningen

Vo1 =¥, +0,002-y, -(400—y,), n=0,12,..

hvor y  betegner antallet af individer i populationen til tidspunktet n (mélt i méneder).

Det oplyses, at der er 75 individer i populationen til tidspunktet » = 0.

a) Benyt modellen til at bestemme antallet af individer i populationen til tidspunktet
n=10.

I en kontinuert model kan udviklingen i antallet af individer i den samme population
beskrives ved en funktion £, der er lesning til differentialligningen

il—]j:o,ooz-N-moo—N),

hvor f(¢) betegner antallet af individer i populationen til tidspunktet # (malt i maneder).

b) Bestem en forskrift for 1.

¢) Tegn de to modeller i samme koordinatsystem for de forste 20 maneder.

Side 12 af 27





Forberedelsesmateriale til stx-matematik A-niveau 2020 Differensligninger

Cobwebdiagrammer for fgrsteordens differensligninger

Vi vil nu se pé en anden méde, hvorpa man kan visualisere lgsningen til en differensligning af ferste orden.
Vi betragter differensligningen pa formen

Vo =8,), n=0,12,...
hvor g er en kontinuert funktion.

Vi starter med at tegne grafen for g samt linjen / med ligningen y, ., = v, i samme koordinatsystem, hvor vi
har y, ud ad fersteaksen og y,,, op ad andenaksen. Dette diagram kaldes et cobwebdiagram. Herefter
afszttes y, pa forsteaksen. Afles nu y, = g(y,) pa grafen for g og gé vandret hen til linjen /. G4 dernast
lodret op/ned indtil grafen for g medes. Her afleses y, = g(y,). Fortsat pd denne made for at bestemme

Visees Vo

Vi illustrerer metoden med et eksempel, hvor g er et andengradspolynomie:

yn-H yn+l
A yn+1_yn A yn+l_yn
A NV
g I
A g
>V, >y,
N N Yoo Vo N5
Cobwebdiagram Cobwebdiagram med begyndelsesvardiy,
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I ovenstiende ovelse og opgave er forskriften for funktionen g ikke angivet. Hvis vi kender forskriften for g,
sé kan vi tegne cobwebdiagrammet.

Eksempel 6

Definition 3

Eksempel 7

Vi betragter nu differensligningen

yn+l:4'yn_%'yn2a nzo,l,z,...

1
Denne er pd formen y, ., = g(y,), hvor g(x) = 4-X—5-x2.

Grafen for g er en parabel, der har toppunkt i (4,8) og skarer forsteaksen i punkterne
(0,0) og (8,0). Nedenfor ses cobwebdiagrammet for denne differensligning.

y"+l yn+l :yn

A

>

Ved et fikspunkt for en differensligning af forste orden skrevet pa formen y,., = g(»,)
forstas en veerdi p, der opfylder, at y = g(7).

Fikspunkterne for differensligningen i eksempel 6 bestemmes ved at lese ligningen

som har lgsningerne y =0 og y = 6.

Bemerk, at de to losninger er forstekoordinaterne til skeeringspunkterne mellem grafen for
g og linjen med ligningen y,,, = y, 1 cobwebdiagrammet.
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Opgave 9 En differensligning er bestemt ved

yn+1:6.yn_yn2a n:0,1,2,...

a) Tegn et cobwebdiagram for differensligningen.

b) Bestem de to fikspunkter for differensligningen grafisk og ved beregning.

Eksempel 8 Vi betragter differensligningen y, , = \/ﬁ , n=0,1,2,...
Vi bestemmer de to fikspunkter y =0 og y =9 til denne differensligning ved lose
ligningen y = \/ﬁ .
Viser altsd, at hvis y, =9, sdvil y, =y, =...=y, =9 foralle n. Og hvis y, =0, sd vil
»=Y,=..=y, =0 foralle n.
Setter vi vores startpunkt til y, =1 sd finder vi, at y, =3, y, =5,196..,..., y,, =8,995..
Viser,at y, —9 for n— oo.

Definition 4  Et fikspunkt j for en forsteordens differensligning pa formen y,,, = g(»,)

kaldes
- stabilt (eller tiltrekkende), hvis y, narmer sig y, nar y, starter “taet” pa y.

- ustabilt (eller frastedende), hvis y, fjerner sig fra y, nar y, starter “tet” pa y.

Satning 2 Hyvis g er en differentiabel funktion, og y er et fikspunkt for differensligningen pa formen
Vo = 8(,) , sa gelder folgende:
- Hyvis |g’ ()7)| <1, sder y et stabilt fikspunkt.
- Hyvis |g’ ()7)| >1, sder y et ustabilt fikspunkt.

Hvis | g'( j/)| =1, sa kan vi ikke pa baggrund af g/() sige noget precist om opferslen af den talfolge, der er

losning til differensligningen.
Beviset for setning 2 benytter middelverdisatningen fra differentialregningen. Gennemforelse af beviset
ligger uden for malet med dette materiale.

Opgave 10 En differensligning er bestemt ved

yn+1:4'yn_yy,25 1’120,1,2,...

a) Tegn et cobwebdiagram for differensligningen.
b) Bestem de to fikspunkter for differensligningen.

¢) Undersog for hvert af fikspunkterne, om det er stabilt eller ustabilt.
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Ovelse 6 I forbindelse med modelleringen af antallet af individer i en population af dyr med ikke
overlappende generationer (for eksempel degnfluer), kan man benytte Pielou’s logistiske
differensligning

a-y,

, a>1, >0.
1+8-y, o

yn+1 —

a) Vis,at y= ol er et stabilt fikspunkt for differensligningen.

Opgave 11 I en model kan udviklingen i antallet af individer i en population af dyr beskrives ved
differensligningen

3.y,

— 2 p=0,1,2,...
140,001-y,

yn+1 =

hvor y, betegner antallet af individer i populationen (maélt i tusinde) efter » maneder.
Det oplyses, at der er 100 tusinde dyr i populationen til tidspunktet n = 0.

a) Benyt modellen til at bestemme antallet af individer i populationen efter 5 maneder.

b) Ger rede for, at y =2000 er et stabilt fikspunkt for modellen.

Andenordens homogene linezere differensligninger

I de tidligere afsnit har vi set pd differensligninger, hvor y, ., alene har varet bestemt ud fra y,. Vi vil nu se
nermere pa en anden type af differensligninger, hvor y, ., athenger af de to foregidende elementer i

talfolgen, nemlig y, og v, ,. Denne type af differensligninger kaldes andenordens differensligninger.

Eksempel 9 Vi kan definere en folge af tal ud fra en andenordens differensligning ved
yn+l =V + Vo1, = 1,2,3,...

Hvis vi velger y, =1 og y, =1, farvi

n 2 3 4 5 6 7 8 9

Vo | 141=2 | 142=3 | 2+3=5 | 3+5=8 | 5+8=13 | 8+13=21 | 13+21=34 | 21+34=55

Denne talfolge kaldes Fibonaccitallene.

Vi leegger merke til, at vi skal veelge to startveerdier til forskel fra forsteordens differensligninger, hvor vi
kun skal vaelge én startvaerdi.
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Opgave 12 En andenordens differensligning er givetved y, ., =y, +v,,, n=123,..

a) Bestem y;5 og y,,,ndrvivaelgery, =1 og y, =3.

b) Tegn et punktplot for differensligningen.

Andenordens differensligningen i opgave 12 kaldes for en Lukasfalge.

Vi kan preve at bestemme et lukket udtryk, der kan give os verdien af y, i den talfolge, der er losning til en
andenordens differensligning.

Eksempel 10 Vi betragter igen den andenordens differensligning, som giver Fibonaccitalfelgen.

yn+1 :yn +yn71
Vo1 =V = Vu =0

Bemerk, at vi her udtrykker y, ., ved y, og y, ;.
I et forseg pé at bestemme et lukket udtryk for y, , sd kan vi preve med forskellige typer af

udtryk. Vi prever med et potensudtryk pa formen y, =m", hvor m =0, og far

n+ 1

mt—m"—m" =0 &

m"il-(mz—m—l):O

Vi har nu faet omformuleret vores andenordens differensligning til et produkt af en potens
og et andengradsudtryk i m. Da m"' = 0 kan vi ved hjlp af nulreglen slutte, at

m* —m —1=0. Diskriminanten er d = (—1)* —4-(—1)=5. Vi fir da to losninger

_—(=D++5

:—_(_1)_\/5 og m
2-1

! 2.1

2

Man kan vise (men det gor vi ikke), at en lgsning til andenordens differensligningen kan
skrives ved hjelp af de to lesninger m, ogm, pa den lukkede form:

n

1—-5)

1++/5

+C2' 2

yn:Cl'

b

hvor C, og C, er konstanter.
Vi kan bestemme disse to konstanter C; og C, ud fra vores startverdier y, =1 og y, =1.
Vi far dermed to ligninger med to ubekendte:

0 0
1—¢,- 1-V5 +C,- 1+ & 1=C +C,
2 2
1 1
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Ovelse 7

Definition 5

Seaetning 3

5 1 5

Losningen til dette ligningssystem er C, = % —a og C, = 5 I 10

Dvs. at et udtryk pa lukket form for det n’te element i Fibonaccifelgen er givet ved

o5

n

, n=0,1,2,...

1445

2

2 10

2

2 10

Yn

Benyt metoden i eksempel 10 til at bestemme en lgsning pé lukket form til andenordens
differensligningen

Y1 :Syn _6'yn_1, n=123,...

ndr vi velgery, =1 og y, =3.

Differensligningen
yn+l =)y, +6'yn71 5 ﬂiov 1’121,2,3,...

kaldes den generelle homogene linesre andenordens differensligning med konstante
koefficienter o og .

Polynomiet P(x)=x* —a-x— 3 kaldes det karakteristiske polynomium herende til den
homogene andenordens differensligning.

Hvis o og S erreelle tal, hvor =0, og det karakteristiske polynomium herende til den
generelle homogene andenordens differensligning

yn+l :a'yn +ﬂ'yn71 b} n:172)37-~-

har en ikke-negativ diskriminant D, sa kan lgsningen til denne differensligning skrives pa
lukket form pé folgende made

D>0:y =C-m"+C,-m,”
D=0:y =C-m"+C,-n-m"

hvor C, og C, er konstanter, og P(x) har redderne m; samt m,.

Bemark, at hvis D =0, sd er m; =m,. Itilfeldet D <0 findes ogsd en losning pd lukket form til den

homogene andenordens differensligning i definition 5. Men at opskrive denne lgsning er mere kompliceret.
Dette ligger uden for mélet med dette forberedelsesmateriale. Beviset for setning 3 udelades.
Bemerk, at konstanterne C, og C, kan bestemmes ud fra y, og y, ved at lose to ligninger med to

ubekendte som i eksempel 10 side 18.
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Opgave 13 En andenordens differensligning er bestemt ved

Yuni =8.y,—16-y,,, n=123..

Det oplyses, at y, =3 og y, = 20.

a) Opskriv lgsningen til differensligningen pé lukket form.

Opgave 14 I en makrogkonomisk model kan udviklingen i det totale forbrug i et samfund beskrives
ved en lesning til differensligningen

Yy =146-y,-0,39-y ,, n=12,3,..

hvor y, betegner samfundets totale forbrug (malt i mia. kr.) til tidspunktet » (mdlt i ar).
Det oplyses, at samfundets totale forbrug er 100 mia. kr. til tidspunktet » =0, og
samfundets totale forbrug er 105 mia. kr. til tidspunktet »=1.

a) Benyt modellen til at bestemme samfundets totale forbrug til tidspunktet » = 5.

b) Benyt modellen til at bestemme det tidspunkt, hvor samfundets totale forbrug
overstiger 500 mia. kr.

Kilde: Okonom P.A. Samuelson.

Opgave 15 I en model kan udviklingen i antallet af rede blodlegemer i blodbanen hos en bestemt
bloddonor beskrives ved lgsningen til differensligningen

Vo1 =08y, 4+0,2-y,,, n=123,..

hvor y, betegner antallet af rede blodlegemer (malt i mia.) til tidspunkt » (malt i dogn

efter at der er doneret blod).
Til tidspunktet » =0 er antallet af rade blodlegemer i1 kroppen 25000 mia., og til
tidspunktet » =1 er antallet af rade blodlegemer i kroppen 26000 mia.

a) Benyt modellen til at bestemme antallet af rede blodlegemer i blodbanen hos
bloddonoren til tidspunktet » = 6.

b) Benyt differensligningens lgsning pa lukket form til at argumentere for, hvordan
antallet af rede blodlegemer i kroppen udvikler sig.

Newton-Raphsons metode

Endnu et eksempel pé en anvendelse af differensligninger meder vi i Newton-Raphsons metode til
bestemmelse af nulpunkter for en differentiabel funktion f. Metoden er forblaffende hurtig til at finde en god
tilneermet vaerdi af et nulpunkt.

Ideen i metoden er at starte med et gaet pd et nulpunkt x,, hvorefter tangenten til grafen for /1 punktet

(x,, f(x,)) folges indtil den rammer forsteaksen. Dette punkt er det n@ste geet pa nulpunktet for f. Herefter
gentages ovenstiende.
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_x, Y, X, > (D)

Vi illustrer metoden ud fra den differentiable funktion f(x)=x" —3. Vi ensker at bestemme en af
losningerne til f(x) = 0. Vi starter med at gaette pd x, = 2. En ligning for tangenten til grafen for f'i
punktet (2, /(2)) bestemmes til y =32x —51. Denne skarer forsteaksen i x;, =51/32~1,59375, hvilket er
vores naste geet. En ligning for tangenten til grafen for /i punktet (1,593..., £(1,593...)) bestemmes til
y=16,1927-x—22,3554. Denne skerer forsteaksen 1 x; =22,3554/16,1927 ~1,38058, hvilket er vores
naeste gaet. Fortsatter vi pd denne made fas:

X0 X1 X2 X3 X4 X5

2 1,59375 | 1,38058 | 1,32046 | 1,31610 | 1,31607

Loser vi ligningen f(x)=0 fas x* —3=0& x= +3/3 ~ +1,31607.. Vi ser alts4, at allerede det 5’te gt
rammer den rigtige vaerdi med 6 betydende cifre. Dette er meget typisk for metoden.

Ovelse 8 Gennemfor selv overstiende metode for /(x) = x° —5 med startgaet x, =1.

Satning 4 Newton-Raphsons metode til bestemmelse af et nulpunkt for en differentiabel funktion 1
kan beskrives ved differensligningen

S(x)
L] = xn — f/(x ), n—= 0,1,2,...

X

/()

Bemerk, at ovenstiende differensligning er pd formen x,., = g(x,), hvor g(x)=x— .

(%)

Ovelse 9 Bevis saetning 4.
Vink: benyt, at en ligning for tangenten til grafen for /i punktet (x,, f(x,)) er givet ved

y=1"(x) (x=x,)+ f(x,).
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Opgave 16 En funktion fer bestemt ved

fx)=x*—x-2.

a) Opskriv de forste 3 elementer i talfolgen, der er losning til differensligningen herende
til Newton-Raphsons metode, nar x, =1.

b) Tegn grafen for £, og benyt denne til lave et startgat for bestemmelse af det andet
nulpunkt.

Opgave 17 En funktion fer bestemt ved

f(x)=e"+x—3.

a) Tegn grafen for f, og benyt denne til at bestemme et startgaet x, for Newton-Raphsons
algoritme til bestemmelse af nulpunktet for f.

b) Bestem de forste fire elementer i losningen til differensligningen herende til Newton-
Raphsons metode med startgzettet xo.

¢) Les ligningen f(x)=0 med et matematisk vaerktegjsprogram, og sammenlign

resultatet med det 4. element i losningen til differensligningen herende til Newton-
Raphsons metode med startgzet x,.

Opgave 18 En funktion fer bestemt ved

f(x)=e"—x—3.

Ligningen f(x)=0 har én positiv lgsning.

a) Benyt Newton-Raphsons metode med startgaet x, =2 til at bestemme den positive
losning til ligningen f(x)=0 med 4 betydende cifre.

Ovelse 10 Tegn en skitse af en graf for en differentiabel funktion med et startgeet x,, hvor det sogte
nulpunkt ikke findes ved hjelp af Newton-Raphsons algoritme.
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Opgave 19

Eksempel 11

)

Differensligninger

> (1)

P4 figuren ses grafen for en differentiabel funktion £, der har et nulpunkt P. En talfolge x,

er losning til differensligningen herende til Newton-Raphsons metode og har startveerdi

X — 1%

a) Bestem x, og x, italfelgen, der starter i x, =11, ved at indtegne tangenter til grafen

for f.

Et eksempel pa en anvendelse af Newton-Raphsons metode er udregningen af en tilneermet
veerdi af kvadratroden af et positivt tal a ved hjelp af simple regneregler. Vi udnytter her,

at \Ja er den positive rod til polynomiet f(x)= x* —a. Opskriver vi differensligningen

herende til Newton-Raphsons metode for denne funktion fas

_ J(x,)
xn+l _'xn - f/(x )
xj—a
:xn—
2x

n

1

. a
—xn —EX,, —|—g

a
= %('xn + x_)

n

5

=1/2*(E1+10/E1)

E |

2

[ sl
|}

3,178571
3,162319
3,162278
3,162278
3,162278

L= R R I I =]

Onsker vi for eksempel at bestemme J10 ved hjelp af metoden, sa gaetter vi for eksempel

pd x, =2 og bestemmer de forste elementer 1 talfolgen ved hjelp af et regneark (eller en

simpel lommeregner). Bemerk, at allerede x, =3,162278 har de forste 6 cifre felles med

J10 ~3,16227766...
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Indstiksark til formelsamlingen

Differensligning af forste orden (F1) Vo =8,), n=0,1,2...

Lineer differensligning af forste orden (F2) Vou=a-y,+ b, n=0,1,2...
med konstante koefficienter

n
. . a’ —1
Lesning pa lukket form (F3) y,=a"-y, +b- o n=0,12,.., a=0, a=1.
1 P
Cobwebdiagram (F4) A o v,
g
g
>V, y
Yo N Yo Ve Vs
Cobwebdiagram Cobwebdiagram med begyndelsesvzrdi y,

Fikspunkt y for differensligning af (F5) g(»)=y

forste orden y, , = g(,)
(F6)  |g'(7)|<1, stabilt (tiltreekkende)

| g'( )7)| > 1, ustabilt (frastedende)

Homogen linear differensligning af N ya=ay,+6-y,,, B=0, n=123,..
anden orden med karakteristisk

polynomium P (F8)  P(x)= x> —a-x— 3, diskriminant D, redder m, og m,
¥ D>0:y,=C-m"+C,-m"
D=0:y,=C-m"+C,-n-m’
Newton-Raphsons differensligning til S

(FIO) xn-H - xn f/(xn) ’

bestemmelse af nulpunkter n=0,12,..
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Bilag 1: Lgsning af differensligninger i Maple 2019
Udgangspunktet er en forsteordens differensligning y,,, =2-y, +3, n=0,1,2,... med startvardien
¥y = 20.

I Maple 2019 defineres differensligningen som en procedure y.

vy ==proc(n) option remember; 2- y(n— 1) + 3; end;
¥ = proc(n) option remember; 2*y(n— 1) + 3 end proc
#0) = 20,
0) =20

Lag marke til at y, bestemmes ud fra verdien til y, , i Maple 2019 syntaksen.
Ud fra denne proceduredefinition af y og startvaerdien kan efterfolgende vardier bestemmes.

»(10)
23549

En talfelge af veerdier for y,,, kan bestemmes med seq kommandoen.

seg(y(n), n=0_6)
20, 43, 89, 181, 365. 733, 1469

Et punktplot af udviklingen iy, , kan tegnes med plot kommandoen

pfor( [seq([m y(n) ], n=10_6)], stvle = point, labels = [r; y”], symbol = soffdcr‘rde]
14001

1200+

1000+

800+

600+

400

200+ .
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Differensligninger

Bilag 2: Lgsning af differensligninger i Geogebra 5

Udgangspunktet er en fersteordens differensligning y, , =2-y, +3, n=0,1,2,...

¥y = 20.

I Geogebra 5 vaelges en visning med Algebra, Tegneblok og Regnearkvinduerne.

med startvaerdien

€2 GeoGebra Classic 5 - o X
Fil Rediger Vis Indstilinger Veerklsj Vindue Hjzlp Logind.
[l =) =)
o A EEEIEIEI =R
e 12 v] |
s » [ s e ] o e r B "
KN .
: H
[ |
i [s |
[e]
ki 7
* Regneark ® |
Regneark ﬁ| E K | E El El | = ¥ Regneark . = |
A ENEREN ==k :ﬁlF fl:"F1EIE3'ID' |
s 12 v 4V|282+3 e lavie —
A | B | c | A B ]_ A B I C | D E F I
1 |n 1 |n ¥n A
— 1 |n ¥n - : |
Q 2 4
2 0 —] i AZ:B20
3 | 1 2 0 20 1 he - -
— T ) g
R 3 1[4 2 RO e
5 | == 2 B = indset
2| 3 4 2 4 468 — M atrix
3 4 — ! X Hip abiel
= a
| 5 3 5 733 ;
7| 5 = g L/ Sletobjskter ssiiife
— =] Shyit
s ! 7' m-{ _r&,&_ bt | Operationsiabal |
a. 5335 *. wis objekt |
o der3ar= v
s S lAG) vis navn >
= Oplagiregneark |

I regnearket oprettes en
sojle A for n. I sejle B

indtastes startvaerdien i B2,

og 1 den naste celle B3
indtastes vaerdien bestemt
som "=2*B2+3”,

I tegneblokken skal andenaksen justeres, sa alle punkter bliver vist.

De resterende verdier i
sojle B udregnes ved at
bruge regnearksfaciliteten
med at treekke den
markerede celle ned.

| ¢ Egenskaber ..

Ud fra de to sgjler kan et punktplot tegnes ved
at markere verdierne i de to sgjler, og

hegjreklikke. Derefter skal menuerne ”Lav” ->
”Liste af punkter” vaelges.

€7 GeoGebra Classic 5

Fil Rediger Vis Indstillinger Veerktsj Vindue Hjzlp

DR =R

A
L)
v

=N

a=2
i

i

£
Input |
»_Algebra vindue [XI | » Tegnebiok

~ Regneark

Liste
- @ 1M ={(0,20),(1,43),(2,89),
Punkt

.
»
f
88
g

=(11,47101)
M= (12, 94205)
N=(13,188413)
0=(14,376829)
P = (15, 753661)
Q=(16,1507325)

100000

80000

80000

40000

20000

FEREEEEE
L Jav
A

R=(17, 3014653)
5=(18, 6029309)
ekst

0000000000000000000

a

N
w@
=
o
o

n
o

n ¥n
20
43
89
181
365
733
1469
2941
5885
11773
23549

‘m|w‘\"m|m‘“‘w|'““‘

=

5}

S N = TR P P OO P )

b ‘

47101
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Bilag 3: Lgsning af differensligninger i TI-Nspire
Udgangspunktet er en forsteordens differensligning y,,, =2-y, +3, n=0,1,2,... med startvardien
¥y = 20.

Differensligninger

Start med at abne vaerktejet lister og regneark sammen med et vindue med vaerktejet grafer.

®|An By n .9 ’ y

1 0 20

2 1 43

3 2 89

4 3 181

8 4 365 *

6 5 733

7 6 1469

8 © (oyn)
’ ~Ptekst .
(<] I— oLy e T X
B2|=2-b1+3 -'(j).I(:'O.'5 - 6.6

I regnearket oprettes en sgjle 4 for n. I sgjle B indtastes startveerdien i B1, og i den naste celle B2 indtastes
vaerdien bestemt som "=2*B1+3”. De resterende verdier i sgjle B udregnes ved at bruge regnearksfaciliteten

med at trekke den markerede celle ned.
Der laves nu et punktplot i vinduet med grafer, hvor der ”zoomes” ind pa data.
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Indstiksark til formelsamlingen

Den generelle andengradsligning i to variable F(I1)  AxX*+Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0
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Cirkel
Ligning p& normalform for cirkel med centrum C(0,0) F(2) x2 N y _1
og radius r PO
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a
> (1)
& )
Ellipse
Areal 4 af ellipse med halvakser a og b F3) A=m-a-b

Ligning p& normalform for ellipse med centrum

Xy
C(0,0), den halve storakse a og den halve lilleakse b F(4) e + b =1

Koordinatseet til breendpunkter for ellipse med centrum (_ [ 2 ) ( Y )
C(0,0), den halve storakse a og den halve lilleakse 5~ T ) Ti{=va =67.0) og £5{Na" =570

Ligning for tangenten i1 punktet P(x,,,) til ellipsen
med centrum C(0,0), den halve storakse a og den halve F(6)
lilleakse b
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Ligning p& normalform for parabel med ledelinje

_ 2
T F(7)  y=ax

4.a
Koordinatseet til brendpunkt for parabel med ledelinje
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Parabel

Ligning p& normalform for parabel med ledelinje s
[: x=—1a FO) yi=ax

Koordinatset til brendpunkt for parabel med ledelinje
I x=—1lg F(10) F(54,0)
: 4

Ligning for tangenten til parablen med ligningen ) = ax

1
F(11 Vo=za-(x+x)
i punktet P(x,,,) D7 2 ’
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