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Indledning 

I dette dokument er samlet eksamensopgaver fra de i alt 17 eksamenssæt der har været stillet på 

STX-A-niveau siden implementeringen af gymnasiereformen i 2017. Af de udsendte sæt har to 

været såkaldt ”vejledende” sæt, mens sættet 2022-07 er det kasserede sæt fra juni 2022. 

Opgaverne er delt ud på 10 overskrifter og under hver overskrift delt efter delprøve 1 hhv. 2: 

1. Tal, formler og ligninger 

2. Funktioner og differentialregning 

3. Integralregning 

4. Differentialligninger 

5. Vektorfunktioner 

6. Funktioner af to variable 

7. Vektorer og analytisk geometri 

8. Sandsynlighedsregning 

9. Statistik (regression) 

10. Forberedelsesmaterialer 

Enkelte opgaver kan passe ind under flere overskrifter, men er da placeret under den overskrift, som 

jeg tænker de bedst passer ind under. Det kan f.eks. være optimeringsopgaver, som typisk er 

placeret under den type funktion der skal optimeres, samt integralregningsopgaver der er placeret 

under den funktionstype der skal integreres, fordi funktionstypen er i centrum for opgaven. 

Ved spørgsmål der i opgavesættet var markeret med grønt som mindstekravsopgave, er der sat en 

lille grøn firkant: . Til gengæld kan det ikke ses om spørgsmålene har været sat til 5 eller 10 point. 

Denne information er sorteret fra, fordi pointsætningen ikke handler om opgavens indhold, men om 

balancen i det samlede sæt. Ved hver opgave står hvilket opgavesæt opgaven er taget fra, samt 

hvilket nummer den har haft i sættet, så man nemt selv kan se hvordan den var placeret. 

Til filen er vedhæftet alle relevante bilag. Dels de sider som med fordel kan bruges til at tegne på i 

visse opgaver i delprøve 1, samt data-bilag til opgaver i delprøve 2. Delprøve 1-opgaver er markeret 

med farven orange, mens delprøve 2-opgaver er markeret med farve cyan. Formelsamlingsindstik til 

de relevante forberedelsesmaterialer er ligeledes vedhæftet. 

 

Kasper Bjering Søby Jensen, 

Ishøj, august 2022. 
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1. Tal, formler og ligninger 
 

Delprøve 1: 

1.D1.1 (2019-08, 1) 

 

1.D1.2 (2019-12, 1) 

 

1.D1.3 (2020-05, 3) 

 

1.D1.4 (2020-12, 3) 

 

1.D1.5 (2021-08, 1) 

 

1.D1.5 (2021-12, 5) 
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1.D1.6 (2021-12, 5) 

 

1.D1.7 (2022-06, 5) 

 

1.D1.8 (2022-08, 3) 
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2. Funktioner og differentialregning 
 

Delprøve 1: 

2.D1.1 (2018-06, 8 – Vejledende 1) 

 

2.D1.2 (2018-06, 9 – Vejledende 1) 

 

2.D1.3 (2021-12, 2) 
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2.D1.4 (2018-06, 11 – Vejledende 1) 

 
2.D1.5 (2018-08, 2 – Vejledende 2) 

 
2.D1.6 (2022-12, 7) 
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2.D1.7 (2018-08, 3 – Vejledende 2) 

 

2.D1.8 (2019-08, 3) 

 

2.D1.9 (2018-08, 10 – Vejledende 2) 

 

2.D1.10 (2021-12, 9) 
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2.D1.11 (2018-08, 11 – Vejledende 2) 

 

2.D1.12 (2019-05, 3) 

 

2.D1.13 (2019-05, 5) 

 



9 
 

2.D1.14 (2019-05, 6) 

 

2.D1.15 (2019-08, 6) 

 



10 
 

2.D1.16 (2019-08, 10) 

 

 

2.D1.17 (2019-12, 4) 

 

 

2.D1.18 (2019-12, 7) 
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2.D1.19 (2020-05, 2) 

 

2.D1.20 (2020-05, 7) 

 

2.D1.21 (2022-05, 5) 
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2.D1.22 (2020-06, 6) 

 

2.D1.23 (2020-08, 2) 

 

2.D1.24 (2020-08, 3) 

 

 

2.D1.25 (2022-05, 3) 
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2.D1.26 (2020-08, 4) 

 

2.D1.27 (2020-08, 8) 
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2.D1.28 (2020-12, 2) 

 

 

2.D1.29 (2021-05, 5) 
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2.D1.30 (2021-05, 5) 

 

2.D1.31 (2021-05, 8) 

 

2.D1.32 (2021-06, 6) 

 

2.D1.33 (2021-08, 4) 
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2.D1.34 (2021-08, 3) 

 

2.D1.35 (2021-08, 5) 

 

 

2.D1.36 (2022-05, 8) 
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2.D1.37 (2022-06, 4) 

 

2.D1.38 (2022-06, 7) 

 

2.D1.39 (2022-07, 6) 

 

2.D1.40 (2022-07, 9) 
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2.D1.41 (2022-08, 6) 
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Delprøve 2: 

2.D2.1 (2018-08, 18 – Vejledende 2) 

 

 

2.D2.2 (2020-05, 9) 
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2.D2.3 (2019-08, 16) 
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2.D2.4 (2021-06, 12) 
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2.D2.5 (2022-08, 10) 

 

  



23 
 

3. Integralregning 
 

Delprøve 1: 

3.D1.1 (2018-06, 2 – Vejledende 1) 

 

 

3.D1.2 (2018-06, 10 – Vejledende 1) 
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3.D1.3 (2018-08, 1 – Vejledende 1) 

 

 

3.D1.4 (2019-05, 2) 

 

 

3.D1.5 (2019-08, 4) 

 

 

3.D1.6 (2019-12, 5) 
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3.D1.7 (2020-05, 6) 

 

 

3.D1.8 (2020-06, 1) 

 

 

3.D1.9 (2020-08, 1) 

 

 

3.D1.10 (2021-05, 2) 
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3.D1.11 (2020-12, 9) 

 

3.D1.12 (2021-06, 2) 

 

3.D1.13 (2021-06, 8) 

 

3.D1.14 (2021-08, 10) 
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3.D1.15 (2021-12, 1) 

 

3.D1.16 (2022-05, 1) 

 

3.D1.17 (2022-06, 6) 

 

3.D1.18 (2022-07, 2) 

 

3.D1.19 (2022-07, 8) 
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3.D1.20 (2022-08, 8) 
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Delprøve 2: 

3.D2.1 (2018-06 – Vejledende 1) 

 

3.D2.2 (2021-08, 12) 

 



30 
 

3.D2.3 (2018-06, 19 – Vejledende 1) 

 

 

3.D2.4 (2018-08, 13 – Vejledende 2) 

 

 

3.D2.5 (2019-05, 10) 
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3.D2.6 (2019-12, 10) 

 

 

3.D2.7 (2020-05, 11) 
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3.D2.8 (2020-06, 7) 

 

3.D2.9 (2020-12, 10) 

 

3.D2.10 (2022-05, 11) 

 

3.D2.11 (2022-05, 11) 

 



33 
 

3.D2.12 (2021-05, 11) 

 

 

3.D2.13 (2020-08, 9) 
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3.D2.14 (2021-12, 11) 

 

 

3.D2.15 (2022-06, 15) 
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3.D2.16 (2022-07, 10) 
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4. Differentialligninger 
 

Delprøve 1: 

4.D1.1 (2018-06, 4 – Vejledende 1) 

 

 

4.D1.2 (2018-06, 5 – Vejledende 1) 
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4.D1.3 (2018-06, 7 – Vejledende 1) 

 

 

4.D1.4 (2018-08, 4 – Vejledende 2) 

 

 

4.D1.5 (2018-08, 8 – Vejledende 2) 

 



38 
 

4.D1.6 (2019-05, 4) 

 

4.D1.7 (2019-05, 9) 

 

4.D1.8 (2019-08, 7) 

 



39 
 

4.D1.9 (2019-12, 2) 

 

 

4.D1.10 (2020-05, 8) 

 

 

4.D1.11 (2020-06, 5) 

 

 

 



40 
 

4.D1.12 (2020-08, 5) 

 

 

4.D1.13 (2020-12, 4) 

 

 

4.D1.14 (2020-12, 7) 

 



41 
 

4.D1.15 (2021-05, 4) 

 

4.D1.16 (2021-06, 7) 

 

4.D1.17 (2021-08, 2) 
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4.D1.18 (2021-08, 8) 

 

 

4.D1.19 (2021-12, 8) 

 

 

4.D1.20 (2022-05, 6) 

 



43 
 

4.D1.21 (2022-06, 9) 

 

4.D1.22 (2022-07, 5) 

 

4.D1.23 (2022-08, 4) 

 

4.D1.24 (2022-08, 7) 
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Delprøve 2: 

4.D2.1 (2018-06, 15 – Vejledende 1) 

 

4.D2.2 (2018-08, 17 – Vejledende 2) 

 



45 
 

4.D2.3 (2019-05, 15) 

 

4.D2.4 (2020-12, 12) 

 



46 
 

4.D2.5 (2019-08, 14) 

 

 

4.D2.6 (2021-06, 9) 

  



47 
 

4.D2.7 (2019-12, 12) 

 

4.D2.8 (2020-05, 15) 

 



48 
 

4.D2.9 (2020-06, 9) 

 

4.D2.10 (2021-05, 11) 

 



49 
 

4.D2.11 (2020-08, 10) 

 

 

4.D2.12 (2021-08, 14) 

 

4.D2.13 (2021-08, 14) 

 



50 
 

4.D2.14 (2021-12, 10) 

 

 

4.D2.15 (2022-08, 13) 

 

 



51 
 

4.D2.16 (2022-06, 10) 

 

4.D2.17 (2022-07, 12) 

 

4.D2.18 (2022-06, 13) 
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5. Vektorfunktioner 
 

Delprøve 1: 

5.D1.1 (2018-06, 1 – Vejledende 1) 

 

 

5.D1.2 (2018-08, 7 – Vejledende 2) 

 

 

 

 



53 
 

5.D1.3 (2019-05, 1) 

 

 

5.D1.4 (2019-08, 8) 

 

 

5.D1.5 (2019-12, 3) 

 

 



54 
 

5.D1.6 (2020-05, 1) 

 

5.D1.7 (2020-06, 3) 

 

5.D1.8 (2020-12, 1) 

 



55 
 

5.D1.9 (2020-12, 5) 

 

 

5.D1.10 (2021-05, 1) 

 

 

5.D1.11 (2021-06, 5) 

 

  



56 
 

5.D1.12 (2021-08, 6) 

 

 

5.D1.13 (2021-05, 9) 

 

 

5.D1.14 (2022-06, 3) 

 

 

 



57 
 

5.D1.15 (2022-07, 4) 

 

 

5.D1.16 (2022-08, 2) 
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Delprøve 2: 

5.D2.1 (2018-06, 16 – Vejledende 1) 

 

5.D2.2 (2018-08, 15 – Vejledende 2) 

 

 



59 
 

5.D2.3 (2019-05, 13) 

 
5.D2.4 (2021-12, 13) 

 



60 
 

5.D2.5 (2019-08, 13) 

 

5.D2.6 (2020-05, 14) 

 



61 
 

5.D2.7 (2019-12, 14) 

 

 

 

 



62 
 

5.D2.8 (2020-06, 12) 

 

 

5.D2.9 (2022-08, 9) 

 



63 
 

5.D2.10 (2020-08, 14) 

 

 

5.D2.11 (2021-08, 15) 

 



64 
 

5.D2.12 (2020-12, 13) 

 

  



65 
 

5.D2.13 (2021-05, 15) 

 

  



66 
 

5.D2.14 (2021-06, 14) 
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6. Funktioner af to variable 
 

Delprøve 1: 

6.D1.1 (2021-05, 3) 

 

6.D1.2 (2021-06, 1) 

 

6.D1.3 (2021-12, 3) 

 

6.D1.4 (2022-05, 7) 

 



68 
 

6.D1.5 (2022-06, 1) 

 

 

6.D1.6 (2022-07, 1) 

 

 

6.D1.7 (2022-08, 1) 
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Delprøve 2: 

6.D1.1 (2018-06, 18 – Vejledende 1) 

 

 

6.D2.2 (2018-08, 16 – Vejledende 2) 

 

 

 



70 
 

6.D2.3 (2019-05, 14) 

 

 

6.D2.4 (2022-06, 13) 

  



71 
 

6.D2.5 (2019-12, 15) 

 

6.D2.6 (2021-08, 17) 

 



72 
 

6.D2.7 (2020-05, 13) 

 

 

6.D2.8 (2020-06, 10) 

 



73 
 

6.D2.9 (2020-08, 13) 

 

 

6.D2.10 (2022-07, 14) 

  



74 
 

6.D2.11 (2020-12, 16) 

 

 

6.D2.12 (2021-05, 14) 

 



75 
 

6.D2.13 (2021-06, 13) 

 

  



76 
 

6.D2.14 (2021-12, 15) 
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7. Vektorer og analytisk geometri 
 

Delprøve 1: 

7.D1.1 (2019-05, 7) 

 

 

7.D1.2 (2019-12, 9) 
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8. Sandsynlighedsregning 
 

Delprøve 1: 

8.D1.1 (2018-06, 6 – Vejledende 1) 

 

 

8.D1.2 (2018-08, 10 – Vejledende 2) 

 

 



79 
 

8.D1.3 (2018-08, 5 – Vejledende 2) 

 

8.D1.4 (2019-08, 2) 

 



80 
 

8.D1.5 (2019-05, 9) 

 

 

8.D1.6 (2019-12, 6) 

 

8.D1.7 (2021-08, 9) 

 



81 
 

8.D1.8 (2020-06, 2) 

 

 

 

 

 



82 
 

8.D1.9 (2020-05, 4) 

 

8.D1.10 (2020-08, 6) 

 

8.D1.11 (2020-12, 8) 

 



83 
 

8.D1.12 (2021-06, 4) 

 

 

8.D1.13 (2021-12, 4) 

 

 



84 
 

8.D1.14 (2022-06, 2) 

 

 

8.D1.15 (2022-07, 3) 

 



85 
 

Delprøve 2: 

8.D2.1 (2018-06, 14 – Vejledende 1) 

 

 

8.D2.2 (2018-08, 12 – Vejledende 2) 

 



86 
 

8.D2.3 (2019-05, 11) 

 

 

8.D2.4 (2020-12, 11) 

 

  



87 
 

8.D2.5 (2019-08, 12) 

 

8.D2.6 (2021-08, 13) 

 

8.D2.7 (2022-06, 11) 

 



88 
 

8.D2.8 (2020-06, 8) 

 

8.D2.9 (2020-08, 11) 

 

8.D2.10 (2021-05, 9) 

 



89 
 

8.D2.11 (2021-12, 14) 

 

 

8.D2.12 (2022-05, 10) 

 

 

 

 

 



90 
 

8.D2.13 (2022-07, 11) 

 

 

8.D2.14 (2022-08, 11) 
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9. Statistik (regression) 
 

Delprøve 2: 

9.D2.1 (2018-06, 13 – Vejledende 1) 

 

  



92 
 

9.D2.2 (2019-08, 15) 

 

 

 

 

 

 

 



93 
 

9.D2.3 (2019-12, 13) 

 

  



94 
 

9.D2.4 (2020-05, 10) 

 

  



95 
 

9.D2.5 (2020-12, 15) 

 

  



96 
 

9.D2.6 (2021-05, 13) 

 

  



97 
 

9.D2.7 (2021-06, 10) 

 

  



98 
 

9.D2.8 (2021-08, 11) 
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10. Forberedelsesmaterialer 
 

A. MATRIX-REGNING (2018): 

Delprøve 1: 

10A.D1.1 (2018-06, 3 – Vejledende 1) 

 

 

10A.D1.2 (2018-08, 6 – Vejledende 1) 
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Delprøve 2: 

10A.D2.1 (2018-06, 17 – Vejledende 1) 

 

 

10A.D2.2 (2018-08, 14 – Vejledende 2) 
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B. GRAF-TEORI (2019): 

Delprøve 1: 

10B.D1.1 (2019-05, 8) 

 

 

 

 

 

 



102 
 

10B.D1.2 (2019-08, 5) 

 

10B.D1.3 (2019-12, 8) 
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Delprøve 2: 

10B.D2.1 (2019-05, 12) 

 

 

10B.D2.2 (2019-05, 11) 

 



104 
 

10B.D2.3 (2019-12, 11) 
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C. DIFFERENSLIGNINGER (2020): 

Delprøve 1: 

10C.D1.1 (2020-05, 5) 

 

 

10C.D1.2 (2021-05, 7) 

  



106 
 

10C.D1.3 (2020-06, 6) 

 

 

10C.D1.4 (2020-08, 7) 

 

 

 



107 
 

10C.D1.5 (2020-12, 6) 

 

 

10C.D1.6 (2021-06, 3) 

  



108 
 

10C.D1.7 (2021-08, 7) 

 

 

10C.D1.8 (2021-12, 6) 

 

  



109 
 

Delprøve 2: 

10C.D2.1 (2020-05, 12) 

 

 

10C.D2.2 (2020-06, 11) 

 

 

10C.D2.3 (2021-08, 16) 

  



110 
 

10C.D2.4 (2020-08, 12) 

 

10C.D2.5 (2021-12, 12) 

 



111 
 

10C.D2.6 (2020-12, 14) 

 

10C.D2.7 (2021-05, 12) 

 



112 
 

10C.D2.8 (2021-06, 11) 
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D. KEGLESNIT (2022): 

Delprøve 1: 

10D.D1.1 (2022-05, 4) 

 

10D.D1.2 (2022-06, 8) 

 

10D.D1.3 (2022-07, 7) 

 

10D.D1.3 (2022-08, 5) 

 

  



114 
 

Delprøve 2: 

10D.D2.1 (2022-05, 12) 

 

10D.D2.2 (2022-06, 12) 

 



115 
 

10D.D2.3 (2022-07, 13) 

 

  



116 
 

10D.D2.4 (2022-08, 12) 
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Ark1

		Længde af venstre tommelfinger (mm)

		63

		91

		89

		97

		100

		101

		98

		100

		92

		94

		105

		107

		106

		109

		111

		81

		114

		115

		121

		125

		130

		111

		95

		84

		94

		78

		92

		85

		84

		98

		97

		96

		105

		107

		102

		101

		71

		81

		92

		102

		112






Ark1

		stilklængde i mm		300

				271

				264

				337

				267

				287

				309

				284

				259

				329

				296

				293

				318

				332

				320

				336

				315

				275

				263

				300

				297

				248

				299

				262

				319

				325

				297

				287

				313

				291

				293

				294

				290

				296

				294

				296

				297

				293

				314

				243

				317

				325

				337

				243

				286

				321

				279

				304

				318

				302

				261

				270

				282

				353

				311

				280

				347

				270

				259

				297

				302

				347

				285

				295

				303

				287

				300

				269

				292

				262

				272

				325

				303

				312

				263

				279

				291

				291

				328

				262

				325

				312

				294

				310

				298

				311

				347

				278

				288

				307

				310

				221

				327

				327

				291

				299

				307

				302

				286

				328

				290

				284

				319

				294

				288

				315

				297

				275

				290

				295

				300

				296

				338

				283

				285

				325

				335

				301

				256

				313

				319

				317

				300

				329

				297

				316

				301

				290

				305

				297

				315

				302

				259

				306

				313

				278

				267

				298

				298

				300

				276

				295

				295

				271

				293

				334

				283

				306

				269

				296

				298

				275

				311

				309

				300

				275

				301

				319

				296

				269

				302

				332

				300

				267

				307

				310

				324

				263

				287

				265

				303

				298

				338

				307

				263

				281

				294

				282

				290

				273

				294

				333

				239

				279

				293

				282

				294

				311

				302

				299

				314

				258

				285

				324

				292

				309

				297

				311

				280

				261






Ark1

		vingelængde

		36

		41

		42

		43

		45

		46

		47

		48

		49

		51

		37

		41

		42

		44

		45

		46

		47

		48

		49

		51

		38

		41

		42

		44

		45

		46

		47

		48

		49

		51

		38

		41

		43

		44

		45

		46

		47

		48

		49

		51

		39

		41

		43

		44

		45

		46

		47

		48

		50

		52

		39

		41

		43

		44

		45

		46

		47

		48

		50

		52

		40

		42

		43

		44

		45

		46

		47

		48

		50

		53

		40

		42

		43

		44

		45

		46

		47

		49

		50

		53

		40

		42

		43

		44

		45

		46

		47

		49

		50

		54

		40

		42

		43

		44

		45

		46

		48

		49

		50

		55






Ark1

		Vægt

		1404

		1497

		1543

		1482

		1482

		1501

		1486

		1541

		1493

		1525

		1477

		1496

		1494

		1514

		1474

		1454

		1529

		1538

		1474

		1518

		1421

		1495

		1497

		1497

		1499

		1473

		1509

		1507

		1499

		1525

		1467

		1465

		1522

		1439

		1534

		1549

		1534

		1437

		1547

		1524

		1517

		1496

		1533

		1442

		1540

		1522

		1499

		1510

		1497

		1504

		1509

		1580

		1482

		1527

		1500

		1481

		1496

		1501

		1540

		1503

		1533

		1444

		1518

		1585

		1461

		1498

		1527

		1547

		1512

		1547

		1493

		1494

		1546

		1481

		1518

		1494

		1477

		1460

		1498

		1530

		1543

		1494

		1543

		1462

		1477

		1480

		1436

		1467

		1505

		1445

		1506

		1490

		1492

		1509

		1518

		1483

		1530

		1492

		1493

		1546

		1502

		1518

		1489

		1479

		1481

		1531

		1515

		1485

		1491

		1476

		1483

		1520

		1490

		1509

		1528

		1510

		1544

		1516

		1510

		1530

		1443

		1498

		1511

		1483

		1562

		1451

		1499

		1501

		1471

		1515

		1490

		1520

		1524

		1494

		1495

		1564

		1536

		1488

		1532

		1495

		1458

		1467

		1448

		1486

		1455

		1474

		1450

		1525

		1455

		1484

		1533

		1531

		1444

		1458

		1499

		1509

		1485

		1506

		1488

		1530

		1500

		1488

		1436

		1512

		1521

		1472

		1508

		1480

		1545

		1443

		1557

		1486

		1461

		1508

		1456

		1582

		1483

		1505

		1542

		1488

		1524

		1509

		1481

		1518

		1539

		1493

		1473

		1485

		1505

		1509

		1592

		1535

		1490

		1516

		1526

		1519

		1520

		1474

		1505

		1523






Ark1

		Vægt i kg

		51.3

		61.9

		69.4

		64.6

		65.5

		55.9

		64.2

		61.9

		51.0

		54.7

		57.8

		51.8

		57.0

		55.5

		52.7

		63.5

		58.7

		64.9

		62.6

		56.3

		64.1

		65.1

		44.4

		58.7

		64.3

		58.8

		64.6

		59.7

		49.1

		51.7

		46.9

		54.8

		57.1

		61.8

		63.5

		58.4

		64.3

		55.0

		59.6

		48.4

		56.4

		56.6

		63.4

		62.3

		48.3

		58.4

		66.1

		53.0

		65.1

		61.2

		66.7

		57.3

		56.9

		52.5

		56.0

		67.1

		70.7

		58.1

		54.1

		60.7

		58.4

		62.4

		58.9

		58.4

		61.4

		49.7

		64.6

		60.2

		47.0

		56.6

		58.7

		60.8

		63.7

		46.6

		58.3

		54.6

		62.9

		60.3

		52.4

		55.6

		61.1

		55.3

		70.5

		58.5

		58.6

		63.3

		63.9

		59.7

		54.9

		59.7

		61.9

		64.2

		63.8

		50.9

		60.5

		59.8

		54.4

		55.8

		58.1

		52.4

		46.3

		59.1

		60.9

		44.7

		52.0

		56.0

		55.8

		57.4

		58.3

		57.7

		55.4

		57.9

		59.7

		50.8

		55.4

		58.3

		60.2

		61.7

		52.6

		62.1

		54.4

		49.4

		58.2

		61.4

		48.5

		55.9

		49.7

		54.1

		63.6

		60.8

		60.1

		59.3

		52.4

		56.2

		58.1

		61.7

		52.9

		57.5

		68.7

		59.1

		61.8

		51.4

		56.8

		57.9

		48.6

		52.8

		60.7

		51.2

		59.3

		62.5

		56.9

		62.8

		54.8

		63.6

		62.0

		48.1

		72.1

		49.3

		62.9

		52.6

		66.4

		49.8

		63.1

		54.4

		58.2

		57.7

		52.3

		56.6

		57.6

		50.5

		55.6

		56.3

		56.5

		54.2

		63.2

		47.6

		55.8

		53.9

		55.1

		54.1

		61.2

		52.7

		49.5

		56.3

		64.0

		58.6

		58.0

		54.8

		57.9

		46.0

		65.8

		50.3

		60.3

		66.4

		66.0

		54.8

		52.5

		58.2

		57.8

		58.0






Ark1

		117

		157

		169

		155

		143

		207

		164

		183

		189

		128

		127

		143

		214

		76

		114

		204

		106

		197

		246

		152

		130

		85

		188

		99

		154

		171

		129

		176

		224

		30

		148

		103

		36

		124

		199

		134

		122

		85

		175

		117

		154

		125

		164

		163

		132

		159

		156

		125

		132

		152

		175

		211

		142

		246

		188

		150

		187

		225

		150

		180

		214

		163

		136

		87

		186

		150

		157

		163

		194

		200

		174

		202

		120

		137

		201

		138

		152

		155

		151

		164

		136

		164

		202

		198

		181

		159

		106

		188

		154

		223

		187

		72

		74

		139

		232

		129

		107

		145

		189

		188

		202

		207

		112

		116

		141

		141

		130

		188

		114

		174

		124

		150

		104

		205

		106

		221

		109

		141

		198

		106

		115

		213

		177

		170

		123

		84

		89

		145

		158

		94

		211

		112

		100

		73

		153

		185

		156

		188

		187

		78

		186

		154

		165

		183

		96

		96

		149

		135

		220

		121

		122

		194

		204

		152

		115

		61

		176

		142

		77

		209

		136

		144

		189

		176

		126

		191

		161

		137

		139

		133

		183

		125

		210

		152

		122

		121

		125

		138

		179

		218

		141

		205

		148

		130

		149

		132

		125

		143

		198

		152

		181

		129

		171

		117

		180

		76

		145

		158

		117

		145

		124

		102












Ark1

		Vægt(kg)		Løbetid(min. pr. km)

		83.1		6.59

		83.0		6.49

		82.8		6.52

		82.7		6.54

		82.4		6.53

		82.5		6.57

		82.2		6.60

		82.3		6.51

		82.2		6.60

		82.0		6.59

		81.8		6.46

		81.7		6.56

		81.5		6.55

		81.6		6.41

		81.2		6.48

		81.1		6.46

		81.0		6.48

		80.9		6.46

		80.7		6.41

		80.6		6.41

		80.5		6.38

		80.4		6.39

		80.1		6.42

		80.3		6.39

		80.0		6.47

		80.2		6.50

		79.6		6.35

		79.7		6.41

		79.3		6.44

		79.4		6.38

		79.1		6.30

		79.2		6.44

		78.8		6.41

		78.9		6.48

		78.6		6.33

		78.6		6.43

		78.4		6.27

		78.4		6.30

		78.0		6.44

		78.0		6.33

		77.8		6.41

		77.8		6.36

		77.6		6.29

		77.6		6.35

		77.3		6.37

		77.3		6.29

		77.2		6.26

		77.0		6.25

		76.8		6.22

		76.9		6.26

		76.5		6.33

		76.6		6.37

		76.2		6.22

		76.3		6.21

		76.0		6.29

		76.0		6.27

		75.8		6.32

		75.8		6.22

		75.5		6.33

		75.5		6.29

		75.2		6.23





Ark2






Ark1

		Bredde		Længde

		2.0		5.1

		1.9		5.8

		2.2		5.7

		2.0		5.6

		2.0		5.6

		1.7		5.9

		1.9		6.5

		2.4		6.4

		1.6		5.0

		1.6		5.7

		2.4		5.4

		1.4		5.6

		2.3		5.7

		2.3		5.5

		2.2		5.7

		2.1		4.6

		1.9		5.6

		2.1		5.7

		1.6		5.1

		2.2		4.7

		2.4		5.4

		1.8		5.7

		1.5		4.9

		1.9		5.2

		1.7		4.6

		1.7		4.8

		1.7		4.7

		2.1		5.2

		2.3		6.1

		1.4		4.4

		1.5		4.5

		2.3		6.1

		1.4		4.4

		2.0		6.6

		2.4		5.1

		1.8		5.1

		1.8		6.2

		2.1		5.7

		2.2		5.8

		1.9		5.7

		1.5		5.5

		1.4		4.9

		2.2		4.9

		1.8		5.4

		1.4		5.3

		1.9		5.6

		1.5		4.9

		2.2		5.5

		2.1		5.9

		1.7		4.5

		1.8		4.6

		2.3		5.7

		2.4		6.3

		2.2		6.0

		2.3		6.4

		2.4		5.0

		2.0		5.1

		2.3		6.1

		2.0		5.5

		1.8		5.6

		2.2		4.7

		1.5		4.8

		2.4		5.5

		1.9		5.0

		1.4		4.6

		1.7		5.7

		2.0		5.6

		1.5		5.0

		1.6		5.2

		2.2		5.5

		1.9		5.4

		2.4		5.7

		1.6		5.5

		1.9		6.0

		1.5		5.3

		1.4		6.5

		1.9		5.1

		2.2		5.6

		1.4		5.5

		2.2		6.1

		1.5		5.1

		2.2		5.3

		1.6		5.1

		1.8		4.6

		1.6		4.6

		1.8		4.9

		1.8		5.5

		2.1		5.0

		2.1		5.4

		2.4		7.0

		1.7		5.6

		1.8		5.7

		1.9		5.2

		1.9		5.6

		2.2		6.2

		1.7		5.3

		1.4		4.4

		2.1		6.1

		2.2		6.2

		1.5		5.1






Ark1

		Arbejdsløshed		Statsgæld

		7.1		81.6

		6.9		79.1

		6.16		75.1

		5.54		72.6

		5.59		67.1

		4.63		60.5

		4.61		58.3

		4.59		58.1

		5.41		56.1

		5.51		52.3

		4.83		45.1

		3.9		40.5

		3.8		34.6

		3.43		41.9

		6.01		49.3

		7.46		53.4

		7.57		60.1

		7.52		60.6

		7.01		56.7

		6.59		59.1

		6.17		53.4

		6.18		51.4

		5.74		48.8

		4.98		48.1

		9.12		48.4

		9.08		48.2

		9.02		49.2

		8.82		49.4

		8.38		46.5

		7.71		43.1

		6.85		39.1

		6.36		38.3

		8.24		49.2

		8.39		55.1

		7.77		57.5

		7.68		64.3

		8.19		64.8

		8.66		71.7

		9.37		75.1

		8.81		75.5

		8.63		73.2

		7.36		69.5






Ark1

		Middeltemperatur		Isforbrug

		5		0.82

		13.3		0.79

		17.2		0.83

		20		0.9

		20.6		0.86

		18.3		0.73

		16.1		0.69

		8.3		0.61

		0		0.57

		-4.4		0.54

		-2.2		0.6

		-3.3		0.63

		0		0.7

		4.4		0.67

		12.8		0.81

		17.2		0.81

		22.2		0.99

		22.2		0.94

		19.4		0.82

		15.6		0.72

		6.7		0.67

		4.4		0.65

		0		0.6

		-2.8		0.69

		-2.2		0.65

		0.6		0.76

		5		0.79

		11.1		0.88

		17.8		0.92

		21.7		1.16






Ark1

		Volumen		Vægt

		126		164.3

		140.5		185.9

		150.7		201.1

		142.1		188.8

		135.8		178.6

		136.1		180.6

		156.5		206.7

		151.1		200.1

		127.6		168.2

		146.5		196

		159.5		214.7

		148.7		197.7

		160.3		211.4

		142.3		187.2

		143.1		190.5

		140.4		186.2

		115		157.5

		133.5		178.9

		132		175.5

		130.3		172.1

		155.5		209.8

		126.4		169.6

		139.8		186.7

		126.1		168.6

		158.6		212

		160.3		215.6

		126.2		167.7

		156.4		207.8

		153.4		201.8

		117.9		156.9

		117.4		155.2

		131.6		172.9

		143.8		188.3

		121.4		162.5

		143.5		187.1

		139.4		185.5

		117.4		159.1

		117.5		157

		127.2		168.6

		156.7		206.5

		136.1		178

		160.4		211

		119.4		161.7

		155.4		206.1

		132.8		180.7

		123.3		163.5

		114.3		154.3

		134.1		178.7

		137.3		182.8

		116.9		154.4

		122.9		162.5

		123.7		166.3

		141.3		189.1

		124.3		168.2

		119.8		158.2

		129.3		172.6

		121.5		160.1

		132.8		174.7

		114.7		155.1

		117.9		152.1

		157.9		212.8

		143.6		191.6

		118.8		160.2

		116.3		155.2

		124.9		165.4

		159.8		213.2

		146		195

		145.8		195.5

		119.4		156.4

		131.6		176.7

		147.4		196.6

		149.3		199.9

		121.3		157.8

		114.2		150.6

		147.3		197

		118.9		156.5

		129		170.3

		157.1		212.5

		160.3		211.9

		119.2		157.1

		147.6		198.4

		120.3		161.9

		153.3		205.4

		143.9		187.7

		160.5		214.6

		119.8		160.2

		154.4		203.8

		133.3		179.4

		115.2		153.2

		150		199.7

		132.5		175.1

		144.4		194

		126.7		171

		123.2		164.2

		124		165.7

		128.5		170.2

		147		195.2

		144.8		191.3

		141.7		188.7

		140.1		185.9

		140		186.8

		129.8		172.5

		147.3		198.5

		128		175.1

		125.8		168.3

		148.4		195.2

		120.2		160.1

		114.8		153.1

		114.2		151.2

		137.7		183.7

		156.5		208.5

		114		151.4

		136.9		181.9

		149.7		199.5

		114		153.3

		133.6		177.4

		122.2		165.2

		143.7		193.8

		145.3		192.9

		124.8		169.5

		144.6		191.7

		126.1		169.4

		148		194.7

		148.4		195.9

		149.5		197.7

		139.5		187.1

		139		186.9

		156		207.6

		154.4		205.1

		129.4		172.4

		119.3		159.5

		140.8		186.8

		143.3		192.1

		135.9		187.2

		143.8		190.3

		121.8		161

		128		169.6

		152.8		206.4

		153.5		208.1

		155.2		206.2

		133.3		177.5

		155.3		208.5

		121.6		161.3

		121.9		159.5

		155.1		208.6

		133.4		179.5

		160.9		214.2

		124.9		169.7

		121.9		164.6

		121		162.6

		158.9		212.7

		128.5		172.3

		120		161.8

		155		208.1

		122.3		164.8

		155.5		206.9

		114.9		150.2

		136.5		181.1

		140.9		185.7

		130.7		172.4

		157.3		208.5

		155.2		209.1

		125.1		167.9

		157.1		206.7

		147.5		193.4

		139.4		186.4

		119.7		159.2

		127.9		169.2

		129.4		172.4

		144.9		194.7

		154.4		205.8

		154.6		204.2

		132.5		174.4

		149.7		196.3

		119.5		162

		129.8		170.1

		119.2		162.4

		150.6		197.8

		153.9		201.6

		140.2		184.6

		136.6		182.3

		133.4		176.7

		130.8		175.8

		124.5		166.6

		115.5		150.5

		158.2		209.3

		138.7		185.1

		131.7		175.5

		142		186.3

		155.4		203

		156.5		208.3

		131.8		176.2

		125.1		167.8

		132.3		175.1

		121		159

		146		196.3

		154.2		203.6

		121.6		163

		133.4		176.3

		150.5		201.5

		133.9		180.4

		157		210

		150.6		202.1

		150.5		199.4






Ark1

		Kilometerstand		Brugtvognspris

		58		173.3

		56		152.7

		54		172.4

		29		179.1

		77		145.4

		59		179.9

		69		157.1

		45		176.6

		78		150.1

		28		197.7

		63		161.1

		47		190.3

		79		159.2

		79		155.4

		27		193.9

		72		166.4

		74		138.5

		67		172.2

		80		143.3

		45		184.9

		44		183.4

		46		179.9

		62		160.7

		55		182.6

		42		169.5

		43		176.4

		31		171.5

		58		163.3

		30		162.6

		79		161.5

		25		189.1

		38		167.2

		39		174.8

		68		146.5

		25		184.3

		42		182.1

		28		197.6

		74		139.4

		55		159.9

		57		183.9

		53		173.2

		73		160.3

		60		178.3

		66		158.1

		27		201.1

		31		181.6

		58		165.2

		24		210.3

		79		141.3

		57		166.4

		70		133.2

		42		177.9

		64		164.1

		41		191.9

		70		171.4

		67		164.7

		38		176.7

		57		180.5

		25		202.4

		40		177.1

		75		154.1

		80		136.5

		70		166.6

		28		178.1

		48		178.1

		28		188.8

		59		166.9

		54		159.5

		72		143.3

		34		193.7

		78		140.9

		57		159.5

		45		176.7

		80		144.7

		58		157.7

		37		168.5

		54		182.8

		57		149.7

		60		147.7

		73		151.1

		60		177.1

		50		172.3

		79		144.1

		71		156.4

		28		169.9

		65		167.7

		30		174.4

		37		181.3

		26		190.9

		59		169.1

		59		149.5

		68		150.6

		47		181.9

		39		186.2

		62		184.6

		41		186.1

		41		176.4

		40		183.1

		67		147.9

		77		147.1

		72		150.8

		68		169.1

		76		144.9

		78		160.8

		21		195.9

		67		152.1

		32		190.1

		31		183.1

		65		150.1

		20		193.4

		78		131.5

		53		170.5

		76		150.4

		22		192.8

		42		164.4

		76		146.5

		37		187.9

		61		155.8

		51		170.9

		41		172.7

		65		178.9

		52		176.1

		30		175.6

		73		149.6

		63		185.6

		72		156.8

		62		174.5

		77		157.3

		25		188.4

		38		193.7
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Forberedelsesmateriale til stx-A MATEMATIK 
Der skal afsættes 6 timer af holdets sædvanlige uddannelsestid til, at eleverne kan arbejde med 
forberedelsesmaterialet forud for den skriftlige prøve. 


Tre til fem spørgsmål i den skriftlige prøve tager udgangspunkt i det materiale, der findes i dette oplæg. De 
øvrige spørgsmål omhandler emner fra kernestoffet. Indholdet fra dette oplæg kan optræde i begge 
delprøver. 


Oplægget indeholder teori, eksempler og øvelser i tilknytning til et emne, der ligger umiddelbart i 
forlængelse af et kernestofemne. 


Resultaterne af arbejdet med dette forberedelsesmateriale bør medbringes til den skriftlige prøve del 2. 


Alle hjælpemidler er tilladt i delprøve 2. Til delprøve 1 vil der være et indstiksark til formelsamlingen. 
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Indledning 
I forberedelsesmaterialet er der både øvelser og opgaver. Øvelserne er tænkt som hjælp til forståelse af 
teorien, herunder beviser for nogle af sætningerne. Opgaverne er tænkt som forberedelse til de opgaver, der 
kommer til den skriftlige eksamen.  
I forberedelsesmaterialet anvendes fem typer af farvede bokse. Se eksempler på farvekoderne her: 
 


Definition  


 
Eksempel  


 
Sætning  


 
Øvelse Øvelserne er tænkt som hjælp til forståelse af teorien, herunder også beviser for nogle af 


sætningerne. 
 


Opgave 
 


 


Opgaverne markeret med et tastatur kan kun forekomme i delprøve 2. 


 
Opgave 


 


Opgaverne markeret med hånd og blyant kan forekomme i begge delprøver. 
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Matricer i to dimensioner 
 
Introduktion 
 
Dette forberedelsesmateriale omhandler emnet matricer samt anvendelser af matricer i modeller for 
populationer. Materialet er opbygget således, at ny teori introduceres gennem eksempler og øvelser, 
hvorefter teorien præciseres og generaliseres ved definitioner og sætninger. 
 
Eksempel 1 I en population med kaniner vælger vi at sige, at en kanin er ung det første leveår, og 


herefter er den gammel. Unge hunkaniners chance for at overleve det første leveår er 
70%, mens en gammel hunkanins chance for at overleve til det næste år er 40%. Unge 
hunkaniner får i gennemsnit 2 unger om året, og gamle hunkaniner får i gennemsnit 1,5 
unger om året. Hvordan udvikler denne population af hunkaniner sig, som årene går?  
Vi indfører først nogle variable til beskrivelse af populationens udvikling: 
Antallet af unge hunkaniner i år n betegnes nx , og antallet af gamle hunkaniner i år n 
betegnes ny . Antallet af unge hunkaniner det næste år, dvs. år 1n+ , betegnes 1nx + , og 
antallet af gamle hunkaniner i år 1n+ betegnes 1ny + .  
Ud fra informationen om populationens udvikling kan sammenhængen mellem de fire 
variable angives ved ligningssystemet: 
  


 


1


1


2 1,5
0,7 0,4


n n n


n n n


x x y
y x y


+


+


= ⋅ + ⋅


= ⋅ + ⋅
 


 
Øvelse 1 Forklar med dine egne ord, hvordan informationerne om populationens udvikling kommer 


til udtryk i ligningssystemet.
 
Øvelse 2 Det antages, at der er 100 unge hunkaniner og ingen gamle hunkaniner i år 0, dvs. når 


0n = .  
Udregn på baggrund heraf populationen de efterfølgende år og udfyld tabellen nedenfor. 
 


n 0 1 2 3 4 


nx       


ny       
 


 
Ved at benytte begrebet matricer kan vi ”automatisere” overnstående beregninger, således at arbejdet med at 
bestemme populationens udvikling fra et år til et andet år bliver lettere. En matrix er i princippet et 
”talskema”, man kan regne med ud fra bestemte regneregler.  
 


Matricen, der beskriver kaninpopulationen ovenfor, er 
2 1,5


0,7 0,4
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø


, mens startpopulationen kan beskrives 


som en vektor 
100


0
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø


. For at bestemme populationens sammensætning et år senere, multipliceres matricen og 


vektoren. Fx kan populationens sammensætning efter det første år ved hjælp af et værktøjsprogram beregnes 
til  
 


2 1,5 100 200
0,7 0,4 0 70
æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷⋅ =ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø


, 
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og populationens sammensætning efter fire år kan beregnes til 
 


42 1,5 100 3155,05
0,7 0,4 0 1051,68
æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷⋅ =ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø


. 


 
Dvs. at der efter et år er 200 unge hunkaniner og 70 gamle hunkaniner i populationen, og efter 4 år er der 
3155 unge hunkaniner og 1052 gamle hunkaniner i populationen. 
 
 
Øvelse 3 Vælg andre startpopulationer, og bestem ved hjælp af et matematisk værktøjsprogram 


populationens sammensætning for hver af disse efter 3, 7 og 10 år. 
 
Regning med matricer 
For at få helt styr på matrixbegrebet, definerer vi begrebet fra forrige afsnit, som følger: 
 
 
Definition 1 En 2 2´ matrix er et talskema, som kan skrives ved  


 
a c


M
b d
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


,  


hvor a, b, c og d er reelle tal.  


Matricen består af to søjler 
a
b   


og  
c
d  


samt to rækker a c  og b d .  


Multiplikation af en matrix 
a c


M
b d
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø  


med en vektor 
x


v
y


æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø



 
er bestemt ved  


 


a c x a x c y
M v


b d y b x d y
æ ö æ ö æ ö⋅ + ⋅÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷⋅ = ⋅ =ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç ⋅ + ⋅è ø è ø è ø


 . 


Multiplikation af et reelt tal k med en matrix 
a c


M
b d
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


 er bestemt ved  


 


a c k a k c
k M k


b d k b k d
æ ö æ ö⋅ ⋅÷ ÷ç ç÷ ÷⋅ = ⋅ =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç ⋅è ø è ø⋅


. 


 
Øvelse 4 a) Forklar med dine egne ord multiplikationsprocedurerne ovenfor, dvs. M v⋅   og k M⋅ .  


 


b) Bestem 
9 2 7
3 5 11


æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷⋅ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç-è ø è ø
 ved håndregning og med et matematisk værktøjsprogram. 


 
I eksemplet med kaninpopulationen multiplicerede vi den samme matrix med sig selv flere gange, nemlig da 
vi beregnede populationen det 4. år, hvor vi udregnede: 
 


 


42 1,5 2 1,5 2 1,5 2 1,5 2 1,5
.


0,7 0,4 0,7 0,4 0,7 0,4 0,7 0,4 0,7 0,4
æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷= ⋅ ⋅ ⋅ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç çè ø è ø è ø è ø è ø
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Definition 2 To matricer M og N er givet ved 
 


 1 1


1 1


a c
M


b d
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø      


og    2 2


2 2


a c
N


b d
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


.  


 
Matrixproduktet M N⋅ er da defineret ved 
 


 


1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2


1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2


a c a c a a c b a c c d
M N


b d b d b a d b b c d d
æ ö æ ö æ ö+ +÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷⋅ = ⋅ =ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç + +è ø è ø è ø


.  


 
Produktet M N⋅ bestemmes altså ved pladsvist at multiplicere rækkeelementerne i M med 
søjleelementerne i N og summere disse to produkter.


 
På http://www.youtube.com/watch?v=xaN8t83X9UY kan man se, hvordan matrixmultiplikation udføres i 
praksis.  
 
 
Øvelse 5 a) Kontroller at dit CAS-værktøj beregner M N⋅ som beskrevet i definitionen.  


 


To matricer A og B er givet ved  
9 6
8 5


A
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø    


og   
4 2
3 11


B
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


.  


 
b) Bestem A B⋅  og B A⋅  både ved håndregning og med et matematisk værktøjsprogram. 
 
c) Vælg selv andre 2 2´ matricer, og bestem produkterne A B⋅  og B A⋅  med et 


matematisk værktøjsprogram.  
 
Ovenstående beregninger viser, at matrixmultiplikation ikke opfylder den kommutative 


lov, dvs. M N N M⋅ = ⋅  er ikke opfyldt. 


d) En matrix R  er givet ved 3 3


3 3


a c
R


b d
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


. Benyt et matematisk værktøjsprogram til at 


undersøge, om ( ) ( )R M N R M N⋅ = ⋅ ⋅⋅ (den associative lov) er opfyldt. 
 
e) Benyt et matematisk værktøjsprogram til at undersøge, om 


( )R N M R N R M⋅ + = ⋅ + ⋅ (den distributive lov) er opfyldt. 


 
Opgave 1 
 


 


Udregn nedenstående udtryk 
 


a) 1 3 5
.


2 1 6
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷⋅ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç-è ø è ø


  


 


b) 2 1 5 7
.


4 3 6 8
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷⋅ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø


  


 


c)  2 1
3


5 4
æ ö- ÷ç ÷⋅ç ÷ç ÷çè ø


 . 
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Invers matrix 
 
Definition 3 Matricen  


 


 
1 0
0 1


E
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø    


 
kaldes 2 2´ enhedsmatricen.


 
Sætning 1 Alle 2 2´ matricer M opfylder ligningerne 


 
 M E M⋅ = og E M M⋅ = ,  
 
hvor E er 2 2´ enhedsmatricen. 


 
Øvelse 6 Benyt matrixmultiplikation med  


 


 
a c


M
b d
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø   


 
til at bevise Sætning 1. 


 
Eksempel 2 Et ligningssystem kan bestå af to ligninger med to ubekendte: 


 


  
3 4 7


9 8.
x y
x y
+ =


- + =
 


 
Dette ligningssystem kan løses med et matematisk værktøjsprogram:  
 


( )solve 3 4 7 and 9 8, , , 1 and 1.x y x y x y x y+ = - + = = =  
 


Dvs. løsningen til ligningssystemet er 1x =  og 1y = .  
Ligningssystemet kan også løses med matricer, idet ligningssystemet omskrives ved hjælp 
af en matrix og to vektorer, hvor koefficienterne til x og y beskrives ved matricen  
 


 
3 4
1 9


M
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷ç-è ø


,  


 


de ubekendte beskrives ved vektoren 
x


v
y


æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø
 og højresiden beskrives ved vektoren 


7
8


u
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


 .   


 
Den samlede omskrivning af ligningssystemet bliver således M v u⋅ =


 
. 
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Øvelse 7 Udregn M v⋅  , og opstil ligningen ,M v u⋅ =
   hvor M er matricen i eksempel 2. 


Sammenlign denne ligning med ligningssystemet  
 


 
3 4 7


9 8.
x y
x y
+ =


- + =
 


 
Eksempel 3 Matricen  


 


 
13 4


1 9


-æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç-è ø
 


 


kaldes den inverse matrix til 
3 4
1 9


æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç-è ø
, og der gælder, at 


 


13 4 3 4 1 0
1 9 1 9 0 1


-æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷⋅ =ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç- -è ø è ø è ø
     


 
og omvendt, at     
 


 
13 4 3 4 1 0


1 9 1 9 0 1


-æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷⋅ =ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç- -è ø è ø è ø
. 


 
Ligningssystem i øvelse 7 kan løses ved hjælp af den inverse matrix som følger: 
 


 


1 1


3 4 7
1 9 8


3 4 3 4 3 4 7
1 9 1 9 1 9 8


1 0 1
0 1 1


1
1


x
y


x
y


x
y


x
y


- -


æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷⋅ =ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç-è ø è ø è ø


æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷⋅ ⋅ = ⋅ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç- - -è ø è ø è ø è ø è ø


æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷⋅ =ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
æ ö æ÷ç ç÷=ç ÷ç ÷çè ø è


.
ö÷÷ç ÷ç ÷ç ø


 


 
Øvelse 8 Der gælder, at   


 


 
1 9 4


31 31
31


31 31


3 4
1 9


- -æ öæ ö ÷÷ çç ÷÷ = çç ÷÷ çç ÷ç ÷ç-è ø è ø
.  


 
a) Kontroller, at  


 
13 4 3 4 1 0


1 9 1 9 0 1


-æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷⋅ =ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç- -è ø è ø è ø
og, at 


13 4 3 4 1 0
1 9 1 9 0 1


-æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷⋅ =ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç- -è ø è ø è ø
. 
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Definition 4 En matrix M  har en invers matrix, netop hvis der findes en matrix X, så  
 
 M X E⋅ =  og X M E⋅ = . 
 
Matricen X betegnes i så fald 1M - .


 
Øvelse 9 Bestem den inverse matrix til hver af matricerne vha. dit matematiske værktøjsprogram 


 


 1


6 7
2 9


M
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


 og 2


2 11
3 5


M
æ ö- ÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


,  


 
og gør rede for, at 1M M E-⋅ =  og  1M M E- ⋅ =  er opfyldt for begge matricer, som 
definitionen ovenfor foreskriver.


 


Hvis vi forsøger at bestemme den inverse matrix til matricen 
5 2


15 6
N


æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø
 med et matematisk 


værktøjsprogram, så får vi en fejlmelding, fordi denne matrix ikke har nogen invers matrix. 
Betingelsen, der sikrer, at en matrice har en invers matrix bygger på begrebet determinant, som vi kender fra 
vektorer i to dimensioner. 
 
Definition 5 Determinanten det( )M  for en matrix  


 


 
a c


M
b d
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


  


 
er bestemt ved det( )M a d b c= ⋅ - ⋅ . 


 


Vi kan bestemme determinanten med et matematisk værktøjsprogram fx:    = . 


 
 
Opgave 2 


 


Bestem determinanten for hver af matricerne 
 


 
6 7
2 9
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø


 og  
2 11


3 5
æ ö- ÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø


. 


 
Øvelse 10 Opskriv to vektorer med tilfældigt valgte koordinater, og opstil en matrix, hvor søjlerne er 


givet ved de to vektorer.  
Stemmer determinanten for de to vektorer overens med determinanten for matricen?


 


Beregner vi determinanten for matricen 
5 2


15 6
N


æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø
, så får vi det( ) 0N = , hvilket netop er grunden til, at 


det matematiske værktøjsprogram gav en fejlmelding, da vi forsøgte at bestemme den inverse matrix til N
ovenfor. Der gælder nemlig: 
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Sætning 2 Matricen M er givet ved
   


 
a c


M
b d
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


.   


 
Hvis det( ) 0M ¹ , så har M en invers matrix, der er givet ved 
 


 


1
det( )


d c
X


b aM
æ ö- ÷ç ÷= ⋅ç ÷ç ÷ç-è ø


. 


 
Opgave 3 


 


Bestem den inverse matrix til 
 


 
2 1
1 1


M
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


 . 


 
Øvelse 11 Bevis Sætning 2 ved at vise, at X  netop opfylder, at X M E⋅ = og M X E⋅ = . 


 
Hvorfor er betingelsen det( ) 0M ¹ nødvendig? 


 
Øvelse 12 Omskriv ligningssystemet   


 


 
5 11 23
7 8 30
x y
x y
+ =
- =   


 


 
til matrixform.  


 
Bestem determinanten til ligningssystemets matrix, og bestem løsningen til 
ligningssystemet ved brug af den inverse matrix.


 
Opgave 4 


 


Løs ligningen: 
 


 
2 1 10


.
1 1 7


x
y


æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷⋅ =ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
  


 
 
Opgave 5 


 


Løs nedenstående ligningssystem ved hjælp af matrixregning. 
 


 
3 7 11
4 5 14.


x y
x y
+ =


- + =
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Eksempel 4 I Eksempel 1 med kaninpopulationen kan vi opstille ligningssystemet  
 


  1


1


2 1,5
0,7 0,4


nn


nn


xx
yy


+


+


æ öæ öæ ö ÷÷÷ ççç ÷÷÷⋅ =ççç ÷÷÷ ççç ÷ ÷ç ÷ç çè ø è ø è ø
.  


 


Da  
2 1,5


det 2 0,4 0,7 1,5 0,25 0,
0,7 0,4


æ öæ ö÷ç ÷ç ÷÷ = ⋅ - ⋅ =- ¹çç ÷÷çç ÷ç ÷çè øè ø  
har matricen en invers matrix.  


Hvis populationssammensætningen er 
300
90


æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø  
i år 2n = , og vi vil bestemme popu-


lationssammensætningen i år 1n = , så er udgangspunktet 1


1


2 1,5 300
.


0,7 0,4 90
x
y


æ öæ ö æ ö÷÷ ÷çç ç÷÷ ÷⋅ =çç ç÷÷ ÷çç ç÷ ÷÷ç ççè ø è øè ø
 


Løsningen 1


1


x
y


æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø  
kan således bestemmes ved: 


1 1
1


1


1


1


2 1,5 2 1,5 2 1,5 300
0,7 0,4 0,7 0,4 0,7 0,4 90


60
.


120


x
y


x
y


- -æ öæ ö æ ö æ ö æ ö÷÷ ÷ ÷ ÷çç ç ç ç÷÷ ÷ ÷ ÷⋅ ⋅ = ⋅çç ç ç ç÷÷ ÷ ÷ ÷çç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷÷ç ç ç ççè ø è ø è ø è øè ø


æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷=ç ç÷ ÷ç ç ÷÷ çç è øè ø


 


 
 
Ligevægte 
 
I eksempler med populationer kan det være interessant at kigge på stabile populationer, dvs. populationer 
som befinder sig i en form for ligevægt.  
 
 
Eksempel 5 I en stor granplantage rammes træerne til tider af svampesygdom. Træerne kan groft 


inddeles i to grupper: raske og syge. Man har konstateret, at et raskt træ med 6% 
sandsynlighed vil blive sygt året efter. Ligeledes vil et sygt træ med 72% 
sandsynlighed blive rask året efter.  
Vi antager endvidere, at ingen træer dør af sygdommen eller af andre årsager, og at der 
heller ikke plantes nye træer.  
Det oplyses, at der er ialt 26000 træer i plantagen. 
Ud fra disse oplysninger kan vi opstille en model for udviklingen af syge og raske 
træer i plantagen.  
Lad nr  hhv. ns  betegne antallet af raske træer hhv. syge træer i år n.  
De raske træer året efter, dvs. i år 1n+  betegnes 1nr + . Disse udgør 94% af de raske 
træer året før, dvs. 0,94 nr⋅ , samt 72% af de syge træer året før, dvs. 0,72 ns⋅ . På 
samme måde kan vi opstille sammenhænge mellem antallet af syge træer i år n og år 


1n+ , således at vi får udviklingen i antallet af raske og syge træer i plantagen 
beskrevet ved modellen  
 


 


1


1


0,94 0,72
.


0,06 0,28
nn


nn


rr
ss


+


+


æ öæ öæ ö ÷÷÷ ççç ÷÷÷⋅ =ççç ÷÷÷ ççç ÷ ÷ç ÷ç çè ø è ø è ø
 


 
Det antages at de 26000 træer i år 0, dvs. når 0n = , er fordelt således, at der er 13000 
raske og 13000 syge træer. Herefter kan fordelingen af raske og syge træer i år 0 til 4 
bestemmes som vist i tabellen: 
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n 0 1 2 3 4 


n


n


r
s
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø


 
13000
13000
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø


 
21520
4420


æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
 


23468
2532


æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
 


23883
2117


æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
 


23974
2026


æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
 


 
Tabellen viser en tendens til, at populationen af raske og syge træer stabiliserer sig. 
Spørgsmålet er, hvilken fordeling der er den stabile?


 
Øvelse 13 Kontroller, at populationerne i tabellen i eksempel 5 er korrekte. Bestem populationen for 


n lig med 6, 8 og 10 år, og giv et skøn over antallet af raske og syge træer i granplantagen, 
når populationen har stabiliseret sig.


 


Definition 6 En vektor *v siges at være en ligevægt for en matrix M , hvis * *M v v⋅ =
  . 


 
Følgende konsekvens af definition 6 er central: 
 


( )2 * * * *M v M M v M v v⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ =
    .  


 
Denne overvejelse kan generaliseres til * *nM v v⋅ =


   (overvej!) og ifølge definition 6 betyder det, at når der 
opnås stabilitet i udviklingen, forbliver populationen i ligevægt!  
 
 
Øvelse 14 Vi ønsker nu at bestemme ligevægten, dvs. den værdi af r og af s , hvor der ikke sker 


nogen ændring fra år til år. Skrives ligevægten på vektorform * L


L


r
v


s
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


 , og angiver M


matricen fra Eksempel 5, så skal vi altså bestemme ligevægten *v  ved at løse ligningen 
* *M v v⋅ =
  .  


a) Vis, at 
12 s


v
s


*
æ ö⋅ ÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


  er en løsning til * *M v v⋅ =
  , når s betegner antallet af syge træer.  


b) Opstil en ligning, som s  skal opfylde, når granplantagen består af 26000 træer, og 
angiv ligevægten. 


 
Øvelse 15 Findes der en ligevægtstilstand for kaninerne i eksempel 1? 


 
Nogle specielle matricer, som kaldes overgangsmatricer, er særligt interessante, når vi arbejder med 
ligevægt for populationssammensætninger. 
 
Definition 7 En matrix  


 


 
a c


M
b d
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø   


 


 
er en overgangsmatrix, hvis følgende er opfyldt: 


 
1) a, b, c og d   er positive reelle tal eller nul. 
2) 1a b+ =  og 1c d+ = . 
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Øvelse 16 a) Er matricen M fra eksempel 5 en overgangsmatrix?  
 


b) Er matricen M fra eksempel 1 en overgangsmatrix?
 
Sætning 3 Lad  


 


 
a c


M
b d
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


 


 


 
være en overgangsmatrix, hvor 0c ¹  og 0b ¹ .  


Så er vektoren * c
v k


b
æ ö÷ç ÷= ⋅ç ÷ç ÷çè ø


 , hvor 0k ¹  er et reelt tal, en ligevægt for matricen M . 


 


Øvelse 17 Bevis sætning 3 ved at udregne *M v⋅   og udnytte, at 1a b+ = og 1c d+ = . 


 
Øvelse 18 Bestem ved hjælp af sætning 3 tallet k for ligevægten i eksempel 5 (jf. øvelse 14).  


 
 
Egenværdier og egenvektorer 
 
Eksempel 6 Vi betragter igen fra eksempel 1 


 


 
2 1,5


0,7 0,4
M


æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø
, 


 
hvor vi minder om, at denne matrix er en matematisk model, der modellerer ændringen 
i kaninpopulationen fra et år til det næste år.  
Vi antog, at der var 100 unge hunkaniner og ingen gamle hunkaniner fra start. Vi 
betegner startpopulationen med 0v , dvs.  


0


100
0


v
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


 .  


Øvelserne i forbindelse med eksempel 1 viste, at der med tiden bliver cirka 3 gange så 
mange unge som gamle hunkaniner. Eksempelvis finder vi, at 


10
10


0


2 1,5 100 770275,4
0,7 0,4 0 256758,5


M v
æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷⋅ = ⋅ =ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø


 .   


Ligeledes kan vi ud fra tabellen i øvelse 2 se, at populationen cirka vokser med en 
faktor 2.5 pr. år, idet vi får 
 


 


2 3


4


2 1,5 100 505 2 1,5 100 1262,0
,  og 


0,7 0,4 0 168 0,7 0,4 0 420,7


2 1,5 100 3155,1
.


0,7 0,4 0 1051,7


æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷⋅ = ⋅ =ç ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç çè ø è ø è ø è ø è ø è ø


æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷⋅ =ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
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Hvis vi tager udgangspunkt i, at forholdet mellem unge og gamle hunkaniner allerede i 


starten er 3, og at antallet af gamle hunkaniner er 0x  svarende til 0
0


0


3 x
v


x
æ ö⋅ ÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


 , så kan vi 


på baggrund af ovenstående opstille følgende udtryk for populationen i år 1, som vi 
betegner 1v : 


0 0
1 0


0 0


3 7,52 1,5
2,5


2,50,7 0,4
x x


v M v v
x x


æ ö æ öæ ö ⋅ ⋅÷ ÷÷ ç çç ÷ ÷÷= ⋅ = ⋅ = = ⋅ç çç ÷ ÷÷ ç çç ÷ ÷ ÷ç ç ç ⋅è ø è ø è ø
   . 


Altså gælder der, at 0 02,5M v v⋅ = ⋅
  .  


Resultatet falder tilbage på sammenhængen mellem M og faktoren 2,5, som vi 
eksperimenterede os frem til ved at bruge skemaet fra øvelse 2. 
Forsøger vi nu at fremskrive én gang mere til år 2, får vi 
 


2
0 02 2


2 1 0 0 0
0 0


3 18,752 1,5
6,25 2,5


6,250,7 0,4
x x


v M v M v v v
x x


æ ö æ öæ ö ⋅ ⋅÷ ÷÷ ç çç ÷ ÷÷= ⋅ = ⋅ = ⋅ = = ⋅ = ⋅ç çç ÷ ÷÷ ç çç ÷ ÷ ÷ç ç ç ⋅è ø è ø è ø
     .  


 
Dette er en helt speciel egenskab, som vi vender tilbage til lidt senere. 


 
Øvelse 19 Tjek udregningerne ovenfor vha. et matematisk værktøjsprogram. 


 
Det centrale her er, at vi kunne have brugt faktoren 2,5 – som kaldes en egenværdi for M – til at fremskrive 
uden at bruge M  i udregningerne. Denne egenskab vil vi arbejde videre med.  
 
Eksempel 7 Betragt matricen  


 


 
3 1
2 4


M
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


 og vektoren 
1
1


v
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷ç-è ø


 .  


 
Vi multiplicerer M  med  v  og får 
 


3 1 1 2 1
2


2 4 1 2 1
M v


æ öæ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷⋅ = = =ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç- - -è øè ø è ø è ø
 ,  


 
dvs. ved multiplikationen bliver v blot multipliceret med 2. 


 
Definition 8 Vektoren 0v ¹



 kaldes en egenvektor for en matrix M, når der findes et tal l , så 


 
M v vl⋅ = ⋅


 
. 


 
l kaldes for egenværdien for den pågældende egenvektor. 


 
Af eksempel 6 følger beregningen 


0 0
1 0 0


0 0


3 7,52 1,5
2,5


2,50,7 0,4
x x


v M v v
x x


æ ö æ öæ ö ⋅ ⋅÷ ÷÷ ç çç ÷ ÷÷= ⋅ = ⋅ = = ⋅ç çç ÷ ÷÷ ç çç ÷ ÷ ÷ç ç ç ⋅è ø è ø è ø
   , 


dvs. tallet 2,5 er ifølge definition 8 en egenværdi for 
2 1.5


0.7 0.4
M


æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø  
med tilhørende egenvektor 


0
0


0


3
.


x
v


x
æ ö⋅ ÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


  Fortsættes får vi 2
2 1 0 0 0 0 02,5 2,5 2,5 2,5 2,5 .v M v M M v M v M v v v= ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅
      
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Øvelse 20 Undersøg, om vektoren 


 


 
1
2


v
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


   


 


er en egenvektor for 
3 1
2 4


M
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


, og bestem i givet fald den tilsvarende egenværdi. 


 
Opgave 6 
 


 


Undersøg, om vektoren 
 


 
1


2
v


æ ö- ÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø
   


 


er en egenvektor for 
2 0


.
2 3


M
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


  


 
Øvelse 21 Bestem en vektor, som ikke er egenvektor for  


 


 
3 1


.
2 4


M
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


 
Selve definitionen af egenværdi og egenvektor giver ikke en metode til at bestemme egenvektorer og 
egenværdier. Det får vi brug for, og følgende sætning udtaler sig om dette: 
 
Sætning 4 l  er en egenværdi for en matrix M, netop hvis det( ) 0M El- = .  


Den tilhørende egenvektor v  kan bestemmes som løsningen til ligningen 


( ) 0M E vl- ⋅ ⋅ =
 . 


 
Eksempel 8 Vi illustrerer anvendelsen af sætning 4 på matricen fra tidligere, før vi beviser 


sætningen. 


Lad 
3 1
2 4


M
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


. Vi bestemmer 


3 1 1 0 3 1 0 3 1
2 4 0 1 2 4 0 2 4


M E
l l


l l
l l


æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö-÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷- ⋅ = - ⋅ = - =ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç -è ø è ø è ø è ø è ø
 , 


 
og beregner determinanten for denne matrix  


23 1
det 7 10.


2 4
l


l l
l


æ öé ù- ÷çê ú÷= - +ç ÷çê ú÷ç -è øë û  
Løses andengradsligningen 2 7 10 0l l- + = får vi 2l=


 
og 5l= , hvilket stemmer 


med eksempel 7 og øvelse 20. Ydermere fortæller det os, at der ikke er flere 
egenværdier end disse to. 
Hvis vi vil bestemme egenvektorerne svarende til 2l= , løser vi ( 2 ) 0M E v- ⋅ ⋅ =


 , 
og med et matematisk værktøjsprogram får vi  
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3 1 1 0 0 0


2 , .
2 4 0 1 0 2 2 0


x x y
y x y


æ öé ù é ù é ù é ù é ù+ =÷çê ú ê ú ê ú ê ú ê ú÷- ⋅ ⋅ =ç ÷çê ú ê ú ê ú ê ú ê ú÷ç + =è øë û ë û ë û ë û ë û
 


 
Heraf følger, at der er uendeligt mange egenvektorer til matricen M , fordi der er 
uendeligt mange løsninger til ligningssystemet, blot med krav om, at x y=- . 


 
Opgave 7 


 


Bestem egenværdier og tilhørende egenvektorer til matricen  
 


 
5,2 4,3
3,1 3,6


M
æ ö- ÷ç ÷=ç ÷ç ÷ç -è ø


.  


 
Øvelse 22 Vis, at matricen  


 


 
4 2
3 1


M
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷ç-è ø


 


 
ikke har nogen egenværdier.


 
Vi vender nu tilbage til sætning 4. I sætningen står ”… netop hvis…”, hvilket betyder, at sætningen består af 
to udsagn, nemlig: 


1) Hvis l  er en egenværdi for en matrix M, så er det( ) 0M El- = , 


og omvendt: 


2) Hvis det( ) 0M El- = , så er l  en egenværdi for matricen M. 


Vi beviser først 1), dvs. vi antager, at l  er en egenværdi for M, og vi skal så vise, at det( ) 0M El- = . 


Af definitionen på egenværdi har vi, at der findes en egentlig vektor v  (dvs. 0v ¹



), så  
 M v vl⋅ = ⋅


 
. 


Heraf følger, at  
 0M v vl⋅ - ⋅ =


 
 


 0M v E vl⋅ - ⋅ ⋅ =
 


 
 ( ) 0M E vl- ⋅ ⋅ =


  
Men denne ligning har ikke alene v  men også nulvektoren som løsning, dvs. der er altså mindst to løsninger. 
Hvis determinanten for et ligningssystem er forskellig fra 0, så vil der jo være præcis én løsning, så derfor 
kan vi konkludere, at determinanten her må være nul, dvs. det( ) 0M El- = . 
Hermed har vi bevist 1). 
Vi beviser nu 2), dvs. vi antager, at det( ) 0M El- = , og vi skal så vise, at l  er en egenværdi for M. 


Når vi skal vise, at l  en egenværdi for M, så skal vi vise, at der findes en egentlig vektor 
x


u
y


æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø
 , som er 


egenvektor for M , dvs. u  skal opfylde, at M u ul⋅ = ⋅
 


, eller som ovenfor, at  
 ( ) 0M E ul- ⋅ ⋅ =


 . 


Opstil det tilsvarende ligningssystem, idet 
a c


M
b d
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


: 


 ( ) 0 (*)a x c yl- ⋅ + ⋅ =  
 ( ) 0. (**)b x d yl⋅ + - ⋅ =  
Vi ved jo, at determinanten for ligningssystemet er 0, så derfor får vi 
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( ) ( ) ( ) 0. (***)a d c bl l- ⋅ - + ⋅ - =  


Betragt nu ligningen i (*) og vis, at hvis vi vælger 
d


u
b
læ ö- ÷ç ÷=ç ÷ç ÷ç -è ø


 , så er ligningen opfyldt. 


Vis, at 
d


u
b
læ ö- ÷ç ÷=ç ÷ç ÷ç -è ø


  også opfylder ligningen i (**). 


Således er u  en egenvektor for M . 
Determinantudtrykket i (***) kan omskrives til (overvej!) 
 ( ) ( ) ( ) 0. (***)b c d al l⋅ - + - ⋅ - =  


Betragt nu ligningen i (**) og vis, at hvis vi vælger 
c


w
a l


æ ö- ÷ç ÷=ç ÷ç ÷ç -è ø
 , så er ligningen opfyldt. 


Vis, at 
c


w
a l


æ ö- ÷ç ÷=ç ÷ç ÷ç -è ø
  også opfylder ligningen i (*). 


Således er w  en egenvektor for M .  
Men kan vi være sikre på, at u og w  er egentlige vektorer eller kunne u og w  være nulvektoren?  
Hvis u og w  var nulvektoren, så ville der gælde, at 


 
0
0


d
b
læ ö æ ö- ÷ ÷ç ç÷ ÷=ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç-è ø è ø


, dvs. 0 0d bl- =  - =  


og, at  


 
0
0


c
a l


æ ö æ ö- ÷ ÷ç ç÷ ÷=ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç-è ø è ø
, dvs. 0 0c a l- =  - = , 


hvilket betyder, at  0 0b c d al l= =  - = - = , og dermed, at a d= .  Men så ville M  jo være 


 
0 1 0


0 0 1
a


M a a E
a


æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= = ⋅ = ⋅ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
, 


og denne matrix har jo alle vektorer som egenvektorer (overvej!) og ikke kun de to u og w , som vi fandt 
ovenfor. Altså er u og w  egentlige vektorer. 
Vi har således vist, at der findes en egentlig vektor, der er egenvektor for M og dermed, at l  er egenværdi 
for M . 
Hermed har vi bevist sætning 4. 
 
Hvis vi afslutningsvist igen vender os mod eksempel 1 med kaninpopulationen, kan vi nu udlede den 
sammenhæng mellem ligevægten i en population og egenværdierne, som der blev argumenteret for tidligere. 
Ofte vil man nemlig være interesseret i at kende udviklingen af nv , når n bliver stor. 
 
Sætning 5 Når n bliver stor, vil 0


n
nv M v= ⋅
 


 nærme sig 1
nc vl⋅ ⋅



, hvor c er en konstant, 1l  er den 


største af de to egenværdier til M , (dvs. 1 2l l> ), med tilhørende egenvektor v . 
Sætningen kan også formuleres med matematisk notation:  


0 1
n n


nv M v c vl= ⋅  ⋅ ⋅
  


for n ¥  


Da 1
n


nv c vl» ⋅ ⋅
 


 , når n er stor, gælder det også, at 
1


1 1 1 1 1 1 1( ) .n n n
n nv c v c v c v vl l l l l l+
+ » ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ » ⋅
    


 


 
Fortolkningen er interessant:  


For store værdier af n, kan man fremskrive en population blot ved at gange nv  med 1l .  
Eller sagt på en anden måde:  


Populationen vokser med en faktor 1l  ved hver fremskrivning.   
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Fremskrivning af en population over flere perioder, kan altså generaliseres ved blot at gange nv med den rette 
potens af 1l . 
Sætningen vises ikke, men resultatet føres tilbage til Eksempel 1 med kaninpopulationen. Her var 


populationsmatricen 
2 1,5


0,7 0,4
M


æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø
, og udregninger senere viste, at den største egenværdi for matricen var 


1 2.5l = med tilhørende egenvektor 0
0


0


3 x
v


x
æ ö⋅ ÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


 . Den videre udregning viste, at 


0 02 2
2 1


0 0


3 3
2,5


x x
v


x x
l


æ ö æ ö⋅ ⋅÷ ÷ç ç÷ ÷= ⋅ = ⋅ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
 , hvilket er i overensstemmelse med sætning 5.  


Populationen kan altså fremskrives udelukkende vha. af egenvektoren og egenværdien – og så selvfølgelig 
startpopulationen. 
Der gælder ligeledes en sætning for overgangsmatricerne, som gør, at vi kan bruge egenvektoren til at finde 
en populations ligevægt.  Dette anskueliggøres ud fra eksempel 5, hvor vi først finder en af egenvektorerne 
og den tilhørende egenværdi til matricen i eksempel 5. 
 
Øvelse 23 Vis ved at benytte definition 8, at  


 


 
12
1


v
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


  


er en egenvektor til overgangsmatricen
0,94 0,72
0,06 0,28


M
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


med tilhørende egenvektor 


1l= .   
Det betyder, at M v v⋅ =


 
. Hvilken yderligere egenskab har v  dermed i denne 


sammenhæng? 
 
Øvelse 24 I øvelse 13 var  


 


 10
0


23999,997 24000
2000,003 2000


M v
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷⋅ = »ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø


 .   


Hvordan hænger dette sammen med egenvektoren 
12
1


v
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


 ? 


 
Vi har nu argumenteret for, at der er en klar sammenhæng mellem en populations ligevægt og egenvektoren, 
som vi kan formulere i en sætning: 
 


Sætning 6 Hvis M  er en overgangsmatrix, og *v er en ligevægt for M , så er *v en egenvektor med 
tilhørende egenværdi 1.  
Der gælder desuden, at 1 er den største egenværdi for M , og at *


nv k v ⋅
 


, hvor k  er en 
konstant, når n ¥ . 


 
Sætningen siger netop, at en populations ligevægt er proportional med egenvektoren. Det betyder altså, at 
forholdet mellem egenvektorens koordinater kan genfindes i koordinatsættet for populationens ligevægt. 
Bemærk, at sætning 3 siger, at dette forhold faktisk også kan genfindes mellem c og b i selve 
overgangsmatricen M. I øvelserne før sætning 6 fremgår det fx, at forholdet mellem koordinaterne i 


populationens ligevægt 10
0 0


23999,997
2000,003


v M v
æ ö÷ç ÷» =ç ÷ç ÷çè ø


  er 12, ligesom i egenvektoren
 


12
1


v
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


 . Det samme 


forhold findes mellem 0,72 og 0,06 i M.  
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Opgave 8 


 


I en model opdeles en dyrepopulation i de unge dyr og de gamle dyr, hvor nx betegner 
antallet af unge dyr, og ny betegner antallet af gamle dyr i år n. Matricen M givet ved 


0 2
0,5 0


M
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


 beskriver udviklingen i populationen fra år n til år 1n+ . 


Dyrepopulationen starter med at bestå af ingen unge dyr og 10 gamle dyr. 
 
a) Bestem fordelingen af unge og gamle dyr i populationen efter 5 år. 
 
b) Bestem egenværdierne for M, og forklar betydningen af egenværdierne for fordelingen 


af unge og gamle dyr i populationen.
 
 
Opgave 9 


 


Et firma sælger to typer abonnementer A og B til en gruppe af personer, hvor det i en 
model gælder, at det samlede antal personer i gruppen er konstant. Andelen af personer 
med abonnement A, der skifter abonnement, er 20%, og andelen af personer med 
abonnement B, der skifter abonnement er 10%. I modellen betegner nx antallet af personer 
med abonnement A, og ny betegner antallet af personer med abonnement B i måned n.  


Matricen M givet ved
0,80 0,10
0,20 0,90


M
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


 beskriver udviklingen i abonnementsfordelingen 


fra måned n til måned 1n+ . 
Gruppen består i den første måned af 12000 personer med abonnement A, og 16000 
personer med abonnement B. 
 
a) Bestem fordelingen af abonnementer efter 12 måneder. 
 
b) Bestem den største egenværdi for M og den tilhørende egenvektor, og forklar 


betydningen af disse for udviklingen i abonnementsfordelingen. 
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Bilag: Vejledning i matricer og matematiske værktøjsprogrammer 
 
Multiplikation af matricer med Maple 2017 


Vi ønsker at bestemme 
2 1,5 2 1,5


0,7 0,4 0,7 0,4
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷⋅ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø


 og 
2 1,5 100


0,7 0,4 0
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷⋅ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø


. 


Vi kan anvende Matrix paletten og punktum notation. 


 


 
Løsning af ligningssystem på matrixform med Maple 2017 


Vi ønsker at løse 
3 4 7
1 9 8


x
y


æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷⋅ =ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç-è ø è ø è ø
  


Vi kan anvende vsolve kommandoen fra Gym pakken. 


 
 
Bestemmelse af determinant af matrix med Maple 2017  


Vi ønsker at bestemme 
3 4


det
1 9


æ öæ ö÷ç ÷ç ÷÷çç ÷÷çç ÷ç ÷ç -è øè ø
. 


I pakken LinearAlgebra kan vi anvende kommandoen Determinant. 


 
Bestemmelse af invers matrix med Maple 2017 


Vi ønsker at bestemme 
13 4


1 9


-æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç-è ø
 


Vi kan anvende matrix paletten igen 
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Bestemmelse af egenværdier med Maple 2017 


Vi ønsker at bestemme egenværdierne ud fra 
3 4 1 0


det 0
1 9 0 1


æ öæ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç ÷÷ ÷- =çç ç ÷÷ ÷çç ç÷ ÷ç ç ÷ç -è ø è øè ø
l . 


Vi kan anvende kommandoen Determinant. 
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Multiplikation af matricer med Geogebra 5 


Vi ønsker at bestemme 
2 1,5 2 1,5


0,7 0,4 0,7 0,4
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷⋅ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø


 og 
2 1,5 100


0,7 0,4 0
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷⋅ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø


. 


Vi kan anvende inputlinje til at indtaste matricen. 


 
Vi kan udregne produkterne ved hjælp af inputlinjen. 


 


 
Løsning af ligningssystem på matrixform med Geogebra 5 


Vi ønsker at løse 
3 4 7
1 9 8


x
y


æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷⋅ =ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç-è ø è ø è ø
  


Vi kan indtaste matricen i inputlinjen, og derefter anvende CAS. 


 
 
Bestemmelse af determinant af matrix med Geogebra 5 


Vi ønsker at bestemme 
3 4


det
1 9


æ öæ ö÷ç ÷ç ÷÷çç ÷÷çç ÷ç ÷ç -è øè ø
. 


Vi kan bruge kommandoen Determinant i inputlinjen. 
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Bestemmelse af invers matrix med Geogebra 5 


Vi ønsker at bestemme 
13 4


1 9


-æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç-è ø
 


Vi kan anvende inputlinjen. 


 
 
Bestemmelse af egenværdier med Geogebra 5 


Vi ønsker at bestemme egenværdierne ud fra 
3 4 1 0


det 0
1 9 0 1


æ öæ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç ÷÷ ÷- =çç ç ÷÷ ÷çç ç÷ ÷ç ç ÷ç -è ø è øè ø
l . 


Vi kan anvende kommandoen Determinant i CAS. 
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Multiplikation af matricer med TI-Nspire 


Vi ønsker at bestemme 
2 1,5 2 1,5


0,7 0,4 0,7 0,4
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷⋅ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø


 og 
2 1,5 100


0,7 0,4 0
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷⋅ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø


. 


Vi kan oprette en matrice i feltet Beregninger, og derefter udregne produkterne. 


 
Løsning af ligningssystem på matrixform med TI-nspire 


Vi ønsker at løse 
3 4 7
1 9 8


x
y


æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷⋅ =ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç-è ø è ø è ø
  


Vi kan anvende solve på ligningssystemet i Beregninger. 


 
 
Bestemmelse af determinant af matrice med TI-Nspire 


Vi ønsker at bestemme 
3 4


det
1 9


æ öæ ö÷ç ÷ç ÷÷çç ÷÷çç ÷ç ÷ç -è øè ø
. 


Vi kan bruge kommandoen det i Beregninger. 


 
 
Bestemmelse af invers matrice med TI-Nspire 


Vi ønsker at bestemme 
13 4


1 9


-æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç-è ø
 


Vi kan taste direkte i Beregninger. 


 
 
Bestemmelse af egenværdier med TI-Nspire 


Vi ønsker at bestemme egenværdierne ud fra 
3 4 1 0


det 0
1 9 0 1


æ öæ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç ÷÷ ÷- =çç ç ÷÷ ÷çç ç÷ ÷ç ç ÷ç -è ø è øè ø
l . 


Vi kan anvende kommandoen det sammen med solve i Beregninger. 
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Bilag: Indstiksark til formelsamling 
 


Matricer i to dimensioner  


Enhedsmatrix (f1) 
1 0
0 1


E
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


  


Multiplikation 
mellem matricer (f2) 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2


1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2


a c a c a a c b a c c d
M N


b d b d b a d b b c d d
æ ö æ ö æ ö⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷⋅ = ⋅ =ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅è ø è ø è ø


  


Multiplikation 
mellem matrix og 
vektor 


(f3)  
a c x a x c y


M v
b d y b x d y
æ ö æ ö æ ö⋅ + ⋅÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷⋅ = ⋅ =ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç ⋅ + ⋅è ø è ø è ø


  


Multiplikation 
mellem matrix og 
skalar 


(f4) 
a c k a k c


k M k
b d k b k d
æ ö æ ö⋅ ⋅÷ ÷ç ç÷ ÷⋅ = ⋅ =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç ⋅è ø è ø⋅


 


Determinant af 
matrix (f5) 


a c
M


b d
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


,   det( )M a d b c= ⋅ - ⋅   


Invers matrix (f6) 


a c
M


b d
æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø


,  det( 0)M ¹   


1 1
det( )


d c
M


b aM
-


æ ö- ÷ç ÷= ⋅ç ÷ç ÷ç-è ø
 


Egenvektor og 
egenværdi (f7) 


M v vl=⋅ ⋅
 


  
det( ) 0EM l ⋅ =-   
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Forberedelsesmateriale til stx-A MATEMATIK 
Der skal afsættes 6 timer af holdets sædvanlige uddannelsestid til, at eleverne kan arbejde med 
forberedelsesmaterialet forud for den skriftlige prøve. 
Ved den skriftlige prøve kan indhold og metoder fra forberedelsesmaterialet indgå i opgaver i begge 
delprøver. 


Oplægget indeholder teori, eksempler og øvelser i tilknytning til et emne, der ligger umiddelbart i 
forlængelse af emnerne i kernestoffet. I dette forberedelsesmateriale er emnet ”Grafteori”. 


Alle hjælpemidler er tilladt, og det er tilladt at modtage vejledning under arbejdet med dette 
forberedelsesmateriale. 


Resultaterne af arbejdet med dette forberedelsesmateriale bør medbringes til delprøve 2 af den skriftlige 
prøve. 
 
Det foreliggende materiale er gældende for eksamen maj-juni 2019, august 2019 og december 2019.  
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Indledning 
I forberedelsesmaterialet er der både øvelser og opgaver. Øvelserne er tænkt som hjælp til forståelse af 
teorien, herunder beviser for nogle af sætningerne. Opgaverne er tænkt som forberedelse til de opgaver, der 
kommer til den skriftlige eksamen.  
I forberedelsesmaterialet anvendes fem typer af farvede bokse. Se eksempler på farvekoderne her:  
 
Definition  


 
Eksempel  


 
Sætning  


 
Øvelse Øvelserne er tænkt som hjælp til forståelse af teorien, herunder også beviser for nogle af 


sætningerne. 
 
Opgave 
 
 


Opgaverne er tænkt som forberedelse på de opgaver, der kan komme til den skriftlige 
eksamen.  


 
Opgave 


 


Opgaverne markeret med hånd og blyant kan kun forekomme i delprøve 1. 


 
Opgave 
 


 


Opgaverne markeret med et tastatur kan kun forekomme i delprøve 2. 
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Grafteori 
 
Grafteori er ikke et nyt matematisk emne, men med vores store brug af computere er emnets aktualitet 
forøget. De algoritmer, man finder i grafteori, gennemføres ofte med computeren, og grafteori er således et 
vigtigt emne inden for den diskrete matematik. Dette forberedelsesmateriale lægger dog ikke op til 
computerbrug men snarere til en fordybelse i selve algoritmerne. Begrebet graf har i denne sammenhæng en 
ganske anden betydning, end den vi kender fra arbejdet med funktioner.   
 
Grafteori kan bl.a. benyttes til at give en forenklet fremstilling af problemer, som fx vedrører optimering af 
forskellige netværk. Det kan være spørgsmålet om, hvordan man finder den hurtigste rute mellem to 
destinationer (tænk f.eks. på Google Maps), den billigste flyrute mellem to byer, eller hvordan man 
planlægger etablering af et fibernet billigst. Vi kommer i dette materiale til at arbejde med to forskellige 
algoritmer: Prims algoritme og Dijkstras algoritme. Desuden introduceres de grundlæggende grafteoretiske 
begreber samt begreberne Eulertur og Eulergraf, og vi ser på deres anvendelser. 
 
Eksempel 1 Figuren viser en skitse af vejsystemet i en park, hvor en motionist 


løber sin daglige motionstur. Bogstaverne A, B, C, D og E angiver 
vejkryds.  
 
Løberen ønsker at løbe på alle veje, men kun én gang på hver vej. 
Dette kan lade sig gøre, hvis han fx løber ad ruten


.C A B C D B E D  
 
Bemærk, at løberen ikke slutter samme sted, som han startede. 


 
Øvelse 1 a) Lav en anden løberute på figuren i eksempel 1, hvor løberen kommer rundt på alle 


vejene præcis én gang? Gem resultatet, da du skal se på det senere. 
 
b) Løberen ønsker at starte og slutte i punkt C. Han behøver ikke at nå rundt på alle veje, 


men ønsker at undgå at komme forbi det samme vejkryds mere end én gang.  
Opskriv en mulig rute. Hvor mange forskellige ruter kan du finde? 


 
c) Er det muligt at lave en rute, hvor man starter og slutter samme sted, og som samtidig 


kommer rundt på alle veje præcis én gang?
 
Figuren i eksempel 1 er et eksempel på en graf.  
 
En graf består af en samling af hjørner, som på figuren i eksempel 1 angives med punkterne A, B, C, D og E. 
Kanterne i en graf er stregerne, der forbinder hjørnerne parvist. Man kan godt forestille sig to hjørner, der 
forbindes af mere end én kant, og tilsvarende behøver to hjørner ikke nødvendigvis at være forbundet af en 
kant. Et hjørne kan også være forbundet med sig selv via en kant. I dette tilfælde kaldes det for en løkke. 
 


 
 


  
 
Ovenstående figurer viser eksempler på grafer med hjørnerne A, B, C og D, men med forskellige kanter: 
Figuren til venstre viser en graf med en løkke ved hjørne C, hjørnerne A og B er forbundet af to kanter, mens 
der ikke findes en kant, som forbinder hjørnerne B og C, og der er heller ingen kant mellem A og C. Figuren i 
midten viser de samme 4 hjørner, men nu med kanter mellem alle hjørnerne. Her er der ingen dobbeltkanter 
eller løkker. Figuren til højre viser de 4 hjørner, og enkelte kanter. Grafen siges at være ikke 
sammenhængende, da der ikke er nogen kant, der forbinder hjørne D med de øvrige hjørner. 
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Øvelse 2 a) Tegn en graf med hjørnerne A, B, C, D og E og med kanterne AB, BC, DE og BD. 


 
b) Tegn en graf med de samme hjørner, hvor alle hjørnerne er forbundet af kanter, og 


hvor to af hjørnerne er forbundet af to kanter. 
 
c) Tegn en graf med de samme hjørner. Grafen skal have en løkke ved et hjørne, og 


grafen skal være ikke-sammenhængende.
 
Vi kan nu definere nogle centrale begreber indenfor grafteori: 
 
Definition 1 Graf og delgraf 


 
En graf G består af to mængder: En mængde af hjørner og en mængde af kanter.  
 
En delgraf af en graf G består af nogle af hjørnerne i G og nogle af kanterne mellem de 
udvalgte hjørner i G. 


 


Eksempel 2 Figuren viser en graf med fire hjørner. En delgraf med hjørnerne A, 
B og C er markeret. Delgrafen indeholder kanterne AB og AC, 
mens kanten BC ikke er med, selvom hjørnerne B og C er. 
 
Delgrafer behøver ikke at være sammenhængende. For eksempel er 
delgrafen bestående af hjørnerne A, B og C og som kun har kanten  
AB også en delgraf. 


 


 


Øvelse 3 Figuren viser en graf. 
 
Indtegn 3 forskellige delgrafer på grafen. 
 
 


Vi får brug for nogle begreber, der beskriver forskellige typer af delgrafer på en graf. 
 
Definition 2 Vandring, tur og sti 


 
En vandring på en graf er en sekvens af hjørner, der er forbundet af kanter. 
 
En tur er en vandring, der består af kanter, der hver kun kan være med én gang. 
  
En sti er en tur, hvor samme hjørne ikke besøges flere gange.


 


 
Eksempel 3 Delgrafen B C E C D  er et eksempel på en 


vandring. Det er ikke en tur, da kanten CE er med to gange. 
 
Delgrafen C E D C B  er et eksempel på en tur. Det 
er ikke en sti, da hjørne C er med to gange. 
 
Delgrafen A E D C B F  er et eksempel på en 
sti. 
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Øvelse 4 Figuren viser en graf. 
 
a) Opskriv en sekvens af hjørner, der angiver en vandring, 


som ikke også er en tur. 
 
b) Opskriv en tur, der ikke også er en sti. 
 
c) Opskriv en sekvens af hjørner, der angiver en sti.


 
Definition 3 Kreds 


 
En kreds er en tur, der starter og slutter i det samme hjørne, mens de andre hjørner er 
forskellige. Starthjørnet/sluthjørnet er således med to gange, mens de andre hjørner er med 
præcis én gang. 


 
Eksempel 4 Delgrafen A B D E A fra figuren i øvelse 4 er et eksempel på en kreds.
 
Øvelse 5 Hvor mange kredse kan du finde på figuren i øvelse 4?
 
Øvelse 6 Billedet viser et rekreativt område, hvor områdets veje kan udgøre kanterne i en graf, og 


hvor hjørnerne er tegnet ind på billedet. 
 
a) Skitsér kortet i en graf. 
 
b) Hvor mange kredse, der starter 


og slutter i hjørne H, kan du 
finde på grafen? 


 
c) Indtegn en kreds, der 


indeholder alle hjørner i 
grafen, og som starter og 
slutter i hjørne H. 


 


 
Eksempel 5 Vi vender nu tilbage til motionisten fra eksempel 1. Motionistens 


overvejelser om løberute kan formuleres ved hjælp af begreber fra 
grafteorien. Ruten C A B C D B E D er et 
eksempel på en tur, der ikke er en sti, da flere hjørner besøges flere 
gange. 
 
En løberute, der starter og slutter samme sted, og som ikke besøger 
de andre hjørner eller kanterne mere end én gang, vil være et 
eksempel på en kreds. 


 


 
Øvelse 7 Formulér de tre delopgaver i øvelse 1 med begreberne fra grafteori. 
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Opgave 1 
 


Figuren viser en graf. 
 
a) Angiv en sti i grafen. 
 
b) Angiv to kredse i grafen. 
 


 
For at kunne undersøge løberens problemer med at finde ruter, hvor han ikke skal løbe på de samme veje 
flere gange, indfører vi nu et nyt begreb: Et hjørnes grad. 
 
Definition 4 Graden af et hjørne 


 
Antallet af kanter, som udgår fra et hjørne, kaldes hjørnets grad.


 
Eksempel 6 Hjørnerne A og E på figuren har graden 2, mens hjørne C og D har 


graden 3, og hjørne B har graden 4. 
 
 


 
Grafen i eksempel 6 stammer fra eksemplet med løberen. Vi så i øvelse 1, at der var op til flere ruter, der 
havde alle kanter med netop én gang. 
 
Øvelse 8 Find dit resultat fra øvelse 1. Kan du finde en sammenhæng mellem graden af hjørnerne og 


starthjørnerne for de ruter, du fandt? Se også på sluthjørnerne.
 
Øvelse 9 a) Angiv graden af de 6 hjørner på grafen på figuren.  


 
b) Overbevis dig selv om, at der ikke findes en tur, der 


indeholder alle kanterne i grafen. 
 
c) Kan du fjerne en kant, så du kan lave en tur, der indeholder 


alle (de resterende) kanter? 
 
d) Angiv graden af hjørnerne i den nye graf.  


 
Det viser sig, at der findes en sammenhæng mellem graden af hjørnerne i en graf og muligheden for at lave 
en tur, der indeholder alle kanter. Dette ser vi på i næste afsnit. 
 


Eulergrafer 
 
Et klassisk eksempel på grafteori omhandler broerne i byen Königsberg (hedder nu Kaliningrad) og går helt 
tilbage til 1700-tallet. 
Nedenfor ses et kort over broernes placering i forhold til byen. Kortet er tegnet i 1736 af datidens store 
matematiker Leonard Euler og viser landområderne A, B, C og D samt de syv broer. Euler formulerede 
problemet: Kan man lave en rute for en spadseretur i Königsberg, der krydser alle 7 broer netop én gang?  
 
Eulers gode idé var at oversætte broer til streger og landområder til punkter, som i grafteoriens sprog bliver 
til kanter og hjørner.  
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Øvelse 10 Tegn en graf, som kan bruges til at beskrive problemet om broerne i Königsberg, idet du 


lader broerne svare til kanter og landområder svare til hjørnerne A, B, C og D. Gem dit 
resultat til senere brug. 


 
Problemet omkring spadsereturen i Königsberg svarer til eksemplet med løberen (se øvelse 1), der ønsker at 
løbe på alle vejene i parken netop én gang. Problemet giver anledning til følgende definition:  
 
Definition 5 Hvis der findes en tur, som gennemløber alle kanter i grafen, kaldes turen for en Eulertur.  


 
Hvis der findes en Eulertur, som starter og slutter samme sted, kaldes denne for en lukket 
Eulertur, og grafen kaldes en Eulergraf.


 
Vi skal i det følgende analysere hvilke kriterier, der skal være opfyldt, for at man kan danne en Eulertur på 
en graf, eller for at der er tale om en Eulergraf. Afsnittet er bygget op omkring et eksempel om et vejnet, der 
introduceres i eksempel 7. 
 
Eksempel 7 Vi ser på et udsnit af vejnettet i Danmark fra www.krak.dk, som viser hovedvejnettet 


mellem byerne Næstved, Ringsted, Sorø, Slagelse, Holbæk og Kalundborg. 
Da vi kun er interesseret i et billede af vejnettet mellem de seks byer, kan vi tegne en skitse 
af kortet vha. en graf, hvor hjørnerne repræsenterer byerne, og kanterne illustrerer, at der 
er en vejforbindelse mellem to byer.  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  


Kalundborg
Holbæk


Sorø


 


Ringsted


Slagelse


Næstved


Vejvæsenet skal kontrollere vejnettet mellem de seks byer, så vi ønsker at finde en rute, 
hvor hver enkelt vejstrækning kontrolleres netop én gang af hensyn til økonomien. Hver 
kant på skitsen skal altså tilbagelægges netop én gang på køreturen svarende til, at vi skal 
finde en Eulertur. 
Vi kan hurtigt overbevise os selv om, at det ikke er muligt, hvis køreturen starter i én af 
byerne Kalundborg, Holbæk, Næstved eller Ringsted. Overvej dette! Hvis vi derimod 
starter køreturen i Sorø eller Slagelse, kan vi komme rundt på alle veje netop én gang, 
uden dog at komme tilbage til startstedet. Fx er Sorø Holbæk Kalundborg Slagelse


Næstved Ringsted Sorø Slagelse en mulig rute. Vi kan altså finde en Eulertur 
på grafen. 
Vi slutter ikke køreturen i startstedet, så vi har ikke fundet en lukket Eulertur. 
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Øvelse 11 Nedenfor er der givet tre forskellige skitser af et vejnet mellem henholdsvis tre, fire og fem 


byer. 
 


 
Undersøg, om der findes en Eulertur eller en lukket Eulertur på graferne. 


 
Vi kan for hvert vejnet prøve at løse opgaven for vejvæsenet ved simpelthen at prøve os frem. Men vi kunne 
også lede efter nogle egenskaber ved et vejnet, som kan gøre det muligt for os let at løse vejvæsenets opgave. 
 
Vi zoomer ind på en by på grafen og opdeler situationen i to tilfælde, alt efter om der udgår et lige eller et 
ulige antal veje fra byen.  
 
Eksempel 8 Vi ser på by A, hvortil der er tre veje. 


 
Strategi 1: (start i A)  
Vi starter i A, og vi forlader byen ad en kant. Derefter skal vi 
komme tilbage ad en anden kant og forlade A ad den tredje kant.  
 
Strategi 2: (start i et andet punkt end A) 
Vi starter ikke i A, dvs. vi kommer til A ad en kant og forlader A 
ad en anden kant. Vi mangler så at køre ad den sidste kant, og 
dermed skal løsningen for vejvæsenet slutte i A. 
 
Konklusion: Hvis hjørne A har grad 3 og vi starter i A, så slutter 
vi ikke i A. Men omvendt gælder der: Hvis vi ikke starter i A, så 
slutter vi i A. 


 
Øvelse 12 Betragt en by A, hvortil der er fem veje. 


 
a) Argumentér for, at vi får samme konklusion, som i tilfældet 


med tre veje (jf. eksempel 8). 
 


b) Generalisér til situationen, hvor byen A har et ulige antal 
veje. 


 
Eksempel 9 Betragt en by B, hvortil der er fire veje. 


 
Strategi 1: (start i B) 
Vi starter i B, dvs. vi forlader byen ad en kant. Derefter kommer 
vi tilbage ad en anden kant, og vi forlader igen B ad en tredje 
kant. Når vi bruger den fjerde kant kommer vi til at slutte i B. 
 
Strategi 2: (start i et andet punkt end B) 
Vi starter ikke i B, dvs. vi kommer til byen ad en kant. Vi 
forlader B ad en anden kant, og derefter skal vi komme til B ad 
en tredje kant. Vi skal så forlade B ad den fjerde kant, og dermed 
slutter vi ikke i B. 
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Konklusion: Hvis B har graden 4 og vi starter i B, så slutter vi 
også i B. Omvendt gælder der, at hvis vi ikke starter i B, så 
slutter vi heller ikke i B. 


 
Øvelse 13 


 


Betragt en by B, hvortil der er seks veje. 
 
a) Argumentér for, at vi får samme konklusion, som i tilfældet 


med fire veje (jf. eksempel 9). 
 


b) Generalisér til situationen, hvor byen B har et lige antal veje. 


 
Vi har i de ovenstående eksempler og øvelser set, at det er afgørende, om antallet af veje, der udgår fra en by, 
er et lige antal eller et ulige antal. Vi samler erfaringerne i følgende sætning: 
 
Sætning 1 a) Hvis der fra en by i et vejnet udgår et ulige antal veje, skal vejvæsenet enten slutte 


eller starte i denne by, hvis de skal lave en rute, hvor alle kanter er med én gang. 
 


b) Hvis der fra en by i et vejnet udgår et lige antal veje, så skal vejvæsenet slutte her, hvis 
de starter her. Omvendt så skal vejvæsenet ikke slutte her, hvis de ikke starter her.


 
På baggrund af sætning 1 kan vi argumentere for, at hvis et vejnet har mere end to byer med et ulige antal 
veje, så kan vi ikke finde en løsning til vejvæsenets problem. Hvis der fx er tre byer med et ulige antal veje, 
så vil der være en by med et ulige antal veje, hvor vejvæsenet hverken starter eller slutter, hvilket er i 
modstrid med resultatet i sætning 1.  
 
Vi sammenfatter de vigtigste egenskaber ved Eulerture og Eulergrafer i den følgende sætning: 
 
Sætning 2 a) En graf er en Eulergraf, netop hvis alle hjørner har en lige grad.  


 
b) Hvis der er højst to hjørner med en ulige grad, kan vi finde en Eulertur, men den er 


ikke lukket. 
 
c) Hvis der er mindst tre hjørner med en ulige grad, er det ikke muligt at finde en 


Eulertur. 
 
Vi beviser ikke sætningen her. 
 
Eksempel 10 Figuren viser en graf, hvor der kan laves en Eulertur. Sætning 2b 


passer på grafen, da der er to hjørner med ulige grad, nemlig B 
og D. 
 
Vandringen D A B D C B  er et eksempel på en 
Eulertur. 
 


 


 
Figuren til højre viser næsten den samme graf, men der er tilføjet 
en kant. Nu kan der ikke længere findes en Eulertur, da alle fire 
hjørner har ulige grad, og vi kan derfor bruge sætning 2c. 
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Øvelse 14 Find dit resultat af øvelse 10  om broerne i Königsberg. Findes der en løsning på Eulers 
problem, dvs. findes der en Eulertur?


 
Opgave 2 
 


 


Figuren viser en graf. 
 


a) Argumentér for, at grafen på figuren er en Eulergraf.   
 


b) Angiv et eksempel på en lukket Eulertur.  


 
Opgave 3 
 


 


Figuren viser en graf. 
 


a) Argumentér for, at grafen på figuren ikke er en Eulergraf. 
 


b) Argumentér for, at der findes en Eulertur på grafen. 
 
c) Angiv et eksempel på en Eulertur på grafen.


 
Vi vender et øjeblik tilbage til det rekreative område fra øvelse 6, hvis billede er sat ind i opgaven herunder. 
 
Opgave 4 
 


 
 


Billedet viser et rekreativt område, 
hvor vejkrydsene er markeret med 
gule bogstaver. 
 
a) Skitsér området i en graf. 


 
b) Afgør, om man kan lave en 


Eulertur i området. 
 


 


Udspændende træer 
 
Vi introducerer nu et nyt begreb, der dækker over en ny slags delgrafer, der knytter sig til nogle andre 
problemstillinger end løberuter eller vandreture. Denne nye slags delgraf kan godt have forgreninger, hvilket 
en tur ikke har, da man ved forgreninger skal tilbage via mindst en af de kanter, hvor man allerede har 
vandret. De nye delgrafer bruges derfor netop til at undersøge, hvordan man skal håndtere ting, der kan 
fordele sig, fx strøm, vand og diverse signaler. 
 
Definition 6 Træ og udspændende træ 


 
Et træ er en sammenhængende (del-)graf uden kredse. 
 
Et udspændende træ er et træ, hvor alle hjørnerne i grafen er en del af træet. 
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Eksempel 11 De to figurer herunder viser eksempler på en graf med markerede delgrafer.  


 
På figuren til venstre er den markerede delgraf et træ, idet delgrafen er sammenhængende 
og uden kredse.  
 
På figuren til højre er den markerede delgraf et udspændende træ, eftersom delgrafen er 
sammenhængende, uden kredse og indeholder alle hjørner. 
 
 
 
 
 
 


 


 
Øvelse 15 a) Marker et træ og et udspændende træ i grafen på figuren til 


højre. 
 
b) Hvor mange kanter er der i det udspændende træ, som du har 


markeret? 


 
Opgave 5 
 


Figuren viser en graf. 
 
a) Markér et træ med tre hjørner i grafen. 


 
b) Markér et udspændende træ i grafen.  
  
 


 
Der er en simpel sammenhæng mellem antallet af hjørner i en graf og det antal kanter, der skal være i et 
udspændende træ i grafen: 
 
Sætning 3 Et udspændende træ i en graf med H hjørner indeholder 1H - kanter. 
 
I øvelse 16 og 17 undersøges, om sætning 3 er sand: 
 
Øvelse 16 a) Tegn en graf med 1 hjørne, og overvej, at sætning 3 er sand, når 1H = . 


 
b) Tegn en graf med henholdsvis 2 og 3 hjørner, og overvej, at sætning 3 er sand, både 


når 2H = , og når 3.H =  
 
Øvelse 17 a) Hvis sætning 3 er sand, når H n= , kan du så overbevise dig selv om, at den også er 


sand, når 1H n= + ? 
 
b) Prøv f.eks. med 3H =  og tilføj et ekstra hjørne til grafen; hvad sker der med det 


udspændende træ? 
 
c) Generaliser til .H n=  
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Opgave 6 


 
 


a) Tegn en graf med hjørnerne A, B, C, D, E, F, G og H, og med kanterne AB, AC, AD, 
BC, CD, CE, CH, DF, DH, EF, FG, FH og GH. 


 
b) Marker et udspændende træ i grafen. 


 
 


Tabeller og grafer  
 
Nogle gange vil grafer være angivet ved en figur bestående af kanter og hjørner, sådan som vi har set det i de 
tidligere eksempler. Dette kan være med til at skabe et billedligt overblik. Andre gange vil en graf være 
repræsenteret ved en tabel.  
 
Eksempel 12 Grafen i opgave 6 kan også repræsenteres i en tabel for overskuelighedens skyld. Et kryds 


markerer, at der er en kant mellem de to hjørner, hvorimod en streg markerer, at der ikke 
er en kant.  
 


 A B C D E F G H 
A 
B  
C  
D  
E  
F  
G  
H  


 
Bemærk, at en fuldstændig udfyldt tabel ville være symmetrisk omkring diagonalen. Vi 
vælger derfor at undlade at udfylde den venstre nedre halvdel af tabellen.  


 
Øvelse 18 Opstil en tabel, der beskriver grafen fra opgave 5.
 
Opgave 7 
 


En venskabsgraf kan bruges til at beskrive, hvem der er venner med hvem i en gruppe. 
Hvert hjørne repræsenterer en person i gruppen, og to personer er venner, hvis der er en 
kant mellem deres hjørner. 
 
Tegn en graf, der illustrerer venskabet i en gruppe på 5 personer ud fra nedenstående tabel, 
hvor  angiver, at to personer er venner. 
 


 Anton Bolette Camille Daniel Emma 
Anton    
Bolette  
Camille   
Daniel     
Emma      
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Vægtede grafer 
 
Undertiden kan det være nyttigt at knytte tal til kanterne i en graf. Det kan fx være, hvis grafens hjørner 
betegner nogle byer, og kanternes tal angiver afstande mellem byerne, eller det kan angive transporttiden 
eller transportprisen. Grafer, hvor der er knyttet tal til kanterne, kaldes vægtede grafer. 
 
Eksempel 13 Figuren viser en vægtet graf, der angiver prisen i 


kr. for en enkeltbillet med tog mellem de 4 byer 
i hjørnerne Silkeborg, Skanderborg, Århus og 
Horsens. 
 
Grafen viser billetpriserne, men ikke de faktiske 
ruter, eftersom alle togene kører via 
Skanderborg. 


Silkeborg Århus


Skanderborg


Horsens


 


 
Eksempel 14 Den vægtede graf på figuren i eksempel 13 kan også repræsenteres ved en tabel: 


 
 
 


 


H
or


se
ns


 


Si
lk


eb
or


g 


Sk
an


de
rb


or
g 


Å
rh


us
 


Horsens - 82 53 82 
Silkeborg  - 62 96 
Skanderborg   - 53 
Århus    - 


 


Prims algoritme 
 
Lad os sige, at vi ønsker at sende signaler mellem byerne A, 
B, C, D, E, F og G, og at byerne derfor skal forbindes på en 
sådan måde, at det er muligt at sende signaler mellem alle 
byer, men uden at alle byer nødvendigvis er forbundet 
indbyrdes, dvs. signalet må gerne tage en omvej. 
  
Vores teknikere har lavet vurderinger af, hvad prisen vil 
være for at forbinde nogle af byerne to og to, og resultatet 
anskues bedst ved den vægtede graf på figuren til højre, der 
har byerne som hjørner, og hvor kanternes vægte angiver 
prisen for at forbinde byerne. 
 
Pga. geografien er nogle strækninger dyrere end andre, og det er tydeligt, at det vil være en fordel, at have så 
få dyre strækninger med som muligt, hvis prisen skal holdes nede. 
 
Prims algoritme gør det muligt for os at finde den billigste måde at lave et udspændende træ i grafen, og det 
er netop det, vi har brug for. Et udspændende træ når ud til alle hjørnerne, uden at man skal kunne bevæge 
sig ad en tur rundt til dem alle sammen; der må gerne være forgreninger. Man siger, at Prims algoritme 
finder det minimale udspændende træ, hvor ordet minimal fx kan dække over den mindste samlede pris eller 
den mindste afstand i hele træet. 
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Nedenstående eksempel forklarer, hvordan algoritmen virker med udgangspunkt i grafen med byerne A-F. 
 


Eksempel 15 
 


Vi starter fx i hjørne A og undersøger først, hvilken 
nabokant, det er billigst at tilføje. Det er kant AB, der 
koster 2, hvorimod AC og AD er dyrere. 
 


Så betragtes den nye delgraf AB og nabokanterne til 
delgrafen undersøges. Igen er AD og AC nabokanter, 
og det er BC og BE også. BE er den billigste, så hjørnet 
E tilføjes, og vores delgraf består nu af hjørnerne A, B 
og E med kanterne AB og BE. 
 


Nabokanterne til delgraf ABE er AD, AC, BC, EC og 
EG. Her er EG billigst, så hjørnet G tilføjes sammen 
med kanten EG, og på samme måde tilføjes F med 
kanten GF (se figuren). 


Nu er der ganske mange nabokanter til delgrafen 
ABEGF nemlig AD, AC, BC, EC, GC, FC og FD. Den 
billigste af dem er CG, så den føjes til vores graf 
sammen med hjørne C. 


Igen er der mange nabokanter til vores delgraf: AD, 
AC, BC, CE, CG, GF, DF, CD. En del af dem giver 
anledning til kredse og fører til hjørner, der allerede er 
med i træet, så dem ser vi bort fra (se figuren, hvor de 
er markeret med stiplede linjer). Blandt de 
tilbageværende kanter AD, DC og FD er DC billigst, så 
den vælges, således at hjørnet D tilføjes som det sidste.


 
Prims algoritme fortæller derfor, at byerne skal forbindes som markeret med rødt på 
figuren, og den røde delgraf er det minimale udspændende træ i grafen. Den samlede pris 
bliver 2+4+3+5+10+18= 42.
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Øvelse 19 
 
 


Herunder ses Prims algoritme gennemført med udgangspunkt i hjørne G. Følg figurerne og 
gennemfør selv argumenterne for hver enkelt tilføjelse af en kant og et hjørne. 
 


 


 


 
Øvelse 20 Gennemfør Prims algoritme i grafen med byerne fra eksempel 15 med udgangspunkt i 


hjørne D. 
 
Øvelse 21 Tilføj en kant til det udspændende træ fra eksempel 15. Kan du gøre det uden at lave en 


kreds i delgrafen? 
 
Ud fra de ovenstående øvelser kan vi se, at det minimale udspændende træ ser ud til at være uafhængigt af 
starthjørne. Det formulerer vi som en sætning: 
 
Sætning 4 Det minimale udspændende træ, som man finder ved Prims algoritme, afhænger ikke af, 


hvilket hjørne i grafen algoritmen startes i.
 
Prims algoritme er en såkaldt ”grådig” algoritme. Ordet ”grådig” dækker over, at man i hvert enkelt trin i 
algoritmen skal gøre det, der virker mest optimalt i situationen, uden at være bekymret for, om det også er 
smartest på den lange bane. Det er det! Beviset ser vi på senere. 
 
Opgave 8 


 
 


Figuren viser en vægtet graf.  
 
Gennemfør Prims algoritme, og bestem det 
minimale udspændende træ i grafen.  
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I ovenstående eksempler er alle kanternes vægte forskellige, men det kan godt forekomme, at nogle af 
vægtene er ens. Det betyder, at der godt kan være to eller flere forskellige minimale udspændende træer.  
 
Eksempel 16 Figurerne nedenunder viser en graf med to mulige minimale udspændende træer. Kanterne 


BD og CD har begge vægten 3, og det giver anledning til to mulige resultater af Prims 
algoritme. 
 


 
Bemærk her, at selvom der er flere minimale udspændende træer, så er de stadig 
uafhængige af starthjørnet for Prims algoritme, hvilket betyder, at sætning 4 også gælder, 
når grafen indeholder kanter med ens vægte. Man kan altså selv bestemme, hvilket hjørne 
man vil starte i. 
 
Læg også mærke til, at der dannes en kreds, hvis der tilføjes en kant til det udspændende 
træ. Sammenlign med øvelse 21.


 
Øvelse 22 Figuren viser en graf, hvor kanterne EF og AC 


har samme vægt. 
 
Find det/de minimale udspændende træer ved 
Prims algoritme. 
 
 


 
Opgave 9 


 


Figuren viser en graf med to par af kanter, der 
har samme vægt, nemlig parret BC og BD og 
parret DE og DF. 
 
Gennemfør Prims algoritme, og find det/de 
minimale udspændende træer. 


 
Øvelse 23 Opstil en tabel, der repræsenterer den vægtede graf i opgave 9.
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Opgave 10 Tabellen viser en oversigt over en vægtet grafs kanter. 


 A B C D E
A - - 3 7 5
B - 4 - 2
C - 6 8
D - -
E -


 


 


 
 
 
 
 
 
 
a) Tegn en vægtet graf, der repræsenterer tabellen. 
 
b) Gennemfør Prims algoritme, og find det minimale udspændende træ for grafen. 


 
Indtil videre har vi stiltiende antaget, at Prims algoritme vil give os det minimale udspændende træ i en graf, 
men den påstand kræver naturligvis et bevis. Beviset er et induktionsbevis, hvor argumentet samtidig er et 
modstridsargument. 


Induktionsbevis og modstrid 
 
Induktionsbeviser bruges fx, hvis man skal vise, at en regel gælder for alle tal i en talfølge. Idéen er, at man 
skal vise, at hvis reglen gælder for ét tal i følgen, for eksempel tal nummer n, så gælder den også for det 
næste tal, dvs. tal nummer 1n + . Dvs. at hvis vi kan vise, at reglen altid gælder for det næste tal, så får vi 
altså en dominoeffekt, der sikrer, at reglen gælder for alle tal, hvis man vel at mærke kan vise, at reglen 
gælder for bare ét tal ad gangen.  
 
Processen i et induktionsbevis deles ofte op i to dele:  
Induktionsstarten, hvor man viser, at reglen gælder for ét (eller flere) konkrete tal og 
induktionstrinnet, hvor man viser, at hvis sætningen gælder for tallet n, så gælder den også for tallet n+1. 
 
Øvelse 24 Sammenlign ovenstående med øvelse 16 og 17. Kan du identificere induktionsstarten og 


induktionstrinnet? 
 
Når man anvender et modstridsargument til at vise en matematisk sætning, så starter man med at antage, at 
den modsatte påstand end sætningens er gældende. Vi kan kalde denne modsatte påstand for påstand A, som 
vi altså antager er sand. Man bruger derefter dette i sin videre argumentation, og når til sidst frem til noget, 
der strider mod (”er i modstrid med”) enten vores andre antagelser i den matematiske sætning eller en anden 
gyldig matematisk sætning. Dermed kan man konkludere, at påstand A er falsk, og dermed må den modsatte 
påstand til påstand A være sand. I sidste ende betyder det, at den matematiske sætning er sand.  
 


Bevis for Prims algoritme 
 
Sætning 5 Prims algoritme finder det minimale udspændende træ i en graf.
 
Bevis:  
Vi har vist sætningen, hvis vi kan vise, at når vi bruger Prims algoritme, så vil det træ, vi når frem til i hvert 
enkelt trin, være en del af det minimale udspændende træ. Vi ser for nemheds skyld på en graf, hvor alle 
kanter har forskellige vægte. Det minimale udspændende træ kaldes her for T. Da beviset er et 
induktionsbevis, indeholder det en induktionsstart og et induktionstrin. 
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Induktionsstarten:  
Vi starter i et tilfældigt hjørne, og det hjørne er naturligvis 
en del af T, eftersom T indeholder alle hjørner. Så vi ved 
altså, at vi har første hjørne i det minimale udspændende træ. 
 
Induktionstrinnet:  
Vi antager nu, at Prims algoritme har fundet n hjørner, og at 
det træ, der er fundet indtil videre, er en del af T. Vi skal 
vise, når vi bruger Prims algoritme til at tilføje endnu en 
kant og et hjørne, så der i alt er 1n +  hjørner, så er resultatet 
stadig en del af T. 
 
Vi gennemfører Prims algoritme og finder en kant, som vi 
her kalder PQ, hvor P er et hjørne i træet med de n hjørner, 
og Q er det hjørne, der blev tilføjet, se figur a. Vi skal 
argumentere for, at PQ er en del af T, og det gøres ved at 
opstille et modstridsargument, dvs. vi undersøger den 
modsatte påstand: ”PQ er ikke med i T”.  


 
Hvis PQ ikke er med i T, så må der være en anden kant i T, 
der forbinder de første n hjørner med de hjørner, der ikke er 
valgt endnu i vores proces. Lad os kalde den kant for RS, se 
figur b. 
 
Men RS var jo én af de kanter, Prims algoritme kunne vælge 
mellem, da den valgte PQ, så vægten af PQ må være mindre 
end vægten af RS, da alle kanterne har forskellige vægte. 
 
Hvis vi ser på den graf, der fremkommer ud fra T (dvs. med 
RS) sammen med kanten PQ, så vil PQ og RS indgå i en 
kreds i den graf, (se øvelse 21 og eksempel 16), og det 
betyder, at hvis vi fjerner RS, som jo var en del af det 
oprindelige udspændende træ T, og erstatter den med PQ, så 
har vi stadig et udspændende træ, og det er samtidig billigere 
end det oprindelige T. Se et eksempel på figur c. 
 


 


 


Det betyder, at påstanden ”PQ er ikke med i T”, fører til den konklusion, at T ikke er det minimale 
udspændende træ. Men T var jo det minimale udspændende træ, det var en antagelse i sætningen, så her er 
den modstrid, der gerne skal opstå i modstridsbeviset. Vi kan derfor konkludere, at påstanden ”PQ er ikke 
med i T” er falsk. Det modsatte må derfor gælde, og vi kan konkludere, at PQ er med i T. 
 
Mere generelt kan vi konkludere, at når vi bruger Prims algoritme til at finde den kant, der skal forbinde de 
første n hjørner med hjørne nummer n+1, så vil den kant være en del af det minimale udspændende træ. 
 
Nu har vi både induktionsstarten og induktionstrinnet, så vi ved, at når vi vælger det første hjørne, så er det 
med i T, og vi ved også, at hver gang vi gennemløber Prims algoritme, så finder vi en kant og tilføjer et 
hjørne, der begge er med i T.  
 
Sætning 3 fortæller os, at hvis vi har H hjørner i en graf, så skal vi gennemløbe Prims algoritme 1H -  
gange, for så vil der være 1H -  kanter og H hjørner i T, og det er netop det, der skal være i et udspændende 
træ. 


  
 
 
 


De første n hjørner


Hjørner, der ikke er valgt endnuFigur a.


De første n hjørner


Hjørner, der ikke er valgt endnuFigur b.


De første n hjørner


Hjørner, der ikke er valgt endnuFigur c.
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Dijkstras Algoritme 
 
I en anden situation inden for grafteori ønsker man at finde den optimale sti mellem to hjørner i en vægtet 
graf. Ordet ”optimal” skal forstås bredt. Det vil afhænge af, hvordan man vælger sine vægte, men målet er, at 
summen af vægtene skal være så lille som muligt på den sti, man tilbagelægger. I praksis betyder det, at man 
fx ønsker at finde den korteste, billigste eller hurtigste rute mellem to byer. 
 
Det kan dog hurtigt blive en uoverskuelig opgave at holde regneskab med vægtene på de forskellige stier, 
hvis blot grafen har en vis størrelse. Man har derfor brug for en algoritme, som helt slavisk kan bestemme 
den optimale sti. Dijkstras algoritme er en metode, som netop kan bruges til at bestemme den optimale sti på 
en graf. Vi vil her se nærmere på, hvordan Dijkstras algoritme forløber.  
 
Eksempel 17 
 


Dijkstras algoritme 
 
Vi ønsker at bestemme den korteste sti fra A til C i grafen til 
højre ved brug af Dijkstras algoritme. Dette eksempel viser, 
hvorledes algoritmen udføres trin for trin.  
 
Hjørnerne kan tildeles to tilstande: Midlertidig status (M) og Permanent status (P). Ved 
starten af algoritmen har alle hjørnerne status M. Ét efter ét undersøges hjørnerne i henhold 
til algoritmen, hvorefter de overgår fra status M til status P. Når sluthjørnet har fået status 
P, stopper algoritmen, og den korteste sti fra starthjørnet (i dette tilfælde A) til sluthjørnet 
(i dette tilfælde C) er bestemt. 
 
Undervejs registreres længden af den korteste (midlertidige) sti fra starthjørnet til et givet 
hjørne, og så længe der endnu ikke er angivet en sti til det pågældende hjørne, tildeles 
’stien’ længde ∞ . Samtidigt registreres, hvilket hjørne der er besøgt umiddelbart før det 
pågældende hjørne. Dette hjælper os med at angive rækkefølgen af hjørner i den korteste 
sti fra starthjørnet til sluthjørnet. Resultatet af algoritmen opdateres løbende i en såkaldt 
Dijkstra-tabel. 
 
Trin 0.  
Starthjørnet A undersøges. Da den korteste afstand fra A til A er naturligvis 0, indskrives 
dette i Dijkstra-tabellen. Alle øvrige hjørner tildeles en stilængde på , eftersom 
længderne af mulige stier til de disse hjørner endnu ikke er kendte.  
 


 


Hjørne A B C D E  


 


Korteste sti til A 0     
Sidst besøgte hjørne      
Status M M M M M 


Trin 1.  
Her vælges det hjørne med status M, som har den korteste sti til starthjørnet. I første runde 
er dette hjørnet A, der har en stilængde på 0 til starthjørnet. For dette aktuelle hjørne A 
undersøges nu den korteste afstand fra startpunktet til de af hjørnets nabohjørner, som har 
status M. Hjørnet A har to nabohjørner med status M, nemlig B og D (markeret med blåt i 
Dijkstra-tabellen nedenfor). Den korteste sti fra starthjørnet A til B er 0 6 6+ = . Da dette er 
en kortere sti end B’s aktuelle sti på , opdateres B’s stilængde til 6. Tilsvarende 
bestemmes den korteste sti fra starthjørnet A til D, som er 0 1 1+ = , og D’s stilængde 
opdateres til 1. Vi registrerer samtidigt, at det sidst besøgte hjørne på stien til hhv. B og D 
er A. Så er vi færdige med at undersøge hjørne A, der nu får status P. 
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Hjørne A B C D E  


 


Korteste sti til A 0  6   1  
Sidst besøgte hjørne  A  A  
Status M  P M M M M 


 


 
Trin 2. 
Nu gentages trin 1, indtil sluthjørnet C har fået status P, hvorefter algoritmen stopper. Den 
korteste sti kan herefter aflæses i Dijkstra-tabellen. Bemærk, at alle hjørner ikke 
nødvendigvis har opnået status P, når algoritmen stopper. 
 
Detaljerne i trin 2 fremgår af de tre næste øvelser (øvelse 25, 26 og 27) samt af eksempel 
18, hvor det også fremgår, hvordan den korteste sti kan aflæses i Dijkstra-tabellen. 


 


 
Øvelse 25 Fortsættelse af eksempel 17. 


Tag udgangspunkt i Dijkstra-tabellen sidst i eksempel 17: 
    


Hjørne A B C D E  


 


Korteste sti til A 0 6  1  
Sidst besøgte hjørne  A  A  
Status P M M M M 


 
a) Begrund, at det aktuelle hjørne, som nu skal undersøges, er D. 


 
b) Begrund, at de to nabohjørner til D, som vi nu vil kigge nærmere på, er B og E. 
 
c) Bestem den korteste sti fra starthjørnet A til hvert af de to hjørner B og E.  


Husk at stien skal gå gennem D. 
 
d) Opdater rækken med ”korteste sti til A”, hvis du fandt kortere stier fra hjørnerne B og 


E til starthjørne A. 
 
e) Opdater rækken med ”sidst besøgte hjørne”, for hjørnerne B og E. (Vi fandt en kortere 


sti for både B og E til starthjørnet A, så derfor skal begge disse hjørner opdateres med 
D i rækken med ”sidst besøgte hjørne”).  
 


f) Opdater rækken med ”status”, så hjørne D får status P (dvs. at hjørne D er 
færdigbehandlet).  


 
g) Tjek at dine svar passer med nedenstående Dijkstra-tabel: 
 


Hjørne A B C D E  


 


Korteste sti til A 0 6 3  1  2 
Sidst besøgte hjørne  A  D  A D 
Status P M M M  P M 
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Øvelse 26 Fortsættelse af øvelse 25. 
Gentag trin 1 i Dijkstras algoritmen endnu engang på grafen fra eksempel 17.  
Tag udgangspunkt i den Dijkstra-tabel, som du fandt i øvelse 25:  
 


 


 
 


Hjørne A B C D E  


 


Korteste sti til A 0 3  1 2 
Sidst besøgte hjørne  D  A D 
Status P M M P M 


a) Hvilket hjørne med status M har den korteste sti til A? Dette hjørne skal nu 
undersøges. 
 


b) Betragt grafen til højre. Hvilke nabohjørner med status M har det aktuelle hjørne, som 
du fandt i a)?  
 


c) Bestem den korteste stilængde fra starthjørnet A til hvert af de to hjørner, som du fandt 
i b). Stierne skal begge gå gennem det hjørne, som du fandt i a). 
 


d) Opdater Dijkstra-tabellen, og tjek, at du får nedenstående tabel: 


Hjørne A B C D E  


 


Korteste sti til A 0 3   7 1 2 
Sidst besøgte hjørne  D E A D 
Status P M M P M  P 


 
Øvelse 27 Fortsættelse af øvelse 26. 


a) Gentag trin 1 i Dijkstras algoritme, og opdater Dijkstra-tabellen på ny. 
 
b) Begrund, hvorfor stilængden for C ikke skal opdateres. 
 
c) Tjek, at du når frem til følgende resultat: 


 


 
 


Hjørne A B C D E  


 


Korteste sti til A 0 3 7 1 2 
Sidst besøgte hjørne  D E A D 
Status P M  P M P P 
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Eksempel 18 
 


Fortsættelse af eksempel 17 (samt af øvelse 25, 26 og 27). 
Trin 1 i Dijkstras algoritme gentages en sidste gang. Det eneste hjørne tilbage med status 
M er C. Og eftersom hjørnet C ikke har nabohjørner med status M, er der ikke nogen stier, 
som vi kan opdatere. Sluthjørnet C får derfor status P, og algoritmen stopper.  
 


Hjørne A B C D E  


 


Korteste sti til A 0 3 7 1 2 
Sidst besøgte hjørne  D E A D 
Status P P M  P P P 


 


 
Resultatet opdateres i Dijkstra-tabellen, og det er nu muligt at aflæse den korteste sti fra 
starthjørnet A til sluthjørnet C. Faktisk kan vi aflæse den korteste sti fra A til ethvert 
hjørne, som har fået status P. I dette eksempel ender alle hjørner med status P, men det er 
ganske tilfældigt. Algoritmen slutter, når sluthjørnet opnår status P. 
 


 


Hjørne A B C D E  


 


Korteste sti til A 0 3 7 1 2 
Sidst besøgte hjørne  D E A D 
Status P P P P P 


Vi aflæser i Dijkstra-tabellen, at den korteste sti fra starthjørnet A til hjørnet C har en 
længde på 7. Rækkefølgen af hjørnerne i stien kan findes ved at læse Dijkstra-tabellen 
”baglæns”: Vi kom til hjørnet C fra E – til hjørnet E fra D – og til hjørnet D fra A.  
 
Vi kan nu konkludere:  
Den korteste sti fra A til C er A D E C , og stien har en længde på 7.     


 
Dijkstras algoritme til bestemmelse af den korteste sti fra et givet hjørne til grafens øvrige hjørner kan 
opsummeres på følgende måde: 
 
Trin 0. 


1. Tegn en Dijkstra-tabel, og tildel alle hjørner status M. 
2. Tildel starthjørnet stilængde 0 og øvrige hjørner stilængde .   


Trin 1. 
3. Vælg det hjørne blandt hjørner med status M, der har den hidtil mindste stilængde til starthjørnet (i 


første runde vælges starthjørnet). 
4. Bestem stilængderne fra starthjørnet via det valgte hjørne til dets nabohjørner med status M, og 


opdater stilængden i de tilfælde, hvor der kan opnås en kortere sti.  
5. Hvis stilængden opdateres, så angiv hvilket hjørne, der sidst er besøgt. 
6. Giv det valgte hjørne i punkt 3. status P, når det er blevet færdigbehandlet. 


Trin 2. 
7. Gentag punkterne under trin 1, indtil sluthjørnet opnår status P.  
8. Ved at læse Dijkstra-tabellen ”baglæns” kan den korteste sti fra starthjørnet til sluthjørnet 


bestemmes. 
 
Opgave 11 


 


På figuren til højre ses en vægtet graf.  
 
a) Opstil ved brug af Dijkstra algoritme en Dijkstra-tabel, som 


angiver længden af den korteste sti fra hjørnet A til hvert af 
de øvrige hjørner i grafen. 
 


b) Angiv rækkefølgen af punkter på den korteste sti fra hjørne 
A til hjørne G. 
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Opgave 12 


 


Grafen til højre angiver afstande (målt 
i km) mellem en række byer i Jylland.  
Man ønsker en oversigt over de 
korteste ruter fra Holsted til hver af de 
øvrige ni byer. 
 
a) Anvend Dijkstras algoritme til at 


udfylde Dijkstra-tabellen neden-
for, så alle byer opnår status P.  
 


 


 
  


Randbøldal Bække


Vandel Eskelund


Billund Vorbasse
Lindknud


Hejnsvig Hovborg Holsted


b) Anvend Dijkstras algoritme til at bestemme den korteste rute fra Holsted til Vandel.  
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Sidst besøgte by 
 
 
 


         


Status 
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Indstik til formelsamlingen 
 
 
Dijkstras algoritme til bestemmelse af den korteste sti fra et givet hjørne til grafens øvrige hjørner 
 
Trin 0. 


1. Tegn en Dijkstra-tabel, og tildel alle hjørner status M. 
2. Tildel starthjørnet stilængde 0 og øvrige hjørner stilængde .   


Trin 1. 
3. Vælg det hjørne blandt hjørner med status M, der har den hidtil mindste stilængde til starthjørnet (i 


første runde vælges starthjørnet). 
4. Bestem stilængderne fra starthjørnet via det valgte hjørne til dets nabohjørner med status M, og 


opdater stilængden i de tilfælde, hvor der kan opnås en kortere sti.  
5. Hvis stilængden opdateres, så angiv hvilket hjørne, der sidst er besøgt. 
6. Giv det valgte hjørne i punkt 3. status P, når det er blevet færdigbehandlet. 


Trin 2. 
7. Gentag punkterne under trin 1, indtil sluthjørnet opnår status P.  
8. Ved at læse Dijkstra-tabellen ”baglæns” kan den korteste sti fra starthjørnet til sluthjørnet 


bestemmes. 
 
Dijkstra-tabel med n hjørner og starthjørne Hi 


 


 


 


 


 


 


 


 
 
 


 
 
 


Hjørne H1 H2 H3 … Hn-1 Hn 
Korteste sti til Hi       
Sidst besøgte hjørne       
Status       


 
Prims algoritme til bestemmelse af det minimale udspændende træ 
 


1. Vælg et hjørne i grafen. 
2. Vælg den billigste kant, der ligger ved hjørnet, og tilføj kanten og hjørnet, som kanten fører hen til. 
3. Vælg igen den billigste kant, der ligger ved ét at de valgte hjørner, og tilføj kanten og det hjørne, 


som kanten førte hen til. 
4. Gentag proceduren i 3. under forudsætning af, at du ikke laver en kreds i den valgte delgraf. 
5. Slut proceduren, når du har alle hjørner med. 
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Forberedelsesmateriale til stx-A MATEMATIK 
Der skal afsættes 6 timer af holdets sædvanlige uddannelsestid til, at eleverne kan arbejde med 
forberedelsesmaterialet forud for den skriftlige prøve. 
Ved den skriftlige prøve kan indhold og metoder fra forberedelsesmaterialet indgå i opgaver i begge 
delprøver. 


Oplægget indeholder teori, eksempler og øvelser i tilknytning til et emne, der ligger umiddelbart i 
forlængelse af emnerne i kernestoffet. I dette forberedelsesmateriale er emnet ”Differensligninger”. 


Alle hjælpemidler er tilladt, og det er tilladt at modtage vejledning under arbejdet med dette 
forberedelsesmateriale. 


Resultaterne af arbejdet med dette forberedelsesmateriale bør medbringes til delprøve 2 af den skriftlige 
prøve. 
 
Det foreliggende materiale er gældende for eksamen maj-juni 2020, august 2020 og december 2020.  
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Indledning 
 
I forberedelsesmaterialet er der både øvelser og opgaver. Øvelserne er tænkt som hjælp til forståelse af 
teorien, herunder beviser for nogle af sætningerne. Opgaverne er tænkt som forberedelse til de opgaver, der 
kommer til den skriftlige eksamen.  
 
I forberedelsesmaterialet anvendes seks typer af farvede bokse. Se farvekoderne her:  
 
Definition  


 
Eksempel  


 
Sætning  


 
Øvelse Øvelserne er tænkt som hjælp til forståelse af teorien, herunder også beviser for nogle af 


sætningerne. 
 
Opgave 


 


Opgaverne er tænkt som forberedelse på de opgaver, der kan komme til den skriftlige 
eksamen. Opgaverne markeret med et tastatur kan kun forekomme i delprøve 2. 


 
Opgave 


 


Opgaverne markeret med hånd og blyant kan forekomme i begge delprøver. 
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Differensligninger 
 
Differensligninger optræder ofte naturligt i modellering af fænomener med diskrete værdier og variable. Det 
kan for eksempel være i økonomi eller modellering af udviklingen i antallet af individer i populationer af dyr 
under visse betingelser. Et eksempel herpå kunne være insekter, der udklækkes næsten samtidig, parrer sig, 
lægger æg og dør. Æggene er en fast tid om at udklække, hvorefter fænomenet gentager sig.  
Vi illustrerer dette med nedenstående eksempler. Desuden vil vi omtale anvendelse af differensligninger i 
forbindelse med bestemmelse af nulpunkter for en funktion (se Newton-Raphsons metode side 20). 
 
I dette materiale vil vi betragte talfølger dvs. en ordnet række af reelle tal  Afhængig af 
konteksten vil vi benytte forskellige betegnelser for tallene i talfølgen. Ved en differensligning vil vi forstå 
en ligning, hvor  kan udtrykkes ved de foregående elementer i talfølgen 0 ,..., .ny y Dette vil blive uddybet 
i nedenstående eksempler, øvelser og opgaver.   
 


Førsteordens lineære differensligninger 
 
Eksempel 1 Udviklingen i beløbet på en konto kan beskrives ved differensligningen 


 


 
hvor  betegner beløbet på kontoen (målt i kr.) efter n terminer. 
Vi lægger mærke til, at beløbet udregnes på baggrund af beløbet .  Dette kaldes en 
differensligning. I differensligningen indgår tallet 0,05, som svarer til, at der bliver lagt 5% 
til beløbet på kontoen efter hver termin. 
Hvis startbeløbet på kontoen er 10000  kr. dvs.  så kan differensligningen 
anvendes til trin for trin at udregne beløbet på kontoen de efterfølgende terminer: 
 


n 
0 
1 
2 
3 
4 


 
Udviklingen i beløbet på kontoen kan også beskrives ved et punktplot.  
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Beløb (kr)


Termin


5000


2


15000


Termin Beløb
0 10000
1 10500
2 11025
3 11576,25
4 12155,06
5 12762,82
6 13400,96
7 14071
8 14774,55
9 15513,28


10 16288,95
11 17103,39
12 17958,56
13 18856,49


 
 


Tabellen og punktplottet illustrerer tydeligt, at differensligningen giver en diskret 
sammenhæng mellem antal terminer og beløbet på kontoen. Dermed er der også kun 
diskrete (bestemte) værdier k, hvor ligningen  har en løsning.  
En ulighed på formen kan nemmest løses ved at opstille en tabel eller tegne 
punktplottet som ovenfor, og derefter ved inspektion i tabellen eller punktplottet bestemme 
den mindste værdi for n, så uligheden er opfyldt.  
Som eksempel kan man bestemme tidspunktet, hvor beløbet på kontoen overstiger 15000 
kr. ved at løse uligheden  Denne kan løses på følgende måde: 
 


Beløb (kr)


Termin


5000


2


15000


Termin Beløb
0 10000
1 10500
2 11025
3 11576,25
4 12155,06
5 12762,82
6 13400,96
7 14071
8 14774,55
9 15513,28


10 16288,95
11 17103,39
12 17958,56
13 18856,49


 
 


Da udviklingen i beløbet på kontoen er voksende, så er løsningen til uligheden  Det 
vil sige at beløbet på kontoen overstiger 15000 kr. den 9 termin.


 
 
Definition 1 Hvis  er en følge af tal, så er en differensligning en ligning, hvor  er 


udtrykt ved de foregående elementer i talfølgen . 
 
Ved en løsning til differensligningen forstås en talfølge  der opfylder 
differensligningen. 
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Opgave 1 
 


 


Udviklingen i beløbet på en konto kan i en model beskrives ved differensligningen 
 


 
hvor ny  betegner beløbet på kontoen (målt i kr.), og n betegner antallet af terminer. 
 
a)  Bestem  når   


 
b)  Forklar betydningen af tallet 0,04 i differensligningen. 


 
c)  Tegn et punktplot for udviklingen i , når   


 
d)  Benyt modellen til at bestemme, hvor mange terminer der går, før beløbet på kontoen 


overstiger 5000 kr. 
 
 
Øvelse 1 Generalisér differensligningen , så der i stedet for 5% bliver lagt en 


positiv procentsats p til efter hver termin.
 
 
Eksempel 2 Med udgangspunkt i differensligningen  kan vi udvide situationen til 


at betragte udviklingen i beløbet på en konto med fast rente, hvor der desuden indbetales et 
fast beløb hver termin umiddelbart efter rentetilskrivningen. Hvis vi eksempelvis 
indbetaler 2000 kr. efter hver termin, så kan differensligningen formuleres som 
 
  
 
Dette kaldes også en differensligning for en annuitetsopsparing.


 
 
Opgave 2 


 


Udviklingen i beløbet på en bankkonto kan beskrives ved differensligningen 
 
 
 
hvor  betegner beløbet på kontoen (målt i kr.) til tidspunktet n (målt i år). 
 
a) Bestem den årlige rente i procent, og angiv det faste beløb, der indbetales hvert år. 
 
Der indsættes et startbeløb på 10000 kr. på bankkontoen. 
 
b) Bestem .  


 
 
Differensligninger optræder også, når man skal modellere udviklingen i populationer af dyr. 
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Eksempel 3 En population af dyr i et bestemt område har en fødselsrate på 5% og en dødsrate på 3% 
pr. år. Desuden skydes der hvert år 1000 individer i populationen.  
I en model kan udviklingen i antallet af individer i populationen beskrives ved 
differensligningen 
 
 
 
hvor  betegner antallet af individer i populationen til tidspunktet n (målt i år).  


 
 
Øvelse 2 Eftervis, at differensligningen i eksempel 3 beskriver udviklingen i antallet af individer i 


populationen. 
 
 
Øvelse 3 Vis, at differensligningen i eksempel 3 kan skrives på formen 


 
 


 
 
Definition 2 En differensligning på formen 


 
 
 
kaldes en lineær differensligning af første orden med konstante koefficienter a og b.


 
Her refererer første orden til, at  kun afhænger af det foregående element  i talfølgen. 
 
Opgave 3 


 


En differensligning er givet ved 
 
 
 
Det oplyses, at   
 
a) Bestem  og .   


 
 
Differensligningerne i eksempel 2 og eksempel 3 er begge eksempler på lineære differensligninger af første 
orden. En løsning til en sådan differensligning kan skrives på lukket form, det vil sige, at  kan beregnes 
uden kendskab til de foregående led  i talfølgen.  
 
Sætning 1 Hvis  og  så kan løsningen til den lineære differensligning  


 
 
 
 skrives på den lukkede form 
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Bevis: Vi antager, at 0y  er kendt, og regner trin for trin videre ud fra differensligningen 
 
 
 


 


 


           
           
           


 


 
hvor 
 
Vi multiplicerer S med a: 
 
 
  
De to udtryk a S⋅ og S trækkes nu fra hinanden 
 
 
 
Vi kan nu omskrive venstresiden og reducere højresiden, så vi får en ny og simplere ligning: 
 


 


 


 


 


 
Sætningen er hermed bevist. 
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Opgave 4 


 


En differensligning er givet ved 
 
 
 
Det oplyses, at   
 
a) Bestem  og .   
 
b) Opskriv løsningen til differensligningen på lukket form. 
 
c) Benyt den lukkede form til at beregne .   


 
 
Opgave 5 
 


 


I en model kan udviklingen i antallet af individer i en bestemt population af dyr beskrives 
ved differensligningen 
 
 
  
hvor ny  betegner antallet af individer i populationen efter n år. Det oplyses, at der er 50 
individer i populationen til tidspunktet  
 
a) Benyt modellen til at bestemme antallet af individer i populationen efter 3 år. 
 
b) Opskriv en løsning til differensligningen på lukket form. 
 
c) Benyt modellen til at bestemme, hvor mange år der går, før antallet af individer i 


populationen overstiger 1000 dyr. 
 
 


Diskret logistisk vækst 
 
Vi vil nu give et eksempel på en ikke lineær førsteordens differensligning. Vi minder om, at udviklingen i 
antallet af individer i en population af dyr ofte kan beskrives ved en funktion f, der er løsning til den 
logistiske differentialligning 
 


 


 
hvor  betegner antallet af individer i populationen til tidspunktet t. Løsningen til denne ligning er  
 


 


 
Hvis antallet af individer i populationen starter under bæreevnen M, så vil antallet af individer nærme sig 
asymptotisk til linjen .  
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M


f


(1)


(2)


 
 


Nogle gange kan man godt forstille sig, at antallet af individer i en population på et tidspunkt kommer over 
bæreevnen M. Vi vil i det følgende se på en diskret model, der kan illustrere dette fænomen. Udviklingen i 
antallet af individer kan beskrives ved en differensligning på formen 
 
 
 
hvor  betegner antallet af individer i populationen til tidspunktet n. Her kan n for eksempel betegne antal 
år, måneder, uger, døgn eller lignende. 
 
Eksempel 4 Vi betragter nu en differensligning på formen  


 
 
 
hvor  betegner antallet af individer i en population til tidspunktet n. 
 
På figuren nedenfor ses et punktplot af udviklingen i  med  sammen med grafen 
for løsningen til den tilhørende differentialligning  med
 


(2)


(1)
 


 
I dette tilfælde bemærker vi, at de to modeller stemmer nogenlunde overens. Dette 
skyldes, at antallet af individer i populationen udvikler sig langsomt. Det vil senere vise 
sig, at dette ikke altid er tilfældet.
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Opgave 6 
 


 


I en diskret model kan udviklingen i antallet af individer i en population beskrives ved en 
løsning til differensligningen 
 
 
 
hvor  betegner antallet af individer i populationen til tidspunktet n (målt i måneder). 
 
Det oplyses, at der er 50 individer i populationen til tidspunktet 0.n=   
 
a) Benyt modellen til at tegne et punktplot over udviklingen i antallet af individer i 


populationen de første 20 måneder. 
 
I en kontinuert model kan udviklingen i antallet af individer i den samme population 
beskrives ved 
 


 


 
hvor  betegner antallet af individer i populationen til tidspunktet t (målt i måneder). 
 
b) Gør rede for, at  og   
 
c) Bestem afvigelsen mellem de to modellers forudsigelse af antallet af individer i 


populationen efter 10 måneder.
 
 
Eksempel 5 Vi betragter en differensligning på formen  


 
 
 
hvor  betegner antallet af individer i en population til tidspunktet n. 
 
Hvis vi vælger startværdien  kan vi tegne følgende punktplot af udviklingen i  
sammen med grafen for løsningen til differentialligningen  hvor 


 
 


 


2


200


(2)


(1)


I dette tilfælde bemærker vi, at de to modeller adskiller sig fra hinanden, samt at løsningen 
til differensligningen svinger omkring bæreevnen på 200.
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Øvelse 4 Tegn et punktplot over løsningen til differensligningen 
 
 
 
når  Kommentér løsningen.  


 
 
Opgave 7 
 


 


I en diskret model kan udviklingen i antallet af individer i en population beskrives ved en 
løsning til differensligningen 
 
 
 
hvor  betegner antallet af individer i populationen til tidspunktet n (målt i måneder). 
 
Det oplyses, at der er 75 individer i populationen til tidspunktet   
 
a) Benyt modellen til at bestemme antallet af individer i populationen til tidspunktet 


 
 
I en kontinuert model kan udviklingen i antallet af individer i den samme population 
beskrives ved en funktion f, der er løsning til differentialligningen 
 


 


 
hvor  betegner antallet af individer i populationen til tidspunktet t (målt i måneder). 
 
b) Bestem en forskrift for f. 
 
c) Tegn de to modeller i samme koordinatsystem for de første 20 måneder. 
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Cobwebdiagrammer for førsteordens differensligninger 
 
Vi vil nu se på en anden måde, hvorpå man kan visualisere løsningen til en differensligning af første orden. 
Vi betragter differensligningen på formen  
 
  
 
hvor g er en kontinuert funktion.   
 
Vi starter med at tegne grafen for g samt linjen l med ligningen  i samme koordinatsystem, hvor vi 
har  ud ad førsteaksen og  op ad andenaksen. Dette diagram kaldes et cobwebdiagram. Herefter 
afsættes  på førsteaksen. Aflæs nu  på grafen for g og gå vandret hen til linjen l. Gå dernæst 
lodret op/ned indtil grafen for g mødes. Her aflæses  Fortsæt på denne måde for at bestemme 


 
Vi illustrerer metoden med et eksempel, hvor g er et andengradspolynomie: 
 


Cobwebdiagram Cobwebdiagram med begyndelsesværdi  
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Øvelse 5 På figuren ses et cobwebdiagram for en differensligning 
 


 
 


a) Start med , og benyt cobwebdiagrammet til at bestemme  og .   
 
b) Fortsæt med at bestemme  efter samme metode. 
 
c) Kan man sige noget om ,  når n bliver stor? 


 
Opgave 8 


 


På figuren ses et cobwebdiagram for differensligningen  
 
 
   


 
 


Det oplyses, at   
 
a) Benyt cobwebdiagrammet til at bestemme  og .   
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I ovenstående øvelse og opgave er forskriften for funktionen g ikke angivet. Hvis vi kender forskriften for g, 
så kan vi tegne cobwebdiagrammet. 
 
Eksempel 6 Vi betragter nu differensligningen 


 


 


 


Denne er på formen  hvor   


Grafen for g er en parabel, der har toppunkt i (4,8)  og skærer førsteaksen i punkterne 
(0,0)  og (8,0).  Nedenfor ses cobwebdiagrammet for denne differensligning. 
 


 
 
 
Definition 3 Ved et fikspunkt for en differensligning af første orden skrevet på formen 


forstås en værdi ,  der opfylder, at    


 
 
Eksempel 7 Fikspunkterne for differensligningen i eksempel 6 bestemmes ved at løse ligningen  


 


 


 
som har løsningerne  og   
 
Bemærk, at de to løsninger er førstekoordinaterne til skæringspunkterne mellem grafen for 
g og linjen med ligningen i cobwebdiagrammet. 
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Opgave 9 


 


En differensligning er bestemt ved  
 
 
 
a) Tegn et cobwebdiagram for differensligningen. 
 
b) Bestem de to fikspunkter for differensligningen grafisk og ved beregning. 


 
 
 


Eksempel 8 Vi betragter differensligningen 
Vi bestemmer de to fikspunkter  og  til denne differensligning ved løse 
ligningen 
Vi ser altså, at hvis  så vil  for alle n. Og hvis  så vil 


 for alle n.     
Sætter vi vores startpunkt til  så finder vi, at  
Vi ser, at  for   


 
 
Definition 4 Et fikspunkt  for en førsteordens differensligning på formen  


kaldes  
- stabilt (eller tiltrækkende), hvis  nærmer sig ,  når  starter ”tæt” på .   
- ustabilt (eller frastødende), hvis  fjerner sig fra ,  når  starter  ”tæt” på .    


 
 
Sætning 2 Hvis g er en differentiabel funktion, og  er et fikspunkt for differensligningen på formen 


, så gælder følgende: 


     - Hvis  så er  et stabilt fikspunkt. 
     - Hvis  så er  et ustabilt fikspunkt. 


 
Hvis  så kan vi ikke på baggrund af  sige noget præcist om opførslen af den talfølge, der er 
løsning til differensligningen.  
Beviset for sætning 2 benytter middelværdisætningen fra differentialregningen. Gennemførelse af beviset 
ligger uden for målet med dette materiale. 
 
Opgave 10 


 


En differensligning er bestemt ved  
 
 
 
a) Tegn et cobwebdiagram for differensligningen. 
 
b) Bestem de to fikspunkter for differensligningen. 
 
c) Undersøg for hvert af fikspunkterne, om det er stabilt eller ustabilt. 
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Øvelse 6 I forbindelse med modelleringen af antallet af individer i en population af dyr med ikke 
overlappende generationer (for eksempel døgnfluer), kan man benytte Pielou’s logistiske 
differensligning 
 


 


 


a) Vis, at  er et stabilt fikspunkt for differensligningen. 


 
 
Opgave 11 
 


 


I en model kan udviklingen i antallet af individer i en population af dyr beskrives ved 
differensligningen  
 


 


 
hvor  betegner antallet af individer i populationen (målt i tusinde) efter n måneder. 
Det oplyses, at der er 100 tusinde dyr i populationen til tidspunktet 0.n=   
 
a) Benyt modellen til at bestemme antallet af individer i populationen efter 5 måneder. 
 
b) Gør rede for, at  er et stabilt fikspunkt for modellen. 


 


Andenordens homogene lineære differensligninger 
 
I de tidligere afsnit har vi set på differensligninger, hvor  alene har været bestemt ud fra .  Vi vil nu se 
nærmere på en anden type af differensligninger, hvor afhænger af de to foregående elementer i 
talfølgen, nemlig  og .  Denne type af differensligninger kaldes andenordens differensligninger. 
 
Eksempel 9 
 


Vi kan definere en følge af tal ud fra en andenordens differensligning ved 
 
 
 
Hvis vi vælger  og  får vi  
 


n 2 3 4 5 6 7 8 9 


ny  1+1=2 1+2=3 2+3=5 3+5=8 5+8=13 8+13=21 13+21=34 21+34=55
  
Denne talfølge kaldes Fibonaccitallene.


 
Vi lægger mærke til, at vi skal vælge to startværdier til forskel fra førsteordens differensligninger, hvor vi 
kun skal vælge én startværdi. 
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Opgave 12 
 


 


En andenordens differensligning er givet ved 
 
a) Bestem  og , når vi vælger  og . 
 
b) Tegn et punktplot for differensligningen. 


 
Andenordens differensligningen i opgave 12 kaldes for en Lukasfølge.  
 
Vi kan prøve at bestemme et lukket udtryk, der kan give os værdien af  i den talfølge, der er løsning til en 
andenordens differensligning. 
 
Eksempel 10 
 


Vi betragter igen den andenordens differensligning, som giver Fibonaccitalfølgen.  
 


 


 
Bemærk, at vi her udtrykker  ved  og   
I et forsøg på at bestemme et lukket udtryk for , så kan vi prøve med forskellige typer af 
udtryk. Vi prøver med et potensudtryk på formen , hvor 0, og får 
 


 


 
Vi har nu fået omformuleret vores andenordens differensligning til et produkt af en potens 
og et andengradsudtryk i m. Da  kan vi ved hjælp af nulreglen slutte, at 


 Diskriminanten er . Vi får da to løsninger  
 


  og 


 
Man kan vise (men det gør vi ikke), at en løsning til andenordens differensligningen kan 
skrives ved hjælp af de to løsninger  og  på den lukkede form: 
 


 


 
hvor  og  er konstanter.  
Vi kan bestemme disse to konstanter  og  ud fra vores startværdier  og . 
Vi får dermed to ligninger med to ubekendte: 
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Løsningen til dette ligningssystem er  og 


 
Dvs. at et udtryk på lukket form for det n’te element i Fibonaccifølgen er givet ved 
 


 


 
 
 
Øvelse 7 Benyt metoden i eksempel 10 til at bestemme en løsning på lukket form til andenordens 


differensligningen  
 
 
 
når vi vælger  og . 


 
 
Definition 5 Differensligningen 


 
 
 
kaldes den generelle homogene lineære andenordens differensligning med konstante 
koefficienter  og .   
 
Polynomiet  kaldes det karakteristiske polynomium hørende til den 
homogene andenordens differensligning.


 
 


Sætning 3 Hvis  og  er reelle tal, hvor  og det karakteristiske polynomium hørende til den 
generelle homogene andenordens differensligning 
 
 
 
har en ikke-negativ diskriminant D, så kan løsningen til denne differensligning skrives på 
lukket form på følgende måde 


 
hvor  og  er konstanter, og  har rødderne  samt . 


 
Bemærk, at hvis så er .   I tilfældet  findes også en løsning på lukket form til den 
homogene andenordens differensligning i definition 5. Men at opskrive denne løsning er mere kompliceret. 
Dette ligger uden for målet med dette forberedelsesmateriale. Beviset for sætning 3 udelades.  
Bemærk, at konstanterne  og  kan bestemmes ud fra  og  ved at løse to ligninger med to 
ubekendte som i eksempel 10 side 18.  
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Opgave 13 


 


En andenordens differensligning er bestemt ved 
 
 
 
Det oplyses, at  og   
 
a) Opskriv løsningen til differensligningen på lukket form.


 
 
Opgave 14 
 


 


I en makroøkonomisk model kan udviklingen i det totale forbrug i et samfund beskrives 
ved en løsning til differensligningen 
 


 
hvor  betegner samfundets totale forbrug (målt i mia. kr.) til tidspunktet n (målt i år). 
Det oplyses, at samfundets totale forbrug er 100 mia. kr. til tidspunktet  og 
samfundets totale forbrug er 105 mia. kr. til tidspunktet  
 
a)  Benyt modellen til at bestemme samfundets totale forbrug til tidspunktet  
 
b)  Benyt modellen til at bestemme det tidspunkt, hvor samfundets totale forbrug 


overstiger 500 mia. kr. 
 
Kilde: Økonom P.A. Samuelson. 


 
 
Opgave 15 
 


 


I en model kan udviklingen i antallet af røde blodlegemer i blodbanen hos en bestemt 
bloddonor beskrives ved løsningen til differensligningen 
 


 
hvor  betegner antallet af røde blodlegemer (målt i mia.) til tidspunkt n (målt i døgn 
efter at der er doneret blod). 
Til tidspunktet  er antallet af røde blodlegemer i kroppen 25000 mia., og til 
tidspunktet  er antallet af røde blodlegemer i kroppen 26000 mia. 
 
a)  Benyt modellen til at bestemme antallet af røde blodlegemer i blodbanen hos 


bloddonoren til tidspunktet   
 
b)   Benyt differensligningens løsning på lukket form til at argumentere for, hvordan 


antallet af røde blodlegemer i kroppen udvikler sig.
 


Newton-Raphsons metode 
 
Endnu et eksempel på en anvendelse af differensligninger møder vi i Newton-Raphsons metode til 
bestemmelse af nulpunkter for en differentiabel funktion f. Metoden er forbløffende hurtig til at finde en god 
tilnærmet værdi af et nulpunkt. 
Ideen i metoden er at starte med et gæt på et nulpunkt ,  hvorefter tangenten til grafen for f i punktet 


 følges indtil den rammer førsteaksen. Dette punkt er det næste gæt på nulpunktet for f. Herefter 
gentages ovenstående.  
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x0x1x2x3


f


(1)
 


 
Vi illustrer metoden ud fra den differentiable funktion  Vi ønsker at bestemme en af 
løsningerne til .  Vi starter med at gætte på . En ligning for tangenten til grafen for f i 
punktet  bestemmes til  Denne skærer førsteaksen i  hvilket er 
vores næste gæt. En ligning for tangenten til grafen for f i punktet  bestemmes til 


 Denne skærer førsteaksen i  hvilket er vores 
næste gæt. Fortsætter vi på denne måde fås: 
 


x0 x1 x2 x3 x4 x5 


2 1,59375 1,38058 1,32046 1,31610 1,31607 


 
Løser vi ligningen  fås  Vi ser altså, at allerede det 5’te gæt 
rammer den rigtige værdi med 6 betydende cifre. Dette er meget typisk for metoden. 
 


Øvelse 8 Gennemfør selv overstående metode for  med startgæt   


 
 
Sætning 4 Newton-Raphsons metode til bestemmelse af et nulpunkt for en differentiabel funktion f 


kan beskrives ved differensligningen 
 


 


 


Bemærk, at ovenstående differensligning er på formen  hvor   


 
 
Øvelse 9 Bevis sætning 4.  


Vink: benyt, at en ligning for tangenten til grafen for f i punktet  er givet ved 
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Opgave 16 
 


 


En funktion f er bestemt ved 
 
 
 
a) Opskriv de første 3 elementer i talfølgen, der er løsning til differensligningen hørende 


til Newton-Raphsons metode, når   
 
b) Tegn grafen for f, og benyt denne til lave et startgæt for bestemmelse af det andet 


nulpunkt.  
 
 
 
Opgave 17 
 


 


En funktion f er bestemt ved 
 


 
a) Tegn grafen for f, og benyt denne til at bestemme et startgæt  for Newton-Raphsons 


algoritme til bestemmelse af nulpunktet for f. 
 
b) Bestem de første fire elementer i løsningen til differensligningen hørende til Newton- 


Raphsons metode med startgættet .  
 
c) Løs ligningen  med et matematisk værktøjsprogram, og sammenlign 


resultatet med det 4. element i løsningen til differensligningen hørende til Newton- 
Raphsons metode med startgæt .   


 
 
 
Opgave 18 
 


 


En funktion f er bestemt ved 
 


 
 
Ligningen  har én positiv løsning. 
 
a) Benyt Newton-Raphsons metode med startgæt  til at bestemme den positive 


løsning til ligningen  med 4 betydende cifre.  


 
 
 
Øvelse 10 Tegn en skitse af en graf for en differentiabel funktion med et startgæt ,  hvor det søgte 


nulpunkt ikke findes ved hjælp af Newton-Raphsons algoritme.
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Opgave 19 


 


1


1


(2)


(1)
x0


f


P
 


 
På figuren ses grafen for en differentiabel funktion f, der har et nulpunkt P. En talfølge   
er løsning til differensligningen hørende til Newton-Raphsons metode og har startværdi 


  
 
a) Bestem  og  i talfølgen, der starter i  ved at indtegne tangenter til grafen 


for f.  
 
 
Eksempel 11 Et eksempel på en anvendelse af Newton-Raphsons metode er udregningen af en tilnærmet 


værdi af kvadratroden af et positivt tal a ved hjælp af simple regneregler. Vi udnytter her, 
at  er den positive rod til polynomiet  Opskriver vi differensligningen 
hørende til Newton-Raphsons metode for denne funktion fås  
 


  


 
Ønsker vi for eksempel at bestemme  ved hjælp af metoden, så gætter vi for eksempel 
på  og bestemmer de første elementer i talfølgen ved hjælp af et regneark (eller en 
simpel lommeregner). Bemærk, at allerede  har de første 6 cifre fælles med 


  
 


Side 23 af 27 







Forberedelsesmateriale til stx-matematik A-niveau 2020 Differensligninger 


Indstiksark til formelsamlingen 
 
Differensligning af første orden (F1) 


Lineær differensligning af første orden 
med konstante koefficienter 


(F2) 
 


 
Løsning på lukket form 


 
(F3) 


Cobwebdiagram (F4) 


Cobwebdiagram Cobwebdiagram med begyndelsesværdi y0  


Fikspunkt  for differensligning af 
første orden  


(F5) 
 
(F6)  stabilt (tiltrækkende) 


 ustabilt (frastødende) 


Homogen lineær differensligning af 
anden orden med karakteristisk 
polynomium P 


(F7) 
 


(F8) 
  


 
, diskriminant D, rødder  og 


(F9) 


 


Newton-Raphsons differensligning til 
bestemmelse af nulpunkter (F10)  
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Bilag 1: Løsning af differensligninger i Maple 2019 
Udgangspunktet er en førsteordens differensligning  med startværdien 


  
 
I Maple 2019 defineres differensligningen som en procedure y. 
 


 
 
Læg mærke til at  bestemmes ud fra værdien til  i Maple 2019 syntaksen. 
Ud fra denne proceduredefinition af y og startværdien kan efterfølgende værdier bestemmes. 
 


 
 
En talfølge af værdier for  kan bestemmes med seq kommandoen. 


 
Et punktplot af udviklingen i kan tegnes med plot kommandoen 
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Bilag 2: Løsning af differensligninger i Geogebra 5 
Udgangspunktet er en førsteordens differensligning  med startværdien 


  
 
I Geogebra 5 vælges en visning med Algebra, Tegneblok og Regnearkvinduerne. 
 
 


 
 
 


  


I regnearket oprettes en 
søjle A for n. I søjle B 
indtastes startværdien i B2, 
og i den næste celle B3 
indtastes værdien bestemt 
som


De resterende værdier i 
søjle B udregnes ved at 
bruge regnearksfaciliteten 
med at trække den 
markerede celle ned. 
 


Ud fra de to søjler kan et punktplot tegnes ved 
at markere værdierne i de to søjler, og 
højreklikke. Derefter skal menuerne ”Lav” -> 
”Liste af punkter” vælges. 


 
I tegneblokken skal andenaksen justeres, så alle punkter bliver vist. 
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Bilag 3: Løsning af differensligninger i TI-Nspire 
Udgangspunktet er en førsteordens differensligning  med startværdien 


 
Start med at åbne værktøjet lister og regneark sammen med et vindue med værktøjet grafer. 


 
 
I regnearket oprettes en søjle A for n. I søjle B indtastes startværdien i B1, og i den næste celle B2 indtastes 
værdien bestemt som . De resterende værdier i søjle B udregnes ved at bruge regnearksfaciliteten 
med at trække den markerede celle ned. 
Der laves nu et punktplot i vinduet med grafer, hvor der ”zoomes” ind på data. 
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Indstiksark til formelsamlingen 
 
 
Den generelle andengradsligning i to variable 
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Ligning på normalform for cirkel med centrum (0,0)C  


og radius r 
F(2) 
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Areal A af ellipse med halvakser a og b F(3) 


Ligning på normalform for ellipse med centrum 
(0,0),C  den halve storakse a og den halve lilleakse b F(4) 


Koordinatsæt til brændpunkter for ellipse med centrum 
(0,0),C  den halve storakse a og den halve lilleakse b F(5)  og 


Ligning for tangenten i punktet til ellipsen 


med centrum (0,0),C  den halve storakse a og den halve 


lilleakse b  
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Ligning på normalform for parabel med ledelinje 
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Koordinatsæt til brændpunkt for parabel med ledelinje 
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Parabel 


 


  


Ligning på normalform for parabel med ledelinje 
F(9) 


Koordinatsæt til brændpunkt for parabel med ledelinje 
F(10) 


Ligning for tangenten til parablen med ligningen 


i punktet 
F(11) 
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