10. Vektorer og trigonometri

10.1 Polzere koordinater og
retningsvinkel

1 Introduktion

Ligesom en kompasnal viser en retning ved at dreje rundt i en cirkel, kan vi
tale om en vektors retning i en cirkel.

Vi starter med at se pa stedvektorer med lzengden 1.

2 Definition
Ya En cirkel med centrum i origo O(0,0) og radius 1 kaldes en enhedscirkel.

P Vektoren é=0P er tegnet fra centrum til periferien i enhedscirklen, sa dens

_ leengdeer 1.

oY En vektor med lzengden 1 kaldes en enhedsvektor.

Vinklen v, der dannes mellem forsteaksen og vektoren OP, kaldes vektorens
retningsvinkel. Som vi vender tilbage til, regnes vinkler som positive mod
- urets retning og negative med.

Punktet P kaldes et retningspunkt for vinklen v.

Koordinaterne til punktet P og til vektoren OP vil aendre sig, nar vinklen v aendres. Vi vil
nu indfare funktioner, som beregner x- og y-koordinaterne som funktion af vinklen v.

3 Definition
De to funktioner cos(v) og sin(v) defineres som koordinaterne til vinklens retnings-
punkt: P(cos(v), sin(v)).

Da vektor OP er stedvektor til retningspunktet P for vinklen v, har enhedsvektoren OP

samme koordinater som P:
5p [ costv)
(sin(v))

ol Aeor 4 Eksempel

Koordinaterne til retningspunktet for en vinkel pa 60° er: P(cos(60),sin(60)).
Angivet med 2 decimaler: P(0,50;0,87).

- =5 . — [0,50
Stedvektoren € =0P har samme koordinater som punktet P: &= OP=(0 87)

5 Eksempel
De to vektorer 7=(;) og ]:(?) har ogsd leengden 1.

De kaldes koordinatsystemets basisvektorer.
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6 Polzere koordinater

Alle vektorer kan beskrives ud fra deres leengde og deres retningsvinkel.

En vektor @ danner vinklen v med forsteaksen. Hvis d har lengden |a |, skal vi blot
gange enhedsvektorens koordinater med denne laengde for at fa koordinaterne til a.

De polare koordinater til vektor a er dermed: 5=(

7 Eksempel

De polaere koordinater til en vektor @ med en retningsvinklen pa 59°,

og som har lengden 3, er: a =

8 Eksempel

En vektor er givet ved a = (_j).Vi vil beregne dens retningsvinkel.

Vi udregner forst leengden af a = /(-3)°+4% =5

)

Vi kan beregne retningsvinklen ud fra x-koordinatligningen: 5cos(v) = -3.

] - (ld|costv)
Vivednu,at a=|,_
|| sin(v)

Ferst divideres med 5 pa begge sider af lighedstegnet. Vi har da cos(v) = —% .
Vi kan beregne dette tal i CAS med den indbyggede funktion cos™ .
Vifinder, at v= cos“(—% ) =126,87°.

9 @velse

a. Beregn koordinaterne til retningspunkterne P, og
angiv facit med 2 decimaler.

10 @velse

a. Beregn koordinaterne til enhedsvektoren e,; med retningsvinklen 45°, angiv facit

med 2 decimaler.

11 @velse

a. Opskriv de polaere koordinater til den vektor a, der har retningsvinklen 50° og

leengden 4.

b. Beregn de almindelige koordinater til a.

12 @velse

- 6
En vektor er givet ved a = (8)‘

a. Beregn laengden af vektor a.

|l cos(v)
|a@]sin(v)

P .. forvinklerne 30°

135

b. Beregn retningsvinklen til a, angiv facit med 1 decimal.

)

G= (|6[ cos(v))
“\ld|sin(v)
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v 130°
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10.2 Vinkler mellem to vektorer

13 Eksempel
Flyenes varme udstedningsgasser danner /
iskrystaller, som haenger i luften og viser

flyenes flyvevinkel i forhold til hinanden. T

| dette afsnit skal vi se pé vinklen mellemto " \b‘

vektorer. Tenkemaden minder en del om de
spor, som flyene traekker efter sig pa himlen.

Vi starter med at preecisere, hvordan vi skal forsta vinklen mellem to vektorer.

14 Definition

Vinklen mellem vektor @ og vektor b skriver vi symbolsk pa denne made: £(d,b).
u Vektorvinklen er altid den mindste af de to vinkler, som to vektorer danner,

nar de afsaettes fra samme punkt.

£(d,b) er starre end eller lig med 0° og mindre end eller lig med 180°.

Nulvektoren, 6, danner ikke en vinkel med nogen vektor.

o b 15 Eksempel
£(d,b) =65 og £(u,v)=130°
16 Definition
To vektorer d og b siges at vaere parallelle, hvis der findes et tal k, sa b = kd, vi skriver
allb.
To vektorer d@ og b siges at veere ortogonale, hvis vinklen mellem dem er 90°, vi
skriver @ L b.

17 Eksempel
P4 tegningen ses vektorerne @, b, ii og v. Vektorerne @ og b er ortogonale.
\l Vektorerne u og v er parallelle, og der vil derfor eksistere en konstant k, s&
Y u = kv.Da u er dobbelt s3 lang og modsat rettet v, kan vi indse, at k= -2.
Altsd at u=-2v.

Der geelder en meget nyttig saetning om sammenhangen mellem to vektorers
skalarprodukt og vinklen mellem dem. Det skal vi se naarmere pa nu.

18 Saetning
Vinklen, v, mellem vektor d og vektor 5, er givet ved:
cos(v)= f'b* og dermed: v =cos™ (f—l{)
lal-[6] lal-lo]

Saetningen bevises i afsnit 10.8.
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19 Eksempel
Vi vil beregne vinklen v mellem vektorerne d = G) og b= (_13)
Det gor vi ved at beregne skalarproduktet og leengden af de to vektorer og indsatte

alle tre storrelser i formlen i saetning 18. Her er det vigtigt at undga afrundinger
undervejs, da der skal regnes videre med tallene. For at undga dette problem, kan
man blot udregne det hele pé en gang.

=45°

(H3)

i-b 1)\

v=cos |4l |=cos| —FL L =cos"(—5—)
(IEHbI) N PR FO V510

I CAS kan vi udnytte de indbyggede kommandoer “dotp” og "norm” til beregning af
henholdsvis skalarprodukt og leengde.

Farst defineres de to vektorer d og b, og vi skriver sa:

V=COS_1( dotp(d, b) )
norm(a) . norm(E)

20 Seaetning

Skalarproduktet af d og ber lig med nul netop i de tilfeelde, hvor vektorerne er
ortogonale. Sa hvis vektorerne er ortogonale, da er skalarproduktet lig med nul,
og hvis skalarproduktet lig med nul, sa er vektorerne ortogonale. Vi skriver:

d-b=0 erensbetydende med, at v=90°.

21 Bevis for saetning 20
Vi tager udgangspunkt i ligningen fra saetning 18: cos(v) =

lal-[6]"

Hvis v=90° sa er cos(v) = 0, og dermed er venstre side lig med nul. Hvis hgjresiden
skal give nul, ma det veere taelleren med skalarproduktet, der er lig med nul. Altsa:
hvis v=90°,sder d-b=0.

Omvendt, hvis @- b =0, s3 er hgjresiden lig med nul. Og venstresiden, cos(v), er kun
lig med nul for v=90°, nar v er vinklen mellem @ og b . Derfor: hvis @- b =0, s3 er
v=90°. Dermed er beviset slut.

22 @velse
. - 1 -~ (= .
a. Bestem vinklen mellem vektorerne u = (2) og v= ( 4), og angiv svaret med
1 decimal.
23 @velse
= 2 - -5
a. Undersgg, om vektorerne u = (5) og v =( 2) er ortogonale.
24 @velse

a. Undersgg, om vektorerne d = (‘;) og b= (_g) er ortogonale eller parallelle.
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10.3 Projektion

25 Introduktion

Hvis bremsen slippes, vil tyngdekraften serge for, at gondolen pé
billedet vil bevaege sig nedad med stor hastighed. Hvis kablerne
hang stejlere, ville det ga endnu hurtigere. Helt lodret ville tyngde-
kraften fa fuld virkning, og gondolen ville veere i frit fald.

'EE

Tegningen er en model over situationen med gondolen.
Tyngdekraften er repraesenteret af vektor F, og karsels-
retningen af vektor d. Den lille rade vektor F; er den del
af tyngdekraften F, der gar i kerselsretningen d.

| afsnittet her skal vi se naermere pa, hvor stor en del af en vektors retning der kan
overferes til en anden retning. Man kalder F; for projektionen af vektor F pa vektor d .

26 Definition
Projektionen af d pa b findes ved at afsatte vektorerne ud fra samme punkt.
Herefter projiceres d's endepunkt vinkelret ned pa linjen, der gr gennem a.

- Projektionen af @ p4 b skrives a;.

27 Eksempel
Projektionen a; kan ogsa konstrueres ved at tegne parallelle linjer gennem d's begyn-
delses- og endepunkt vinkelret ned pa linjen, der gar gennem b.

! 28 Eksempel
Her ses endnu et eksempel pa geometrisk konstruktion af en projektion a; af en vek-
tor @ p& en vektor b pa de to mader. Begge mader giver naturligvis samme resultat.

Der findes en formel, hvormed man kan beregne koordinaterne til projektions-
vektoren. Den skal vi se pa her.
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29 Saetning
Koordinaterne til projektionen af d pa ber givet ved:

-~ _dbi

43 0

© le

Ya
30 Eksempel N -
Vi beregner koordinaterne til d; , hvor d = (?) og b= (;) } PR ’
b \

ved hjalp af seetning 29: 24 \

~ @’@(3):1s+z(3)=u(3)=() N gl

a- =
5 3\ \2) 32+22\2) 1312 -
> // 1 2 3 4 5 X

ag sl

w|

Laengden af projektionsvektoren kan naturligvis beregnes med leengdeformlen, nar
man forst har fundet dens koordinater med ovenstdende formel. Men der er en lettere
made, som fremgar af falgende saetning.

31 Saetning
Langden af projektionen af d pa b er givet ved:

_ 1 _la-b

Bl
32 Eksempel
Vi beregner lengden af projektionen af d = G) pa b= G), hvis koordinater vi fandt
ovenfor:

13,|= la-6l__hal _ 17 _,5

el 322 V13T

33 @velse

- - 3
To vektorer er givet ved af d = (i) pa b= (0)
a. Tegn vektorerne d og 5, og konstruer projektionen a; pé tegningen.
b. Bestem koordinaterne til d;.

34 @velse

To vektorer er givet ved d = (D pé b= (_;)
a. Tegn vektorerne d og b, og konstruer projektionen d; pa tegningen.
b. Bestem koordinaterne til d;.

c. Bestem lngden af d;.
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10.4 Determinant af et vektorpar

35 Introduktion

Pa billedet ses Gottfried Wilhelm Leibnitz 1646-1716, der opfandt determinant-
begrebet og undersagte og beskrev dets egenskaber. En af dets allervigtigste
anvendelser er i lgsninger af systemer af ligninger, hvoraf det enkleste er to
ligninger med to ubekendte.

Vi har tidligere, i afsnit 5.6, set pa, hvordan man ved hjzlp af determinanter kan
udregne arealer af parallelogrammer og trekanter udspaendt af to vektorer.

Vi skal her se pa nogle seetninger om determinanter og pa, hvordan determinanter
ogsa kan bruges til bestemmelse af vektorers placering i forhold til hinanden.

I modsaetning til skalarproduktet kan man ikke uden videre bytte rundt pa raekke-
felgen, nar man tager determinanten til to vektorer. Hvis reekkefalgen aendres,
skifter determinanten fortegn:

36 Saetning
Der gzlder falgende regneregel for determinanten af et vektorpar d og b:
det(d,b) = —det(b, d).

37 Bevis for seetning 36

Vi udregner determinanterne pa hver side af lighedstegnet:
Venstre side: det(d,b)=a,b,-ab,

Hejre side: —det(b,d) = ~(b,a, - ba)=-ba,+ba =ab,-ab,

Vi far det samme resultat i begge udregninger og har dermed vist det, vi skulle.

En veesentlig egenskab ved determinanten er, at den kan bruges til at afgere, om
to vektorer er parallelle.

38 Saetning
det(d,b) = 0 er ensbetydende med, at a || .

39 Bevis for saetning 38
Determinanten er defineret ved det(d,b) = @-b. Derfor ved vi, ifelge saetning 20, at

hvis determinanten er lig med nul, sa er a og vektor b ortogonale. Men isa fald er a
og b parallelle.

Og omvendt, hvis @ og ber parallelle, sa erd og vektor b ortogonale, og i sa fald er
deres skalarprodukt lig med nul og dermed det(a,B) = 0. Hermed er beviset sfut.
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40 Eksempel

Vi vil afgere, om vektorerne u = (_2

1) og v= (_g) parallelle og bestemmer deter-

minanten af vektorparret:

-2 6

det(ii, V) = = (-2)-(-3)-1-6 = 6-6=0

Da det(u,v) = 0, er vektorerne ifalge seetning 38 parallelle. positiv
omlgbsretning

Determinanter kan ogsa forbindes med vinkler, som det fremgar af

Qi

nedenstaende satning.

Saetningen bevises senere ved at bruge poleere koordinater, og derfor / v
galder setningen kun, nar vi regner med “orienterede” vinkler. \

G
L
X

Dvs. at vinklen v i seetningen skal forstas som vinklen fra a til b og ikke
mellem d og b. P4 illustrationen er vinklen fra d til b altsa negativ,

fordi vi gar imod den positive omlgbsretning, for at komme fra a til b.

41 Seetning
Nar v betegner vinklen fra a til b, kan determinanten af vektorparret skrives:
det(d,b) = lal- bl sin(v)

Determinantens fortegn fortzeller dermed noget om, hvor d ligger i forhold til b: sin(v) | - -
Hvis det(d,b) er negativ, skal man dbenbart ga imod omlgbsretningen for at komme v \a

fra d til b, nar vektorerne afsaettes med samme begyndelsespunkt. X
N&r vinklen v fra @ til b er negativ, bliver sinus til vinklen, sin(v), ogsa negativ

grundet den made som sin(v) er defineret i forhold til enhedscirklen.

Vinklen v fra d til b Sinus Determinanten

0°<v<180 sin(v) >0 det(d,b) >0

v=0° eller v=180° sin(v)=0 det(d,b) =0

-180°<v<0° sin(v) <0 det(d,b) <0

42 Eksempel

Lad der vaere givet tre vektorer d = (_;), b= (_13) og ¢= (%)

Vi beregner determinanterne det(d,b) = 7 og det(d,c) = -6.

Da det(d, b) er positiv, er vinklen fra a til b 0gsa positiv.
Da det(a,c) er negativ, er vinklen fra a til ¢ ogsa negativ.

43 @velse
To vektorer er givet ved d = (E) og b= (‘1‘)

a. Udregn det(d, b), og ger rede for fortegnet af vinklen fra a til b.
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10.5 Arealer og sinusrelationer

44 introduktion

Pa billedet ses sammenlgbet af floderne Eufrat og Tigris i det sydlige Irak.
| oldtidens Mesopotamien arbejdede matematikkyndige her med at kon-
struere kunstvanding, saledes at man kunne dyrke afgreder.
Arealberegning indgik i arbejdet, og formentligt stammer det at udtrykke
storrelsen af en flade herfra.

Vi har i kapitel 5 udregnet arealer af trekanter ved hjeep af determinanter,
og vi skal her se pa yderligere en méade at udregne arealet af en trekant pa.

45 Saetning
Arealet af en trekant udspaendt af vektorerne d og b med vinklen v
mellem sig, er: T=%|6 |-16]-sin(v)

Seetningen bevises i afsnit 10.10.

A | den almindelige trigonometri, hvor vi ikke benytter vektorer, men blot leengder og

a B

vinkler, gaelder ogsa en seetning om arealer af trekanter:

46 Saetning
For en vilkarlig trekant med figurens betegnelser, kan arealet T beregnes
sdledes: T=%-b~c-sin(A)=%-a-osin(B)=%-a-b-sin(C)

47 Bevis for satning 46

Da vi kun er interesseret i trekantens vinkler og sideleengder, kan vi benytte de saed-

vanlige betegnelser for sidelaengder i trekanter, hvor vi med smét betegner sideleeng-

den med det samme bogstav som vinkelspidsen overfor.

Derved kan formien i seetning 45 omskrives til: T= %-a-b-sin(C)

Trekanten ved saetning 45 kan ogsé betragtes som udspaendt af vektorerne AC og AB
eller BC og BA, og i s4 tilfzlde var vi kommet frem til formlerne: T= % -a-c-sin(B) og
T=%-a-b-sin(0

Formlerne kan da seettes lig hinanden. Hermed er saetningen bevist.

190

10. Vektorer og trigonometri

48 Eksempel

| trekant ABCer A=22°,b=4 og c=5. Vivil beregne arealet.

De tre kendte sterrelser svarer til dem, der indgér efter det sidste ligheds-
tegn. Vi bruger altsa formlen: T= % -b-c-sin(A)

og far:

T=%-4-5-sin(22)=3,75

Arealet af trekanten er altsa 3,75.



Ud fra arealformlerne er det muligt at udlede nogle meget nyttige sammenhange
mellem sider og vinkler, man kalder sinusrelationerne.

B
49 Saetning
For en vilkarlig trekant med figurens betegnelser, geelder sinusrelationerne, der kan c
a
; 5 - sin(A) _sin(B) _ sin(C) . ; i G
skrives saledes: (1) e P eller saledes: (2) Sn(A) — sin(B) _ sin(C)
A b C

50 Bevis for saetning 49
Ved division med %abci ligningen i seetning 46, kommer vi frem til (1):

sin(A) _ sin(B) _
a ~ b

Si"c(c) . Denne kan omformes til seetning 49 (2). Du kan se en forklaring

ved at scanne QR-koden. Hermed er saetningen bevist.

51 Eksempel
I trekant ABCer A=19,9°, C=104,7° og a=16,5. Vivil beregne lzengden af siden c.

. . a _ ¢ R g e e ._a
Vi tager udgangspunkt i Sin(A)——Sin(c),som vi omformer til ¢ = sin(C) pravy

De oplyste starrelser indseettes, og vi far med 1 decimal: ‘
a
. 165 _
¢ =sin(104,7) Sn(19.9) 46,9
A b c

Altsa er leengden af siden ¢ =46,9.

52 Eksempel

Sinusrelationerne kan ogsa bruges til at bestemme vinkler med.

Men her skal man passe pa det sdkaldte dobbelttydige tilfaelde.

Af tegningen fremgar det, at der er to muligheder for beliggenheden
af punktet C (her kaldet C, og C), der svarer til oplysningerne A =40°,
a=3 og c=4.

53 Qvelse
l en trekant ABCer B=70°, a=6 og c=7.
a. Beregn arealet af trekanten med 1 decimal.

54 @velse
l en trekant ABCer A=40°, B=85° og a=6.
a. Beregn leengden af siden b, og angiv svaret med 1 decimal.

55 @velse

I en trekant ABCer A=30° a=3 og c=5.

a. Konstruer de to trekanter, der opfylder betingelserne pd samme méade
som i eksempel 52.

b. Bestem de to tilherende vinkler C, og angiv svaret med 2 decimaler.
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10.6 Cosinusrelationer

56 Introduktion
At kunne beregne vinkler er vigtigt i konstruktion, design og byg-
ning. Her ses bygningen 8tallet fra @restaden i Kebenhavn.

Vi skal nu se pa de sdkaldte cosinusrelationer som, pd samme méade
som sinusrelationerne, kan bruges til at beregne sideleengder og

vinkler i vilkérlige trekanter. y

Nar man skal beregne vinkler, er det smart at bruge cosinus-
relationerne, hvis man kan. Vi kan se pa enhedscirklen, at

cosinusfunktionen i modsaetning til sinusfunktionen giver = o130

entydige x-veerdier for "trekantsvinklerne” imellem 0 og
B 180 grader”,

< 57 Seetning
For en vilkérlig trekant med betegnelser som i figuren geelder
A cosinusrelationerne: g2 =$? +¢? —2bccos(A)
b*=d’ +c* —2accos(B)
¢t =a*+b* ~2abcos(C)

58 Bevis for seetning 57
Trekant ABC kan betragtes som vaerende udspaendt af vektorerne d og b.

Herved er den sidste side givet ved d - b.

Med reglen |5—5|2=|5|2+|5|2—26-5, som vi beviser i naeste afsnit, kan vi
bestemme lzngden i anden af siden ¢ (da ¢ = |d—b|).

Farst vil vi finde et smart udtryk for skalarproduktet a - b isidste led.

Denne ligning multipliceres med naevneren pa begge sider af lighedstegnet, hvorved
vi far:
d-b=|d|-|b|cos(v)

Vi har her et udtryk for skalarproduktet a- b, og det indsaetter vinu i
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Vi skifter herefter betegnelserne tilbage til trekant ABC, hvor |G—b | var siden ¢, og far da:
& =a*+ b> - 2abcos(v)
Vi har nu udledt en af de tre cosinusrelationer.

De to andre kan udledes ved at lade trekanten udspande af enten vektorparrene AC
og AB eller BC og BA, og derved kan vi pa tilsvarende vis udlede de to andre cosinus-
relationer.

Dermed har vi bevist cosinusrelationerne.

59 Eksempel
I trekant ABCer A=29°, b=40 og c=15,9.Vi vil beregne laengden af siden a.
B
a=1/40%+15,92 —2-40-15,9-cos(29) = 27,2083 /\
Da oplysningerne blev givet med 1 decimal, afrunder vi ogsa facit til 1 decimal. 4
b
Altsa er svaret, at a=27,2. ¢
60 Saetning
I cosinusrelationerne kan vinklerne isoleres. Sa skrives de saledes:
_ bl =d Rt | (7 LY i - e @D =C
A=cos (—Zbc ), B=cos ( e ) og C=cos (—Zab )
61 Eksempel B
Vi vil beregne vinkel B i trekanten ABC. Vi bruger derfor cosinusrelationen:
B=cos™ g+ b
2ac 3,27
og far de indsatte sideleengder: 1,79
1,790 43,277 -2,92° | _
B=co ( 2179327 ) 0489
A 2,92 C

Altsa er B=62,69°.

62 Pvelse

I trekant ABCer B=41°, a=29,7 og c=42,4.
a. Tegn en skitse af trekant ABC.

b. Beregn laengden af siden b.

63 Qvelse

len trekant ABCer a=4, b=6 og c=5.

a. Tegn en skitse af trekanten.

b. Beregn vinkel A, angiv svaret med 1 decimal.
c. Beregn de to resterende vinkler.
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10.7 Raesonnementer og beviser -
skalarproduktet

64 Introduktion

I afsnittet her vil vi bevise nogle saetninger, der pa forunderlig vis drager paralleller
mellem vektorregning og talregning.

Endvidere danner disse saetninger grundlaget for de saetninger, der forbinder vink-
ler og vektorer, eksempelvis i seetningen om sammenhangen mellem skalarprodukt

og cosinus til vinklen mellem vektorerne, som vi allerede har brugt flittigt.
Vi starter med at genopfriske fire regneregler for skalarproduktet fra kapitel 5.

[52 Saetning, fra kapitel 5]
Der gzelder falgende regneregler for skalarprodukter:

| forlengelse af dem geelder yderligere to regneregler:

65 Seetning
For regning med skalarproduktet geelder to regneregler, som minder meget om kva-
dratsaetninger for tal.

66 Bevis for saetning 65.6
Vi skal vise, at |a—b|'=|a|"+|b|"-2a-b

Seetningen bevises ved at udnytte tre af de andre regneregler fra saetning 52 fra kapitel 5.

Viregner med koordinater og far:
|a-b|"=(@-b)-(@-b) Vi udnytter regel 4.
=(@-b)-G-(G@-b)-b Vi udnytter regel 2.
=G-d-b-d-d-b+b-b Vi udnytter regel 4 igen.
=G-d+b-b-d-b-a-b Vi rykker rundt pa leddene, som nu bare
er talstarrelser.
=|a|’+|b|"-2d-b Vi udnytter regel 4 pé de to farste led.

Vi er kommet frem til det, vi skulle vise. Beviset er dermed slut.
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Beviset, vi netop har afsluttet, danner grundlag for den naeste saetning, som om-
handler en ngdvendig egenskab ved skalarproduktet, som vi stiltiende har brugt
gennem en stor del af kapitlet.

67 Seetning
Skalarproduktet af to vektorer afhaenger kun af vektorernes leengder og de to vekto-
rers beliggenhed i forhold til hinanden.

68 Bevis for saetning 67
Ovenfor beviste vi satningen |G—b|’=|a|" +|b|’-2d-b
I denne saetning isolerer vi nu skalarproduktet G-b:

|a-b|"+2a-b =|a|’+|b|’ Vi har lagt 2d-b til p& begge sider af lighedstegnet.

2d-b =|a|’+|b|" - |a-b|’ Vi har trukket |G—b|” fra pa begge sider af lig-
hedstegnet.

ab = %(|6|2+ 16]" - |a—b]|") Vi har multipliceret begge sider af lighedstegnet
med %

Pa hgjre side indgar kun lengderne af 4, b og d-b.

Da leengden af d—b altsa kun afhaenger af laengderne af d og b samt den indbyrdes
beliggenhed af d og b (dvs. vinklen mellem dem), og ikke af deres koordinater, er det
samme galdende for skalarproduktet. Seetningen er hermed bevist.

Seetningen og beviset, som vi netop har feerdiggjort, er tankevaekkende, eftersom det
nu er bevist, at skalarproduktet ikke afhaenger af vektorernes koordinater. Selvom vi jo
netop definerede skalarproduktet ud fra vektorens koordinater!

69 Eksempel
Skalarproduktet af disse vektorpar er ens.

70 @velse
a. Bevis saetning 65.5 ved at bruge samme metode som i beviset for 65.6.

71 @velse

a. Skriv alle seetninger, tegninger og beviser fra afsnittet ned pa et stykke papir.

b. Marker eventuelt steder, hvor du er i tvivl om, hvordan raesonnementet skal forstas,
og formuler konkrete spargsmal, hvis svar kan hjzlpe dig.
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10.8 Reesonnementer og beviser -
vinkler mellem vektorer

72 Introduktion
Vi skal i afsnittet her ga i dybden med raesonnementerne bag skalarproduktets
egenskaber i relation til vinkien mellem vektorer.

Saetningen cos(v)=% er meget vigtig i vektorregningen og geometrien. Vi vil
a .

derfor bevise dens gyldighed og se naermere pa nogle af de smarte egenskaber,

man kan udlede fra den.

[18 Saetning]

Vinklen, v, mellem vektor @ og vektor b er givet ved: cos(v)= 1?'
a

oy

o

73 Bevis for seetning 18

Vi ved fra beviserne i forrige afsnit, at skalarproduktet af d og b kun afhaenger af
deres lengde og indbyrdes placering. To givne vektorer d og b kan derfor drejes
samlet (mens vinklen mellem dem forbliver den samme) og afsaettes saledes,

at d bliver ensrettet med x-aksen.

Koordinaterne til d bliver derved: d= |g| .

y Vektor b danner vinklen v med vektor d og dermed med forsteaksen.

Ved hjalp af poleere koordinater kan koordinaterne for vektor b nu skrives:
= o |5|cos(v)
/ b _(|E|sin(v)

Viudregnernu @- b med de beskrevne koordinater:

a x lal . (1Bleostv)
a - a cos(v 1 =l . - |
a-b= ( 0) . (|E|sin(v) ) = |d].|B| costv) + 0 - |B| sin(v) = |a]-|b|cos(v)
Vi ser altsa, at @b = |]|b|cos(v) , hvilket kan omformes til cos(v)= |?|.|55|' og det var,
al.

hvad vi skulle vise. Beviset er dermed slut.

Vinkler mellem vektorer er altid sterre end eller lig med 0° og mindre end eller lig
med 180°.

For disse vinkler kan vi se pd enhedscirklen, at cosinusfunktionen, som vi afleeser pa
x-aksen, giver entydige veerdier.
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74 Saetning
Der gelder falgende sammenhaeng mellem prikproduktets fortegn og vinklen, v,
mellem to vektorer:

d-b>0 er ensbetydende med, at 0 <v < 90°

- b=0 er ensbetydende med, at v = 90°

Q4

~b<0 er ensbetydende med, at 90° < v < 180°

Qi

75 Bevis for seetning 74

Vi s& ovenfor, at G-b =lal- |5|cos(v), og da lal- b er et positivt tal, har cos(v) samme
fortegn som a@- b.

Da cos(v) er farstekoordinaten til retningspunktet for v pa enhedscirklen, gaelder at:
cos(v) er positiv for 0 < v < 90° og her er skalarproduktet derfor ogsa positivt.

cos(v) er negativ for 90° < v < 180°, og her er skalarproduktet derfor ogsa negativt.
cos(90) = 0, og her er skalarproduktet derfor ogsa lig med 0.

Da cos(v) er entydigt bestemt mellem 0 og 180 grader, kan vi ogsa reesonnere den
anden vej:

Hvis skalarproduktet er positivt, er cos(v) positiv, og derfor gelder om v: 0 < v < 90°.
Hvis skalarproduktet er negativt, er cos(v) negativ, og derfor gaelder der om v:

90° < v=180°

Hvis skalarproduktet er lig med nul, er cos(v) = 0, og vinklen er derfor 90°.

Hermed er saetningen bevist.

‘A
76 Eksempel 61
N =

To vektorer er givet ved a =( 6) og b= (:) A

a\ 4.
Da skalarproduktet a-b=-2-4+6-1=-8+6=-2 og altsd negativt, 3.
konkluderer vi ud fra seetning 74, at vinklen mellem vektorerne er stump. 5
Som det maske fremgar af tegningen af de to vektorer, er det ikke altid helt 1v b
let at afgore med det blotte aje, om vektorerne er ortogonale. 2 T 3 3 4 s >

77 @velse

a. Skriv alle saetninger, tegninger og beviser fra afsnittet ned pa et stykke papir.

b. Marker eventuelt steder, hvor du er i tvivl om, hvordan reesonnementet skal
forstas, og formuler konkrete spergsmal, hvis svar kan hjzlpe dig.
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10.9 Raesonnementer og beviser -
projektion og arealformler

78 Introduktion

Vektorregningen er et godt eksempel pad den made, som matematisk teori bygges
op pa. Farst indfgres nogle objekter og en raekke regler ved hjalp af definitioner
og tilherende forklaringer. Herefter kan man raesonnere sig frem til forskellige sam-
menhange, som kan ses i seetninger og beviser.

I 1.g udelades nogle af beviserne, eller vi udskyder maske beviser, til man har veen-
net sig til at bruge satningen.

| afsnittet her skal vi bevise en reekke af de seetninger, vi har anvendt uden at bevise
dem. Allerede i afsnit 3 og 4 og indirekte i afsnit 5 har vi anvendt de seetninger, som
vi skal bevise rigtigheden af her.

[29 Seetning]
Projektionen af @ pa b er givet ved:

a,= “;l? b

b

79 Bevis for seetning 29

Med figurens betegnelser har vi @ = d; + CB.
Og da g er parallel med b, geelder: d; =k- b (*)
Dette indsaettes ovenfor, sa vinu har: d=k- b+ CB
Vi udregner nu:
d-b=(k-b+CB) b=kb-b+CBb=kbb+0=k[b[
Da CB og ber ortogonale, er deres skalarprodukt nul, og en vektor prikket
med sig selv giver dens laengde i anden).
Nu har vi derfor @-b=k- b/’ og i denne ligning isoleres k, og vi finder at

= k=db
Il L
Dette udtryk for k indszettes i (*), hvorved vi far d; = ‘lz_'ltf b
b

- hvilket var det, vi skulle vise. Beviset er slut.

[31 Seetning]
Langden af projektionen af @ pa b er givet ved:
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80 Bevis for seetning 31
Vi omskriver udtrykket for langden af G, og forkorter til sidst med lb:

|65| = | | I‘l’ |b| 16| = Ia bl . Dette var hvad vi skulle vise. Beviset er slut.
b b
7\
[65 Saetning, kapitel 5] B ’
(1) Arealet A af det parallelogram, vektorerne @ og b udspaender, er lig med b /!
- 4

den numeriske veerdi af determinanten af vektorparret: A = ldet(a,b)!. y )

(2) Arealet T af den trekant, vektorerne d og b udspaender, er lig med % gange =
o5 a
den numeriske veerdi af determinanten af vektorparret T= % |det(a,b)!. >
X

81 Bevis for saetning 65, kapitel 5
P4 illustrationen ses et parallelogram udspaendt af @ og b.
Arealet af et parallelogram findes ved: hgjde gange grundlinje.
Grundlinjen er i vores tilfeelde lzengden af g, altsé lal. A

Hgjden i parallelogrammet er hojden af b projiceret ind pa d's tveervektor, dvs.
= |Ea |
Arealet er hojde gange grundlinje, hvilket altsd med de indferte storrelser er:

A =1b,-lal

Vi finder nu et udtryk for |5;, |ved hjeelp af seetning 31: =

4

lb | - 6. rl som vi omformer til
a

18-l =I6a|-lal =15]-Ial.

| denne ligning er venstre side lig med den numeriske veerdi af determinanten
|det(d,b)!, og hgjre side er lig arealet af parallelogrammet. Hermed er forste del af
satningen bevist.

Diagonalen deler parallelogrammet i to lige store trekanter. Derfor er arealet af den
trekant, som d og b udspander, det halve af parallelogrammets og dermed lig med
det halve af den numeriske veerdi af determinanten af vektorparret a og b.

Hermed er beviset slut.

82 @velse

a. Skriv alle seéetninger, tegninger og beviser fra afsnittet ned pa et stykke papir.

b. Marker eventuelt steder, hvor du er i tvivl om, hvordan raeesonnementet skal forstas,
og formuler konkrete spergsmal, hvis svar kan hjeelpe dig.
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10.10 Raesonnementer og beviser -
determinanter og vinkler

83 Introduktion
Her skal vi se pa beviserne til stningerne, hvor sinusfunktionen indgér.
Det geelder specielt saetningen om determinanter og vinkler:

det(d,b) = lal- 15! sin(v).

Seetningen er bl.a. vigtig, fordi den er naglen til at forbinde vektorregningen med
arealformlerne og sinusrelationerne.

Som det vil fremga i det felgende, kommer vi frem til seetningen ved hjzlp af at an-
vende poleaere koordinater, og her opstar den problemstilling, at de polaere koordina-
ter er givet i et orienteret koordinatsystem, hvor vinkler regnes positive den ene vej
(typisk vaelges mod uret som den positive retning), og negative den anden vej rundt.

[41 Saetning]
det(d,b) = |a|- |b|sin(v), hvor v er vinklen fra vektor a til b.

84 Bevis for seetning 41

Ifzlge definitionen pa determinant er: det(d,b) = a - b.

Vi ved fra tidligere, at skalarproduktet af @ og b kun afhaenger af deres
lzzngde og indbyrdes placering. To givne vektorer G og b kan derfor drejes
sammen og afsattes saledes, at d bliver ensrettet med x-aksen.

Koordinaterne til @ bliver derved: @= (]gl)_

Vektor b danner vinklen v med vektor @ og dermed forsteaksen.

g x Ved hjzelp af polzere koordinater kan koordinaterne for vektor b nu skrives:
5 ]5]cos(v)
“Blsinev) |

2 2 0
Vektor a far de poleere koordinater d = (Iﬁl) .

Vi udregner nu @+ b med de beskrevne koordinater:

a-b= ( 0) . [|b|cos(v)) =0+dl-|B|- sin(w)

lal) {|6lsin(v)

Vi ser altsa, at det(d,b) = |al- |6l sin(v), hvilket var det, vi skulle vise.
Beviset er dermed slut.
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Formlen i seetning 41 bruges dels til at afgere beliggenheden af vektorerne (idet vink-
len fra d til b folger fortegnet af determinanten) og dels til at beregne arealer med.

Nar vi regner med arealer, opererer vi naturligvis kun med positive talsterrelser, og vi
skal her se naermere pd, hvordan vi kan sikre dette, nar formlen i seetning 41 opererer

med orienterede vinkler, der kan veere negative.

Forskellen pa en orienteret vinkel fra den ene vektor til den anden vektor, og vinklen
mellem de to vektorer, ligger kun i fortegnet. Den numeriske vaerdi af vinklerne er ens.

Sammenhangen mellem fortegn og cosinus og sinus er det, de sakaldte overgangs-

formler handler om. Man viser deres rigtighed ud fra enhedscirklen. ‘A
1
sin(v) = — —
85 Overgangsformler
cos(-v) = cos(v) -1 v
0 U
sin(-v) = -sin(v) .
sin(=v) f= = —

Scannes QR-koden, forklares reesonnementet bag overgangsformlen sin(-v) = - sin(v).

Nar vi bruger v i betydningen vinklen “mellem” to vektorer, sa vil den altid veere mellem
0° og 180°, og sinusfunktionen giver altid et positivt tal for vinkler mellem 0° og 180°.

Alle de ovenstaende reesonnementer forer til, at vi kan beregne arealet af den trekant,
som vektor d og b udspaender med folgende saetning.

86 Saetning
T= % det(d,b) = % lal-16]- sin(v), hvor v er vinklen mellem vektor @ og b.

87 Qvelse
a. Tegn en enhedscirkel, og argumenter for, at cos(-v) = cos(v).

88 Pvelse

a. Skriv alle setninger, tegninger og beviser fra afsnittet ned pa et stykke papir.

b. Marker eventuelt steder hvor du er i tvivl om, hvordan reesonnementet skal forstas,
og formuler konkrete spargsmal, hvis svar kan hjeelpe dig.
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