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2. Numeriske variable - beskrivelse af
et datamateriale

2.1 Grafisk prasentation af et numerisk datamateriale — prikdiagram

Nar vi indsamler data ud fra observationer

kon kondital alder hgjde traening
N oige 271 14 151 o fx indhenter svar pa spgrgeskemaer eller
2 pige 474 15 169 a lignende, skelner vi mellem kategoriske og nu-
3 pige 38,3 16 164.5 ia meriske variable. Vi vil i det folgende beskrive,
4 Dpige 391 16 173 nej hvorledes man kan skabe sig overblik over og
5 Dpige 271 16 169 ja preesentere et datamateriale ved at gennemgé
6 pige 49,2 17 1705  ja et starre eksempel. | en 1.g-klasse med 25
7  pige 38,3 16 168 ja elever, der har idreet og matematik i et samar-
8 pige 271 16 172,5 ja bejdsprojekt om sundhed, har man indsamlet
9 Dpige 34,6 16 165 nej en lang reekke data om elevernes sundheds-
10 pige 36,7 16 162 nej tilstand. Tabellen, der gengives her, er kun et
11  pige 34,0 16 163 ja udsnit.
12 pige 29,9 15 174,5 nej
13 pige 28,0 16 166 ja Vi kan se, at tabellen indeholder den katego-
14 dreng 58,7 16 186 ja riske variabel ken (pige eller dreng), og den
15 dreng 375 16 185 nej kategoriske variabel treening (gar du regel-
16 dreng 375 16 185 nej maessigt til treening? Ja eller nej). Endvidere
17 dreng 54,2 16 170 ja indeholder tabellen tre numeriske variable,
18 dreng 479 16 175 ja kondital, alder og hgjde. Her vil vi fokusere pa
19 dreng 514 16 174 ia den numeriske variabel kondital.
20 dreng 35,5 17 173 nej
21 dreng 479 17 177 nej Det kan vaere svaert at f& et indtryk af kondital-
22 dreng 617 16 190 ja lenes fordeling ud fra tabellen. Derfor foreta-
€98 dreng 56,0 12 e I ges farst en sortering efter sterrelse i stigende
B dreng 855 18 e nej reekkefolge fra det mindste kondital til det
25 dreng 37,5 16 186 nej

storste. Det resulterer i reekkefolgen nedenfor.

271 271 271 28.0 299 34.0 346 355 355 36.7 37.5 375
375 38.3 38.3 391 474 479 479 492 514 542 56.0 58.7 617

Det mindste kondital (minimum) er altsa 27.1, og det sterste kondital (maksimum)

er 61.7. For at fa et visuelt indtryk af fordelingen preesenterer vi derneest dataszettet
grafisk. Da der er tale om en numerisk variabel med talveerdier, kan vi afsaette ob-
servationerne som prikker langs en talakse. Derved fremkommer prikdiagrammet for
fordelingen af kondital:
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Hvad er matematik? C, Grundbog, e-bog 978 87 7066 549 0 © L&R Uddannelse, Kgbenhavn



2. Beskrivende statistik

Vi ser da, at observationerne falder i tre grupper: En lille gruppe mellem 25 og 30, en
storre gruppe mellem 34 og 40 og endelig en langstrakt gruppe fra 47 og helt ud til den
maksimale veerdi pa 61.7.

2.2 Sproglig preesentation af niveauet for et datasat — median og middeltal

Prikdiagrammet rummer al den information, der er i datasaettet. Det er mere oversku-
eligt end tabellen, men det er Ikke sé velegnet, hvis vi ensker at give en kort sproglig
beskrivelse af, hvordan det stér til med klassens kondital.

En sadan beskrivelse skal udtrykke noget karakteristisk om, hvilket niveau klassens
kondital er pa. Hvis et enkelt tal skal beskrive niveauet for klassens kondital, s& ber
denne vaerdi afbalancere datasaettet, dvs. i en eller anden forstand bear der ligge lige s&
meget pa den ene side af denne veerdi som pa den anden side. Observationerne skal
altsa ligge symmetrisk omkring den veerdi, der i ét tal kan udtrykke klassens kondital.

Der findes to forskellige karakteristiske tal, der hver pa sin made lever op til dette krav.

Definition: Median og middeltal

Ved medianen for et dataszet forstar vi den midterste observation. Hvis der er et
lige antal observationer udregnes medianen som gennemsnittet af de to midter-

ste observationer.
Ved middeltallet eller gennemsnittet for et datasaet forstar vi det tal m, som ville
give samme samlede sum, hvis alle konditallene blev erstattet af denne veerdi m.

Eksempel: Median og middeltal for et datasaet

Ved at opstille konditallene i reekkefelge ser vi, at den midterste observation er 37.5,
idet der er 12 observationer under medianen og 12 observationer over medianen.

271 271 271 28.0 299 340 346 355 355 36.7 375 375

38.3 38.3 391 474 479 479 49.2 514 542 56.0 58.7 61.7

Konklusion: Medianen = den midterste observation = 37.5.

Middeltallet m skal opfylde, at:

25-m=271+---+61.7

271+---+61.7

m=s———
25

=40.724

Konklusion: Middeltallet = 40.724.
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Anvender vi prikdiagrammet, far vi falgende grafiske fremstilling:

Medianen
@ @
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Kondital

Medianen (gul) splitter datasaettet i to lige store delsaet med 12 observationer (bld) til
venstre for medianen og 12 observationer (rode) til hojre for medianen.

Middeltallet
O (@) O
83 O 0080%83 Cg) O O OO0 O O
T T T - T - T T N e
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Kondital

Middeltallet splitter dataseettet i to ulige store delsaet med 16 observationer (bla) til
venstre for middeltallet og 9 observationer (rade) til hajre for middeltallet. Men de 9
observationer ligger leengere vaek fra middeltallet, sa tilsammen veegter de lige s&
meget som de 16 observationer, der ligger til venstre. Vi siger at fordelingen er hgjre-
skaev med en lang hale af observationer til hgjre.

Det er disse forholdsvis store kondital, der traekker gennemsnittet i vejret i forhold til
medianen.

Eksempel: Middeltallet som balancepunkt for afstandene (is@r for A-niveau)
Den felgende udregning kan gennemfares helt tilsvarende for ethvert dataszet.
Ud fra definitionen er middeltallet m bestemt som det tal, der opfylder:

25-m=27,1+27,1+...+ 58,7 +61,7
m+m+..+m=27,1+27,1+...+ 58,7 +61,7

Vi flytter nu alle tal, der er mindre end m, over pa venstre side og parrer dem hver for
sig sammen med et m. Resten af m’erne flyttes over pa hgjre side:

(Mm=-27,)+(m=-271)+...+(m-39,1) = (47,4 - m) + (47,9 -m) + ...+ (61,7 - m)
Alle parenteser repraesenterer nu afstanden fra en observation hen til middeltallet.
Ligningen siger, at summen af afstandene fra de observationer, der ligger til venstre for

middeltallet, er lig med summen af afstandene fra de observationer, der ligger til hgjre
for middeltallet.

Da denne udregning kunne gennemfares for ethvert datasaet, er konklusionen generel:
Middeltallet er balancepunktet for afstandene til observationerne.
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a) Konstruer et datasaet med 4 elementer, hvor minimum er 2, medianen er 4 og
maksimum er 7.
Hvad bliver middeltallet for dette datasast?

b) Konstruer et datasaet med 4 elementer, hvor minimum er 2, middeltallet er 4 og
maksimum er 7.
Hvad bliver medianen for dette datasast?

a) Bestem middeltallet for det folgende dataseet: {1,1,2,5,6}.
b) Bestem afstandene mellem de enkelte data og middeltallet.

c) Kontroller, at middeltallet er balancepunktet for afstandene.

Nogle vaerktajsprogrammer tillader, at man traekker i et datapunkt i prikdiagrammet.
Andre tillader, at man indfgrer en skyder for en af vaerdierne i datasaettet.

a) Fremstil et prikdiagram for konditallet, hvor den maksimale observation kan flyttes
(dynamisk).

b) Tilfej medianen og middeltallet til prikdiagrammet.
1. Traek den maksimale observation tasttere pa resten af observationerne, og be-
skriv, hvad der sker med medianen, henholdsvis middeltallet.
2. Traek nu den maksimale observation i modsat retning, og beskriv igen, hvad der
sker med medianen, henholdsvis middeltallet.
Hvori bestar forskellen pa de to situationer?

Praxis: Om brugen af median eller middeltal til at beskrive niveauet for et dataszet
Hvis observationerne er sammenlignelige eller ligger nogenlunde symmetrisk
med en stor klump af data i midten, vil vi normalt foretreekke middeltallet. Det kan
eksempelvis veere tilfaeldet med malinger af faldtider, temperaturer eller lignende i
et laboratorium.

Hvis observationerne derimod ligger skaevt, vil vi normalt foretreekke medianen.

Det kan eksempelvis veere tilfaeldet, nar der er tale om en indkomstfordeling med
nogle fa meget rige personer og mange fattige personer.

Medianen er mindre pavirkelig over for fejimalinger og atypiske data end middel-
tallet. En enkelt veerdi, der ligger langt udenfor de andre, vil pavirke middeltallet
meget, men ikke pavirke medianen. Vi siger derfor, at medianen er robust.

Hvad er matematik? C, Grundbog, e-bog 978 87 7066 549 0 © L&R Uddannelse, Kgbenhavn
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Bestem median og middeltallet for falgende to datasaet:
a) {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
b) {1,2,3,4,5,6,7,100,1000}

Kommenter resultatet.

a) Konstruer et dataseet med 10 tal, hvor det er fornuftigt at bruge middeltallet som mal
for niveauet.

b) Konstruer et dataseet med 10 tal, hvor det ikke er fornuftigt at bruge middeltallet
som mal for niveauet, og hvor medianen beskriver niveauet bedre.

78

En klasse skal i forbindelse med et projekt have malt deres hvilepuls. Der er 6 drenge i
klassen. Drengenes hvilepuls fremgar af felgende datasest: {65,62,73,58,31,69}.

a) Kommenter dette dataseet, og foresla, hvordan du ville arbejde videre med
rapporten.

b) Hvilken indflydelse har dit forslag pa medianen? Og pa middeltallet?

Eksempel: Fattigdomsbegrebet

Man skelner mellem forskellige slags fattigdomsbegreber. Her vil vi iseer se pa absolut
fattigdom og relativ fattigdom.

Nar man vil definere absolut fattigdom, gar man ud fra en minimumsstandard for ind-
komst, under hvilken man ikke kan deekke de mest fundamentale eksistensbehov.

| FN opererer man fx med graensen ‘en dollar om dagen’ for, hvornar man er fattig i et
uland. Na&r man vil definere relativ fattigdom, ser man i stedet pa, hvor indkomsten lig-
ger i forhold til den typiske indkomst i samfundet.

Den typiske indkomst defineres som medianindkomsten. | OECD definerer man fx fat-
tigdom som en indkomst, der er mindre end 50 % af medianindkomsten. | et samfund
med stor ulighed vil der derfor vaere mange fattige. Her er der tale om social fattigdom,
idet de pageeldende - og ikke mindst deres barn - ligger i fare for at blive udstedt
socialt, eftersom de ikke kan opretholde et typisk livsmanster.
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For at give en mere fyldig og nuanceret sproglig beskrivelse af et dataseet indferes
derfor nogle karakteristiske tal, der beskriver spredningen af datasaettet.

Definition: Mal for spredning

Ved variationsbredden for et datasaet forstas tallet: maksimum — minimum
Ved dataseettets 1. kvartil Q, (eller den nedre kvartil) forstds medianen for den
del af dataseettet, der ligger til venstre for medianen.

Ved dataseettets 3. kvartil Q, (eller den ovre kvartil) forstds medianen for den
del af datasaettet, der ligger til hgjre for medianen.
Ved kvartilbredden for et dataszet forstas tallet: Q, - Q,

Medianen kaldes af og til for 2. kvartil og betegnes m eller Q,. Talsaettet bestédende af
1., 2., og 3. kvartil kaldes for kvartilsaettet.

Eksempel: Kvartilsattet for et datasaet

| vores eksempel med kondital er der 25 elever. Vi skal bestemme nedre og ovre kvartil
og splitter datasaettet i to halvdele, nemlig dem, der géar forud for medianen, og dem
der folger efter medianen:

271 271 271 28.0 299 34.0 346 355 355 36.7 375 375

38.3 38.3 391 474 479 479 49.2 514 542 56.0 58.7 617

Der er derfor 12 observationer i hver halvdel. Den nedre kvartil er medianen for den
halvdel af tallene, der er mindre end medianen, og den gvre kvartil er medianen for den
halvdel af tallene, der er storre end medianen. Da vi her har et lige antal observationer,
bliver disse to tal udregnet som gennemsnit af de midterste veerdier:

271 271 271 28.0 29.9 34.0 34.6 35,5 355 36.7 375 375

L

38.3 38.3 391 474 479 479 49.2 51.4 542 56.0 58.7 617

Den nedre kvartil er altsd 34.3 og den gvre kvartil er 48.55.
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2. Beskrivende statistik

Vi inddrager igen prikdiagrammet og afsaetter kvartilsaettet. Af og til betegnes maksi-
mum og minimum som 0. kvartil og 4. kvartil, og disse tal har vi ogsa markeret:

Minimum = Median = Maksimum =
0. kvartil 1. kvartil 2. kvartil 3. kvartil 4. kvartil
@)
Y N A
T T T T - T T T e
25 30 35 40 45 50 55 60 Kondital

Dataseettet er hermed opdelt i fire delsaet. Hvert delsaet indeholder mindst % af ob-
servationerne, dvs. mindst 6 observationer, idet nogle indeholder flere, fordi nogle af
observationerne ligger prascist pd graensen mellem to omrader og derfor teelles med
begge steder. Den nederste fierdedel af malingerne indeholder saledes 6 observatio-
ner, den naeste fierdedel af malingerne indeholder 7 observationer, den neeste fierdedel
indeholder hele 9 observationer, mens den gverste indeholder 6 observationer.

Bemeerkning: Den ovenstaende opdeling af dataseettet i to lige store halvdele beror
pa en konvention. Vi kunne ogsa have valgt at teelle medianen med i begge halvdele.
Forskellige veerktajsprogrammer bruger forskellige konventioner omkring definitionen
af forste og tredje kvartil.

Find ud af, hvilken konvention dit veerktejsprogram anvender ved at bestemme kvartil-
saettet for datasaettene:

{1,2,3,4,5} {1,2,3,4,5,6} {1,2,3,4,5,6,7} {1,2,3,4,5,6,7,8}

Nar vi har fastlagt kvartilerne, vil intervallet fra den nedre kvartil til den gvre kvartil in-
deholde (mindst) halvdelen af dataseettets elementer. P& prikdiagrammet har vi angivet
kvartilbredden, der netop er bredden af dette interval:

1. kvartil Kvartilbredden 3. kvartil
D O
O QO O
Q@ O OO0 O 6 o0 o -
T T — T T T 1
25 30 35 40 45 50 55 60 K .
ondital

| eksemplet med kondital fas séledes:

Kvartilbredde = Q, - Q, = 48,55 - 34,3 = 14,25

Hvad er matematik? C, Grundbog, e-bog 978 87 7066 549 0 © L&R Uddannelse, Kgbenhavn
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Praxis: Om brugen af variationsbredde og kvartilbredde

Hvis data er jeevnt fordelt, er variationsbredden et rimeligt mal for spredningen af

data. Men hvis datamaterialet har tendens til at klumpe sammen i midten, er den
robuste kvartilbredde et bedre bud pa spredningen af data.

2. Beskrivende statistik

2.4 Grafisk prasentation af et numerisk datamateriale — boksplot

Det udvidede kvartilseet kan ogsa anvendes i en saerlig grafisk fremstilling af data-
saettet, som vi kalder boksplot. Et boksplot tegnes ud fra det udvidede kvartilsaet:

Q, Median Q,
Min. Maks.
O
@ (9 Q@ 06 00 O
T T T T T —— e
25 30 35 40 45 50 55 60

Kondital

Boksplottet giver i ét blik en visuel information om savel niveauet for konditallet (re-
praesenteret ved medianen) som konditallets spredning i form af kvartilbredden, som

jo netop er leengden af kvartilboksen ("kassen”). Boksen indeholder altid (mindst)
halvdelen af observationerne.

Det er valgfrit, om boksplottet tegnes lodret eller vandret.

Pa figuren ses et boksplot for en karakterfordeling.

1 2 S 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Karakterer
a) Aflees kvartilsaettet, og bestem kvartilbredden.

b) Hvordan ville datasaettet se ud, hvis vi ydermere far oplyst, at der er 8 karakterer i
datasaettet?

Et karaktersaet for en klasse med 17 elever har det udvidede kvartilsaet:
minimum = 02, nedre kvartil = 4, median = 7, gvre kvartil = 10, maksimum = 12

a) Hvad er den mindst mulige veerdi for gennemsnitskarakteren, dvs. middeltallet?

b) Hvad er den sterst mulige veerdi for gennemsnitskarakteren, dvs. middeltallet?

Hvad er matematik? C, Grundbog, e-bog 978 87 7066 549 0 © L&R Uddannelse, Kgbenhavn
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.5 Sproglig praesentation af formen for en fordeling — symmetri og outliers

kvartilhoksen som den hgjre hale er meget sterre end den venstre halvdel af kvapfil-
boksen henholdsvis den venstre hale. Fordelingen er altsé tydeligt hejreskaev.

Billedet er imidlertid ikke altid s& klart. Fx kan den hgjre halvdel af kvartilbgksen vaere
starre end den'\yenstre halvdel, mens den venstre hale maske samtidig ef lzengere end
den hgjre hale. Man far derfor et bedre mal for fordelingens symmetri gller mangel pa
samme ved at inddkage middelveerdien. Hvis middelvaerdien er storyé end medianen,
betyder det, at den halvdel af observationerne, der ligger over medianen, vejer tungere
- ligger leengere vaek — apd den halvdel af observationerne, der figger under medianen.
Det giver anledning til folggnde:

Definition: Hajreskav og venstreskaev

En fordeling med en middelveerdi, der ligger tydeligt over medianen, kaldes
hajreskaev, mens en fordeling med en middelvaerdi, der ligger tydeligt under
medianen, kaldes venstreskaev. Som et mal for skaevheden bruges forskellen
mellem middeltallet og medianen.

Middeltal
Q, Median
Min. Maks.
O
Q@ o é) Q@ 0 O Q
1 1 1 >
25 30 35 40 45 50 55 60

Kondital

som ikke er symmetrisk omkring denne faelles vaerdi.
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2. Beskrivende statistik

styrken ved et boksplot (evt. suppleret med en middelveerdi) er, at det giver en god
oversigt over fordelingen. Svagheden er, at det skjuler mange detaljer, da vi jo ikke kan
se si|ve observationerne i boksplottet, og derfor ikke kan se, om de fx samler sig i ty,
deligeXxlumper med tydelige huller imellem. Boksplottet fortaeller altsa ikke sd meggt
om, hvad der fx foregar inde i kvartilboksen.

Boksplottet §iver dog mulighed for at saette et saerligt fokus pa fierntliggende’obser-
vationer langt dde i halerne. Hvis observationerne ligger tilstraekkelig langt fra den
centrale boks, shkilles de normalt ud som enkeltobservationer. Sddanne gbservationer
betegner vi med d&t engelske ord outliers (pa dansk: perifere observationer).

Definition: Outliers

Ved outliers forstar vi observationer, som ligger mere end halvanden kvartilbred-
de vaek fra enten ovre eller nedre kvartil (dvs. fra kvartilbcksen).

| eksemplet med kondital er outlier§ observationer, de
1,5 - 14,25 = 21,375 veek fra kvartilbo
21,375 over tredje kvartil. Det er der imiglertid inge
| denne klasse er der derfor ingen outliers

Vend tilbage til dataseettet for drengeneg hvilepul i avelse 2.10, {65,62,73,58,31,69}.
Er observationen 31 en outlier?

Et dataseet har kvartilseettet:

nedre kvartil = 5, mediay= 8, gvre kvartil = 13.
Hvor lille skal minimumsvgrdien veere, for at den er en outlier? Nvor stor skal den stor-
ste veerdi veere, for at dgn er en outlier?

igger mindst
21,375 under forste kvartil eller
af observationerne, der gor.
(ingeryperifere kondital).

| nogle undersogefser vil man veelge at se bort fra outliers og
vedtage, at sdddnne malinger er udtryk for maleusikkerhed eller
deciderede fefl i malingerne. Man skal dog altid veere varsom med
at fierne m3inger.

Det klagsiske eksempel pa en grov fejltagelse er den manglende

opdagelse af ozonhullet, hvor de alarmerende data blev fjernet

autpomatisk af satellitten i 1980’erne, fordi de afveg alt for meget fra

dét forventede. Halley Ozdp mélestation pa Antarktis
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2.6 Anvendelse af boksplot til sammenligning af datasaet

Boksplot har deres store styrke nar vi gnsker at sammenligne forskellige datasaet.

| eksemplet med kondital indgik ogsé den kategoriske variabel: elevens ken. Vi opdeler
nu datasaettet efter piger og drenge og tegner, som vist pa figuren nedenfor, saerskilte
boksplot for hvert kon for at sammenligne dem.

Dreng

Pige

I I I I I I I I >

25 30 35 40 45 50 55 60 kondital
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a) Tegn selv de to boksplot ved forst at bestemme det udvidede kvartilszet for drenge
og for piger.

b) Bestem middeltallet for henholdsvis drenge og piger.

Boksplottet giver i ét blik et visuelt indtryk af den markante forskel pa konditallene for
piger og drenge.

Praxis: Sproglig beskrivelse af grafisk praesentation

Nar vi skal give en sproglig beskrivelse af denne grafiske praesentation, koncen-
trerer vi os normalt farst om niveauet i de to datasaet. Har vi selv konstrueret
boksplottet, kender vi jo dataseettet og kan inddrage middeltallet, men er det et
boksplot, vi far forelagt, har vi kun mulighed for at anvende medianen som mal
for niveauet. Dernaest ser vi pa spredningen i datasaettet ud fra kvartilbredden og
halerne, herunder eventuelle outliers. Endelig kan vi se pa formen for fordelingen,
hvor vi kan inddrage symmetri eller mangel pa samme.

Eksempel: Sproglig beskrivelse af en sammenligning af to boksplot

Drengenes niveau ligger et godt stykke over pigernes niveau, idet drengenes median
er 47,9 og pigernes er 34,6.

Faktisk er de to kvartilbokse teet pa at veere helt adskilte. Drengenes kvartilboks ligger
over pigernes median, pigernes kvartilboks ligger under drengenes median, idet dren-
genes nedre kvartil er 37,5, og pigernes ovre kvartil er 38,7.

Det betyder, at mens mindst 75 % af drengene har et kondital pa 37,5 eller mere, har
mindst 75 % af pigerne et kondital pa 38,7 eller mindre.
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2. Beskrivende statistik

Vi ser endvidere, at drengenes boks er noget laengere end pigernes, hvilket betyder, at
drengenes kondital ligger mere spredt end pigernes. Som mal for spredningen kan vi
bruge kvartilbredden, og denne er for drengene: 55,1 — 37,5 = 17,6, mens kvartilbred-
den for pigerne er: 38,7 — 27,55 = 11,15.

Maksimum og minimum for drengene er henholdsvis 61,7 og 35,5. Der er ikke tale om
outliers, da 1,5 - kvartiloredden = 1,5 - 17,6 = 26,4. Sa outliers ville have kondital under
37,5-26,4 =11,1 eller over 551 + 26,4 = 81,5.

For pigerne er maksimum og minimum henholdsvis 49,2 og 27,1, og der er heller ikke
tale om outliers, da vi her har: 1,5 - kvartiloredden = 1,5 - 11,15 = 16,725. Sa outliers
hos pigerne ville vaere kondital under 27,55 - 16,725 = 11,825 og over

38,7 + 16,725 = 55,425.

Vi kan ikke umiddelbart besvare spergsmal om skaevhed uden at kende middeltallet.
Men det ger vi heldigvis i dette tilfaelde.

Vi kan konkludere, at drengenes datasaet er en anelse venstreskaevt, da middeltallet
ligger under medianen, og omvendt for pigerne. Men tallene ligger sd teet, at der ikke
er grundlag for at konkludere noget afggrende om skeevhed.

Drenge Middeltal

Piger Middeltal

I I I I I I I I >

25 30 35 40 45 50 55 60 Kondital
Forklaringen pa de store niveauforskelle er naturligvis, at drenge har en kropsbygning,
som favoriserer et hgjere kondital, s& selv om piger og drenge traener lige meget, vil
drengens kondital som regel ligge et stykke over pigernes.

Foretag en tilsvarende opdeling af talmaterialet efter den kategoriske variable traening.
Sammenlign de to datasaet, der her fremkommer, ved hjzelp af boksplot, og giv en
sproglig konklusion som i eksemplet.
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Boksplot blev forste gang introduceret af den amerikanske statistiker John Tukey i
bogen Exploratory Data Analysis fra 1977. Tukey gik nye veje med sin eksperimente-
rende og meget direkte tilgang til hAndtering af datamaterialer. Et karakteristisk citat,
der viser hans holdning til statistik, er falgende:

"Exploratory data analysis is an attitude, a flexibility, and a reliance on display, NOT a
bundle of techniques, and should be so taught."

Teknikkerne, Tukey indferte, som fx boksplottet, udmaerker sig ved at veere lettiigaenge-
lige, ogséa uden stotte af computer. Men Tukey havde ogsa et klart blik for, at den stadig
sterre maskinkraft og de stadig billigere computere samtidig gav helt nye muligheder
for fx simulering. Det er ogsa Tukey, der er ophavsmand til ord som bit og software.

Pa hjemmesiden kan du leese mere om Tukey.

3. Numeriske variable — beskrivelse af store
datasaet

3.1 Grafisk praesentation af grupperede datasat — histogram

Nar man henter store datamaterialer fx fra Danmarks Statistik, vil de normalt vaere
grupperede, og man har ofte slet ikke adgang til de oprindelige data. Som et eksem-
pel pa behandling af et storre datamateriale ser vi pa falgende tabel fra kriminalitets-
statistikken over aldersfordelingen for de danskere, der i 2001 var ofre for en kriminel
handling:

C?fretsalder 0-9 | 10-19 | 20-29 | 30-39 | 40-49 | 50-59 | 60-69 | 70-79 | 80-
(interval)
Antal

. 419 | 8176 | 10553 | 7175 | 5452 | 4274 | 2475 | 1995 | 1399
(hyppighed)

Intervallerne skal forstas saledes: Er man 19 ar, og blot 1 time fra at fylde 20, placeres
man i intervallet 10-19. Da intervallet gar lige til skaeringspunktet 20, vil vi tillade os at
sige, at intervallets hgjre endepunkt er 20.

Andre gange kan inddelingen veere angivet saledes: 0-10, 10-20, 20-30, ....

Denne inddeling skal forstas p4 samme méade som forklaret ovenfor.

Ofte vil vi f& et bedre overblik over datamaterialet ved at omregne antal til procent.
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2. Beskrivende statistik

Kopier tabellen ind i et regneark.

a) Udnyt regnearkets muligheder til at finde summen 41918:

(?frets gosy 0-9 | 10-19 | 20-29 | 30-39 | 40-49 | 50-59 | 60-69 | 70-79 | 80-

(interval)

it 419 | 8176 | 10553 | 7175 | 5452 | 4274 | 2475 | 1995 | 1399 alt
(hyppighed) 1918

b) Opret en ny raeekke med procent:

Procent

(frekvens) 252 100

Procenttallet 25,2 er fremkommet pé felgende made:

10553 400 = 25,2
41918

c) Udnyt nu regnearkets muligheder til at udfylde den nederste reekke, og kontroller at
summen af procenterne giver 100.

Praxis: Betegnelser vedrgrende grupperede datasaet

Nar vi arbejder med grupperede dataszet, er vi i nogle situationer mest interesse-
rede i hvor mange, der er i hvert interval, dvs. antallet er i fokus. | andre situatio-
ner er vi mest interesserede i den andel, der er i hvert interval, dvs. procentande-
len er i fokus.

Antallet kaldes i andre laerebgger for hyppigheden eller intervalhyppigheden. Pa
engelsk kaldes antal for frequency.

Procentandelen kaldes i andre laerebgger for frekvensen. Pa engelsk kaldes pro-
centandelen for relative frequency.

En anden mulighed er at preesentere dataseettet i form af et histogram, hvor vi opret-
ter en sgjle svarende til antallet af observationer i det pageeldende interval eller til
den procentandel af observationerne, der ligger i intervallet. Intervallerne har typisk
samme bredde. Histogrammets udseende afhaenger meget af, hvordan intervallerne
fastlaegges.
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Praxis: Tegning af et histogram
¢ Et histogram tegnes i et koordinatsystem, hvor datavaerdierne er afsat pa

forste-aksen.
¢ Histogrammet bestar af sgijler, tegnet over hvert af de intervaller, som data-

saettet er grupperet i.

¢ Sgjlens bredde bgr svare til bredden af det underliggende interval.

¢ Intervalbredden skal sa vidt muligt vaere den samme i alle intervaller.

¢ Intervalhgjden repraesenterer antallet af observationer i det pagaeldende inter-
val eller, hvis man regner i procent, andelen af observationer i intervallet.

Vi tegner nu histogrammet for datamaterialet bade ud fra antal og ud fra procent, hvor
forstaksen i begge tilfaelde er inddelt efter ofrets alder med delestreger svarende til
intervalgraenserne 0, 10, 20, ... . Vi vedtager, at gvre greense placeres, sd intervallet far
samme bredde som de gvrige:

Histogram pé basis af antal Histogram pé basis af procent
Antal & Antal }

10000 25%

8000 20%

6000 15%

4000 10%

2000 5%

0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 Alder

0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 Alder

Vi ser fx, at ca. en fjerdedel af ofrene tilhgrer aldersgruppen 20-29 &r, som ogsé er den
aldersgruppe, der rummer de fleste ofre.

a) Konstruer selv de to diagrammer.

b) I hvilket interval m& medianen befinde sig?
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2. Beskrivende statistik

| tabellen til hgjre finder du data for herrernes lgbetider Lobetider  Antal

i Copenhagen Marathon 2009. 1 2:00-2:30 5)
, o ) 2 2:30-3:00 215

a) Opstil datamaterialet i en tabel som i gvelse 2.27, 3 3.00-3.30 1399
og udregn procenttallene. 4 3:30-4:00 2648
b) Konstruer histogrammerne for dette grupperede oo el e
e 6 4:30-5:00 662

7 5:00-5.30 164

| hvilket interval befinder medianen sig? 8 5:30-6:00 52
9 6:00-6:30 7

Pa hjemmesiden findes et projekt som behandler data- 10 6:30 — 7:00 1

materialet fra Copenhagen Marathon 2009.

3.2 Sken over middeltal for grupperede dataseet

| afsnit 2 ovenfor beskrev vi niveauet for et dataseet ved hjeelp af de to karakteristiske
veerdier, middeltallet og medianen. Det samme ville vi gerne kunne gere med store
dataseet, hvor materialet er praesenteret i form af grupperede observationer.

Da vi ikke kender den eksakte fordeling i eksemplet med kriminalitetsstatistikken, kan
vi ikke lave en praecis udregning. Men vi kan komme med et kvalificeret sken, da vi
trods alt ved en hel del om aldersfordelingen. Et sddant sken bygger pa nogle an-
tagelser.

Nar vi skal danne os et skon over middeltallet for ofrenes alder, vil vi séledes antage,
at alderen for ofrene i en bestemt aldersgruppe, fx gruppen 20-29, er spredt jeevnt ud
over hele intervallet, dvs. de ligger symmetrisk omkring midtpunktet i aldersgruppe-
intervallet, som her er 25. Der er alts lige s& mange over midtpunktet 25, som der er
under.

Nar vi udregner middeltallet (den gennemsnitlige alder), svarer det samlede bidrag fra
denne aldersgruppe derfor til, at alle havde alderen 25. Tilsvarende med de andre al-
dersgrupper. Bidraget til den samlede sum svarer til, at alle i den forste gruppe havde
alderen 5, i den naeste 15 osv.

For den sidste aldersgruppe har vi et problem, idet der ikke er sat nogen gverste
graense for alderen. Det nemmeste er da at antage, at den speender over aldersgrup-
pen fra 80 til 90, og at der kun er sa fa ofre over 90, at det ikke har nogen naevneveer-
dig indflydelse pa resultatet.
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Vi finder da fglgende:
den samlede alder for ofrene i 2001 = 5-419 + ... + 85-1399 = 1549510 )]

Ovenfor fandt vi, at det samlede antal ofre var 41918.
Skonnet for middelalderen er derfor:

Densamledealder 1549510
Det samledeantal 41918

~37,0 &r (1

Dette skon eendres ikke afgerende, selv om midtpunktet for den sidste uafsluttede
aldersgruppe fx flyttes til 90. Den gennemsnitlige alder for en person, der er udsat for
kriminalitet, er altsa 37 ar.

| antalstabellen erstattes intervallerne med midtpunktet, vi sletter reekken med antal
og tilfgjer en ny raekke, hvor procenterne er omregnet til decimaltal. Sa har vi falgende
tabel over sammenhgrende veerdier for intervalmidtpunkter og procenter:

Interval 5 15 25 35 45 55 65 76 85 ialt
midtpunkt
Procent

10 195 252 171 13,0 102 59 48 33 100
(frekvens)

Procent som

. 0,01 0,20 0,25 0,7 0,3 0,0 0,06 0,05 0,03 1
decimaltal

a) Udnyt regnearkets muligheder til at udregne tallet:
5.0,01+15-.0,20+25-0,25+...+85-0,03

b) Argumenter for, at denne udregning svarer til den samlede udregning af (I) og (ll)
ovenfor.

c) Argumenter for, at formlen i den folgende definition giver samme resultat som den
udregning, vi beskrev ovenfor.

Definition: Middeltallet for grupperede observationer

Middeltallet for et dataseet, der er givet som grupperede observationer inddelt i k
intervaller, kan udregnes som et vaegtet gennemsnit ud fra felgende formel:

m=M, -f+M,-f,+..+M,_-f,

hvor M’erne er midtpunkterne i intervallerne, og f’erne er procentandelene i de
enkelte intervaller, skrevet som decimaltal.

Vaegtet gennemsnit kaldes ogsa for Vejet gennemsnit.
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2. Beskrivende statistik

Giv et skan over herrernes gennemsnitslgbetid i Copenhagen Marathon 2009 (data
findes i ovelse 2.29).

3.3 Grafisk praesentation af grupperede datasat — sumkurve

Skal vi danne os et skan over, hvordan observationerne som helhed fordeler sig i
aldersintervallerne, er det for groft at samle observationerne i midtpunkterne for de
enkelte aldersgrupper. Her skal vi i stedet udnytte antagelsen om, at observationerne
inden for de enkelte aldersgrupper er jeevnt fordelt.

Vi udbygger nu tabellen over kriminalitetsstatistikken (fra ovelse 2.30) dels med en
reekke bestdende af de hgjre intervalendepunkter, dels med en raekke bestdende af de
sakaldte kumulerede procenter (af og til betegnet kumulerede frekvenser).

Ofrets alder (interval) 0-9 10-19 20-29 30-39 40-49 50-59 60-69 70-79 80- i alt
Hgajre endepunkt 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Antal (hyppighed) 419 8176 10553 7175 5452 4274 2475 1995 1399 41918
Procent (frekvens) 1,0 19,5 25,2 171 13,0 10,2 59 4,8 3,3 100
Kumuleret procent 1,0 20,5 45,7 62,8 75,8 86,0 91,9 96,7 100,0

Kumuleret betyder opsummeret. Eksempelvis er tallet 45,7 fremkommet ved at laegge
25,2 til den opsummerede procent 20,5, der er udregnet for det foregdende interval.

Konstruer en tabel som ovenstaende i et regneark. Omregningen fra antal til procent
samt fra procent til kumuleret procent gennemfores ved at udnytte regnearkets mulig-
heder.

Vi ser da, at den nedre kvartil (25 %) ligger et sted i den tredje aldersgruppe fra 20-29
ar, medianen (50 %) ligger et sted i den fjerde aldersgruppe fra 30-39 &r, mens den
avre kvartil (75 %) ligger et sted i den femte aldersgruppe fra 40-49 ar.

En neermere beregning af, nejagtigt hvor vi ber laegge kvartilerne og medianen, er lidt
omstaendelig, sa vi vil i stedet bestemme veerdierne grafisk ved hjeelp af en sumkurve.
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Definition: Sumkurven for grupperede observationer

Sumkurven for et grupperet dataszet er den grafiske repraesentation af de sam-
menhgrende vaerdier af hgjre intervalendepunkt og de kumulerede procenter.
Den grafiske repraesentation fremkommer ved at forbinde punkterne med rette

linjestykker.

De kumulerede procenter afszettes (som den afthaengige variabel) op ad andenak-
sen, mens alderen afsaettes (som den uafhaengige variabel) ud ad fersteaksen.
Punkterne forbindes med en graf bestaende af rette linjestykker.

Kumuleret fordeling for Konstruer i et veerktejsprogram sumkurven som en graf for
ofrenes aldersfordeling ,
den kumulerede procent som funktion af alderen.

A
£1001 Laeg meerke til, at vi har tilfejet begyndelsespunktet (0,0 %).
8 80 Leeg ogsé meerke til, at sumkurven er stejlest, dvs. har
S 801
B Sumkurve starst haeldning, i aldersgruppen fra 20 til 30 ar. Dette svarer
[0} . . . . .
= 601 til den hgjeste sgjle i histogrammet.
§ (30,45.7)

401 o a) Argumenter vha. sumkurven for, at 33 % blandt ofrene er

20 yngre end 25 ar.

- b) Bestem vha. sumkurven, hvor stor en andel af ofrene, der er
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 over 45 ar.
Alder

Omregn tabellen over Igbetider ved herrernes maratonleb Copenhagen Marathon 2009
(data findes i ovelse 2.29) til ogsa at omfatte procenter og kumulerede procenter.

a) Konstruer sumkurven for lgbetiderne ved at afsaette den kumulerede procent som
funktion af lgbetiden.

Benyt sumkurven til at besvare felgende spergsmal:
b) Hvor hurtigt leber de hurtigste 10% af laberne?

c) Hvor stor en procentdel af Iaberne gennemlgber maratonlgbet p& under 3 timer og
15 minutter?

d) For hvilket tidsinterval er sumkurven stejlest?

e) Hvad forteeller dette om fordelingen af lebetider?
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3.4 Sken over median og kvartiler for grupperede datasaet

Pa sumkurven kan vi ogsa ga bagleens, dvs. ga fra an-

denaksen til forsteaksen, dvs. fra kumuleret procent til Kumuleret fordeling for
den uafhaengige variabel, der er i spil. Dette udnyttes ofrenes aldersfordeling

A
til at bestemme et kvartilseet for grupperede datasaet. gmo- Sumkurve
| vores eksempel med kriminalitetsstatistikken gores g 801 5%
det som vist pé figuren. ‘g /49_3’75_0)

S 60

E 50%
Vi kan afleese kvartilerne, dvs. den alder, der svarer til < 40, (32.5,50.0)
en kumuleret procent pa 25 (nedre kvartil), den alder, 25%
der svarer til en kumuleret procent pa 50 (medianen), 201 /(21.8,25-0)
og den alder, der svarer til en kumuleret procent pa 75 ' ' R
(ovre kvartil). 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Betydningen af nedre kvartil er: Mindst 25% af Alder
Betydningen af gvre kvartil er: Mindst 25% af median = 32,5 og evre kvartil = 49,3

voldsofrene er over 49 ér.

Dermed har vi rddighed over alle fem statistiske nggletal, der udger det udvidede kvar-
tilseet, og kunne nu ogsa skitsere et boksplot for aldersfordelingen. | dette tilfeelde har
vi imidlertid ogsa histogrammet til radighed, og vi foretreekker normalt at kommentere
et grupperet dataseets fordeling ud fra histogram og middeltal sammen med sumkurve
og kvartilseet.

Vi s af histogrammet, at fordelingen af de grupperede observationer er tydeligt hgj-
reskaev. Dette er i overensstemmelse med, at middelalderen pa 37,0 ar er noget storre
end medianalderen pa 32,5 ar. | dette tilfeelde vil det derfor nok veere fornuftigst at
anfgre medianen som den typiske alder for et offer for kriminalitet.

a) Bestem pé tilsvarende made kvartilseettet for herrernes maratonlgb Copenhagen
Marathon 2009 (data findes i gvelse 2.29).

b) Inddrag middeltallet og kommenter fordelingen.
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