11. Analytisk geometri

11.1 Normalvektor og linjens ligning

1 Introduktion

Analytisk geometri blev grundlagt af René Descartes i forste halvdel af
1600-tallet. Grundtanken bag var en revolutionerende idé om at kombinere
algebra og geometri: At bruge beregninger med koordinater til at studere
geometriske figurer som fx linjer og cirkler.

Vektorregningen fra Kernestof 1 viser sig at veere et meget nyttigt veerktej i den
analytiske geometri.

; Ya
2 Saetning
Linjen /, som gar gennem punktet P,(x,,y,),
og som er ortogonal med en vektor ﬁ=(Z),
er beskrevet ved ligningen AL i
Lalx-x)+bly-y)=0. <

Vektoren ﬁ:(g) kaldes en normalvektor til linjen.

3 Eksempel
. (2
Linjen med normalvektor n= (5), som gar gennem punktet P,(3,-4), har ligningen:

2Ax-3)+5(y—(-4)=0
2(x-3)+5(y+4)=0
2x—-2-3+5y+5-4=0
2x—-6+5y+20=0
2x+5y+14=0.

4 Bemeerkning
Ligningen a-x+b-y+c=0 beskriver en ret linje med normalvektor n =(Z).

5 Eksempel

Linjen givet ved ligningen -3x+y -19=0 har ﬁ:(_?’

1) som en normalvektor.

6 Eksempel
Punktet (-5,4) ligger pa linjen med ligningen -3x +y -19 = 0, fordi koordinaterne
ger ligningen sand:
-3x+y-19=0
-3(-5)+4-19=0
154+44-19=0
0=0
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7 Eksempel
Vi vil gerne finde haeldningskoefficienten for den rette linje / givet ved ligningen
I: 2x + 5y + 14 = 0. Det ger vi ved at isolere y:

S5y=-2x-14
_—2x-14

=77
_2,_ 14

y 5 5

y=-0,4x-2,8

Haeldningskoefficienten er altsé -0,4.

y
8 Seetning ly=ax+b
En linjes haeldningsvinkel, v, er vinklen fra farsteaksen til linjen regnet med
v
fortegn. Om haeldningsvinklen v og haeldningskoefficienten a geelder, at >
a=tan(v) og v=tan'(a) /‘/

9 Eksempel
Linjen med ligningen m: y = 2x - 3 har haeldningsvinklen v =tan™'(2) = 63,4°.

Linjen med ligningen n: y =-0,3x + 1 har haeldningsvinklen v =tan™'(-0,3) = -16,7°.

10 Eksempel

Linjen I med haldningsvinkel v =32° har haeldningskoefficienten a =tan(32°) = 0,62.
Linjen g med haeldningsvinkel v =-85° har haldningskoefficienten

a=tan(-85°) =-11,4.

11 @velse
a. Opskriv ligningen for en ret linje /, der gér gennem punktet P,(2,4), og som har

- -3
normalvektor n= 1

b. Omskriv ligningen fra opgave a) til formen y=a-x + b, og angiv haldnings-
koefficienten.
c. Beregn linjens haeldningsvinkel.

12 @velse
a. En linje er givet ved ligningen 8x - 2y + 3 = 0. Angiv en normalvektor til linjen.
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11.2 Skeering mellem linjer

13 Introduktion

@resundsbroen er en sakaldt skrastagsbro. Vejbanen heaenger i kabler,
som er direkte forbundet til de lodrette pyloner. Kablerne og vejbanen
kan beskrives som rette linjer. Kablerne er fastgjort der, hvor linjerne

skaerer hinanden.

14 Skaeringspunkt mellem to linjer

To linjer, der ikke er parallelle, vil altid have et skaeringspunkt. Skeaeringspunktets
koordinater kan findes ved at lgse de to linjers ligninger som to ligninger med to
ubekendte. Skaeringspunktet kan ogsa findes ved aflaesning med CAS.

15 Eksempel
A Vi vil finde skaeringspunktet mellem linjerne / og m givet ved ligningerne
: -4x+2y+2=0 l:-4x+2y+2=0 ogm: 3x +3y-24=0.
5 Forst isoleres y i ligningen for I:
: | 2y =4x-2
5 3x+3y—24=0 y=2x-1
1

_ Vikan nu indsaette y=2x-1 pay's plads i ligningen for m. Derved far
-1 1234567 5\9'x vi en ligning med kun x som ubekendt.

3x+32x-1)-24=0
3x+6x-3-24=0

9% -27=0
9x =27
x=3

For at finde den tilhgrende y-vaerdi, indsaettes x=3 i y=2x-1:
y=2-3-1=6-1=5
Konklusion: De to linjer skeerer hinanden i punktet (3,5).

16 Vinklen mellem to linjer

Vinklen mellem to linjer kan findes ud fra vinklen mellem deres normalvektorer.
Hvis normalvektorerne ligger pa "samme side” af linjerne, fas den spidse vinkel v.
Hvis normalvektorerne ligger pa "hver sin side” af linjerne, fas den stumpe vinkel w.
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17 Eksempel

Vi vil finde den spidse vinkel mellem linjerne I: x +2y~11=0 og

m: -2x - 5y + 17 = 0. Vi kan aflaese normalvektorer for de to linjer direkte fra lignin-
gerne: 7, =(12) og fi, =(:§). Ved brug af formlen for vinklen mellem vektorer far vi:

o iy . -
(lh‘ i |7 J =175,236°. Vinklen v mellem to vektorer a
0g b kan findes med formlen
Vi har fundet den stumpe vinkel. Den spidse vinkel kan nu beregnes som cos(v) = @ b
v=180°- 175236° = 4,764° ~ 4,8°. -l

Den spidse vinkel mellem linjerne er 4,8°.

18 Seetning Nar skeeringsvinklen mellem to
To rette linjer givet ved ligningerne l: y=ax+b ogm: y=cx+d er linjer er 90°, siger vi at linjerne
ortogonale, hvis og kun hvis a-c=-1. erortogonale.

19 Eksempel

Et forsyningsfirma skal levere gas til en by. De har allerede en gasledning som pas-

serer teet pa byen. De indlaegger et koordinatsystem pa kortet over byen og omegnen.
Enhederne pa bade x- og y- koordinaterne er kilometer. Deres oprindelige gasledning
kan beskrives med linjen I y = 3x og byen ligger i punktet (30,10). For at den nye
gasledning bliver sa kort som mulig, skal den ga vinkelret pd den gamle gas-
ledning. Vi kalder linjen der beskriver den nye gasledning for m: y = ax + b.

4 25 ‘Gasledning I: y=3x
De to linjer er ortogonale, s 3 - a=-1. Nar viisolerer a far vi a=-=-
Ledningen skal ga gennem punktet (30,10), s& ligningen bliver . . Ny gasledning
15 SeQ
-1 ‘s
=X+ = .. B
y=7-(x-30)+10= 3x+3+10 3x+2o o oY
Den nye gasledning kan altsa beskrives med linjen m: y = ?x + 20. 5
For at finde ud af, hvor den nye ledning skal tilkobles den gamle, findes de >

to linjers skeeringspunkt. Det giver (6,18). S0 15202 S0 s X

20 @velse

Betragt linjerne med ligningerne -3x+y + 16 =0 og 6x -3y -30=0.

a. Find linjernes skaeringspunkt ved at lgse to ligninger med to ubekendte.

b. Tegn, med CAS, linjerne i samme koordinatsystem, og find skaeringspunktet
med skaeringsveerktgjet i dit CAS-program.

c. Beregn vinklen mellem linjerne med metoden vist i eksemplerne ovenfor.

21 @velse

Betragt linjen med ligningen I: y = 5x -2. Punktet (2,8) ligger pa linjen.

a. Bestem ligningen for en linje m, der er ortogonal pé /, og som gér gennem
punktet (2,8).
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. 11.3 Afstande

22 Introduktion

| forrige afsnit sa vi et eksempel, hvor et forsyningsfirma skulle konstru-

ere en ny gasledning. Her fandt vi en ligning for den linje, som ledningen
falger. Men hvor lang skal den nye ledning vaere? Hvor lang er den korteste

afstand fra byen og til den oprindelige gasledning?

| dette afsnit skal vi se pa, hvordan man beregner afstande ved hjzelp

y
4 af koordinatgeometri. Vi skal se pé afstanden mellem to punkter og pa
afstanden fra et punkt til en linje.
B(x,.y,)
23 Saetning
A, 5,) Afstanden mellem to punkter A(x,,y,) og B(x,,y,) kan beregnes med formlen:
2 2
> 48] = (. =) + (v, =)
24 Eksempel
Afstanden mellem punkterne A(5,-2) og B(1,9) er
|AB| = J(1=5) +(9 - (—2)) = (—4) +17 = 16 +121 =137 =117
c 25 Eksempel
o £ Figuren viser tvaersnittet af en tagkonstruktion til et hus. Det er indlagt i
et koordinatsystem. Enheden er meter. Vi vil beregne laengden af det skra
F G B speer, der gar meliem punkterne B(8,3) og C(4,5). Vi indsaetter i formlen

1 |BC| = /(4 = 8)" +(5 - 3) = /20 = 4,47.

Det skra spaer skal altsa veere 4,47 meter langt.

v

26 Eksempel
Betragt igen tagkonstruktionen. Punktet E skal ligge midt pa speerret. Det
skal altsé ligge midt mellem punkterne B og C. Koordinaterne ma derfor

vaere gennemsnittet af koordinaterne til Bog C:

E(m&) - E(Q,ﬁ) — E(6,4).
2 2 22

27 Seetning

Midtpunktet M for linjestykket mellem to punkter Alx,,y,) og Bix,.y,)
har koordinaterne

- X, + X, Y.t+Y,
M‘( pI U P )
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28 Szetning (dist-formlen)
Afstanden fra punktet P(x,,y.) til linjen med ligningen I: ax+ by +c=0 er

<

h
dist(p)y <l xtb yi+d /
\/a‘+b2
3
29 Eksempel 247
Afstanden fra punktet P(-2,1) til linjen /: 4x+2y-10=0 er p /,/'
o 1
) 4-(-2)+2-1-10| _|-8+2-10] _|-16| _ 16
dist(P,/ =| . . =——=3,58.
N Jfisra v o >
2 A 12 \3 x
Afstanden er 3,58.

30 Lasning ved konstruktion i geometriprogram

Afstanden fra et punkt, P, til en linje, /, kan ogsa findes ved hjaelp af konstruktion i
et geometriprogram. F.eks. med falgende 4 trin:

1) Indtegn linjen / og punktet P.

2) Konstruer en linje vinkelret pa / og gennem P.
3) Bestem skaeringspunktet mellem de to linjer.
4) Bestem afstanden fra P til dette skaeringspunkt med mélevaerktojet.

31 @velse
a. Beregn afstanden mellem punkterne A(1,5) og B(3,2)
b. Bestem koordinaterne til midtpunktet M af linjestykket fra A til B.

32 @velse
a. Betragt igen tagkonstruktionen. Beregn leengden af det skr spaer, der gar
mellem punkterne C(4;5) og G(5,5;3).

33 @velse

a. Beregn afstanden fra punktet P(3,2) til linjen : —x + 2y + 8 =0 ved hjeelp af dist-formlen.

b. Bestem afstanden fra punktet Q(5,~2) til linjen m: 2x~y + 4 =0 ved hjeelp af
konstruktion i et geometriprogram.

Ya -
25 Gasledning I: y=3x
34 @velse
a. Beregn lengden af den nye gasledning fra introduktionen. Byen har . . Nygasledning
koordinaterne (30,10), og den gamle gasledning har ligningen y = 3x. 15 R -, By
Enheden er km. 10 Te
5
5 10 15 20 25 30 35 X
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11.4 Cirkler 1

§ 35 Introduktion

| Racerbanen Pista di Nardo, som ligger
i det sydlige Italien, er formet som en
cirkel med radius 2 km.

Vi vil i dette afsnit se pa den matema-
A tiske beskrivelse af cirkler. En cirkel er en punktmangde, der opfylder den
W P(x,y) nedenstidende ligning. Punktmaengden er derved kun cirklens periferi og
altsa ikke selve skiven.

36 Seetning
Cirklen med centrum i C(a,b) og med radius r er beskrevet ved ligningen
> x-al+(y-by=r.
37 Eksempel

Cirklen med centrum i punktet C(2,-4) og med radius 7 har ligningen
(x-2)+(y - (-4)*=7"
(x-27+(y+4)’=7
Cirklen kan konstrueres med et geometriprogram, nar man kender centrum og radius.

38 Eksempel
Ud fra cirklens ligning kan vi afleese centrums koordinater samt radius.
Betragt cirklen givet ved ligningen (x + 6)* + (y - 4)* =25

Radius er r=5, fordi vi kan afleese, at r* = 25.
Centrums x-koordinat er a = -6. Det kan vi se, fordi x - a skal veere lig med x + 6.
Det kan kun lade sig gere, nar a = -6.

Centrums y-koordinat er b= 4.

%

h Centrum har altsa koordinaterne (-6,4).

39 Skaering mellem linje og cirkel
En cirkel og en linje kan enten skare hinanden i to punkter, have ét skae-
ringspunkt, eller slet ikke skaere hinanden.
/ Eventuelle skaeringspunkter kan findes ved at substituere linjens ligning
\ ] > ind i cirklens ligning. Det resulterer i en andengradsligning.
40 Eksempel
Vi vil beregne skaeringspunkterne mellem linjen med ligningen: -2x+y +4=0, og
cirklen givet ved ligningen (x - 1)* + (y - 3)* = 25. Farst isoleres y i linjens ligning
y = 2x - 4. Sa substitueres y fra linjens ligning med y i cirklens ligning:
(x-1)*+((2x-4)-3)*=125.
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Det er nu en ligning med kun en ubekendt. Den kan lgses med CAS, eller man kan
reducere udtrykket og lgse det som en andengradsligning:

(x=1)"+(2x-4-3)"=25
(x=1)"+(2x-7)" =25

X+ =21 x+(2xP+7*-2-2x-7=25
X 4+1-2x+4x*+ 49 — 28x =25

X +4x*—2x—-28x+49+1-25=0
5x*-30x+25=0

X —-6x+5=0

Kvadratsaetninger:
P+9’=p*+q*+2pq
og
(p-9’=p*+q°-2pq

Fra sidste til naestsidste linje har vi divideret med 5 pa begge sider af lighedstegnet.
Vi stér nu med en andengradsligning, som vi kan lgse. y
Diskriminanten er d = (-6)>-4-1-5=36-20=16.

7
Diskriminanten er positiv, sa der er to lgsninger, svarende til at der er 6
to skaeringspunkter. Z
10 3
_—-6)t\16_6+4 |33 2
o222, ! -
2

—5—4—&123 5678 X

Lesningerneer x=5 og x=1.

Vi skal nu finde de tilsvarende y-koordinater. De findes med linjens ligning.
Nar x=5, er y=2-5-4=10-4=6
Nar x=1,er y=2-1-4=2-4=-2
Skaeringspunkterne er (5,6) og (1,-2).

y
A
41 Qvelse 4
Racerbanen Pista di Nardo indlaegges i et koordinatsystem, sa banens centrum 3
far koordinaterne C(3,3). Enheden pa koordinaterne er km, sé radius er r=2.
I . 2
a. Opskriv ligningen for den cirkel, som banen udger.
En vej krydser banen. Vejen kan beskrives ved den rette linje med ligningen 1
I: 2x - 5y + 3 = 0. De to steder, hvor vejen og banen skaerer hinanden, >
1 2 3 4 5 6 X
er der en tunnel under racerbanen.

b. Bestem koordinaterne til de to tunneler. Brug ligningslgseren i dit CAS-program.
¢. Konstruer situationen med dit geometriprogram, og afleaes skaeringspunkterne
med det indbyggede skaeringsvaerktaj.

Scan QR-koden for at se hints til lasningen.

42 @velse

En cirkel har centrum i C(2,-1) og har radius r= 5.

a. Opskriv en ligning for cirklen.

En linje / har ligningen I: -x+y+4=0

b. Bestem, uden brug af CAS, koordinatseettet til hvert af skaeringspunkterne
mellem linjen og cirklen.
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11.5 Cirkler 2

43 Introduktion

Vejsving konstrueres som cirkelbuer.

En cirkelbue er en del af en cirkel. For og
efter svinget er vejen en ret linje. For at
svinget foles behageligt, er det vigtigt,

at de rette linjer er tangenter til cirklen.

44 Definition
En tangent til en cirkel er en ret linje, som rerer cirklen i netop ét punkt.

45 Eksempel

Linjen med ligningen 2x-y + 1 =0 er tangent til cirklen med ligningen
{x-3)*+(y-2)*=5. Se figuren.

Man kan tjekke, om en linje er tangent til en cirkel, ved at beregne afstan-
den fra linjen og til cirklens centrum. Hvis der er tale om en tangentlinje,
vil denne afstand jo netop vaere cirklens radius.

Fra cirklens ligning kan vi aflaese, at centrum har koordinaterne C(3,2),

og atradiuser r= V5. Vi tjekker:

dist(P’[)=|2._32—_1_itﬂ=|_6__2—+1|=_|§_|.=i=M=,\/§

Vi ser, at afstanden netop er radius.

Ligning for linje med normalvektor 46 Eksempel
ﬁ=(z) gennem punktet Plx, ) Betragt cirklen med centrum C(-4,1) og radius r= J1o.

Punktet P(-1,2) ligger pa cirklen. Vi snsker at finde en ligning for tangenten
alx-x) +bly-y)=0.

til cirklen i punktet P. For at bestemme ligningen for en linje skal vi bruge

en normalvektor til linjen samt et punkt pa linjen.

Punktet P ligger pa tangenten, sa vi mangler kun at finde en normalvektor.
Vi kan bruge en hvilken som helst vektor, som er vinkelret pa linjen, sa vi
kan bruge vektoren, der gar fra punktet P til C:

re-(12:7)-(5)
Vi kan nu indseette i linjens ligning

alx—x,)+b(y—y,)=0
=3(x—(-M+(-1(y-2)=0

-3(x+0)—(y-2)=0

1 x -3x-3-y+2=0

P(-1,2)

-3x-y-1=0

Tangentens ligning er —-3x-y-1=0.
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47 Losning ved konstruktion i geometriprogram

Folg eksempelvis disse 4 trin:

1) Indtegn en cirkel med C(-4,1) og r=+/10, og afsat punktet P(-1,2).
2) Konstruer linje gennem C og P.

3) Afseet en vinkelret linje til CP, der gar gennem P. Dette er tangenten.
4) Benyt programmet til at bestemme ligningen for den fundne tangent.

48 Omskrivning af cirklens ligning
Ligningen x* - 6x +y* + 8y + 16 = 0 beskriver ogsa en cirkel. Vi kan nemlig om-
skrive den til formen (x - a)*+ (y - b)> = r* ved at bruge kvadratsatningerne

Kvadratsaetninger:
p+9°=p’+q’+2pq
og

baglaens. Vi genkender leddene —-6x og 8y som de dobbelte produkter og kan P-9’=p +q*-2pq

nu lave omskrivningen.

X' —6x+y*+8y+16=0

=23 x+3-F+y’+2-y-4+4°-4°+16=0
(x=3P2-9+(y+472-16+16=0
(x-3V+(y+47=9

Fra ligningen kan vi nu se, at der er tale om en cirkel med centrum i (3,-4) og med
radius 3. Omskrivningen kan ogsa udferes med CAS. | nogle veerktgjer f.eks. med
kommandoen

CompleteSquare(x®> — 6x + y*+ 8y + 16 = 0,x, y)

49 Eksempel

Ligningen x*+ 2x+y* -4y +15=0 er ikke ligning for en cirkel. Den kan omskrives til
(x+ 1)*+ (y - 2)* = =10, s& det, der skulle svare til r*, er altsa -10.

Eller sagt p& en anden made. | ligningen (x+ 1)*+ (y - 2)>=-10 er det, der star pa
venstre side af lighedstegnet, positivt, mens det, der star pa hgjre side, er negativt.
Det kan ikke lade sig gere, sa der er ingen lgsninger til ligningen.

50 Qvelse

En cirkel er givet ved ligningen (x - 2)*+ (y - 3)* =5, og punktet P(1,5) ligger pé cirklen.

a. Bestem ligningen for en tangent til linjen i punktet P, uden at benytte et geometri-
program.

b. Tjek din lgsning ved at beregne afstanden fra centrum til din tangentlinje.

c. Bestem ogsa tangentens ligning vha. et geometriprogram.

51 @velse

En cirkel er beskrevet ved ligningen x* + 2x+ y* -4y = 11

a. Omskriv ligningen, s& den er pa formen (x-a)’+ (y - b)Y’ =r
b. Angiv cirklens radius og koordinaterne til centrum.
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11.6 Retningsvektor og
parameterfremstilling

52 Introduktion

Den Transaustralske jernbane har en streekning pa 477km, hvor banen er en ret
linje. Et bestemt tog kerer med konstant hastighed pa denne streekning. Hastig-
hed kan beskrives som en vektor, den har nemlig bdde en starrelse og en retning.
Hvis man kender togets position til et bestemt tidspunkt, og hvis man kender
hastighedsvektoren, kan man beregne togets position resten af tiden.

53 Eksempel

Toget fra introduktionen befinder sig, til tiden t =0, i punktet med koordinaterne
P(5,1) og har hastighedsvektoren 7 = (;g
og hastighedsvektoren har enheden meter pr. sekund. Hver gang der gar ét

. Enheden pa koordinaterne er meter,

sekund, har toget bevaeget sig én hastighedsvektor frem.

y Efter 1 sekund er positionen
A /
100 , Y L q.(10) _(5+10)_(15
= é t=3.position (35,91) 1 30 1+30 31/
80 r ,l
60 # t=2position (25,61) Efter 2 sekunder er positionen
wl )/ (5) Yy (10) _ (5+2o) _ (25)
» t=1.position (15,31) 1 30 1+60 61)°
20{
" t= 0. position (5,1) . Efter 3 sekunder er positionen
20 |" 20 40 60 8 100 X (5) ‘3 (10) (5+30) (35]
-20 . = = .
’/ t=-1. position (-5,-29) ! 30 1+90 o
-40
Punkterne ligger alle pa en ret linje. Se figuren.
Vektoren fra Origo 0(0,0) til et En stedvektor for togets position efter t sekunder kan beregnes som
punkt P(x,,y,) kaldes punktets (X) _ (5) ¢. (10)
stedvektor. Stedvektoren har y ! 30
samme koordinater som punktet En sédan made at fremstitle en ret linje kaldes en parameterfremstilling.
5 = (Xo) Hastighedsvektoren kaldes en retningsvektor.
o
54 Saetning

Linjen /, som gar gennem punktet P(x,y,), og som er parallel med

= _[h
kan en linje konstrueres ud fra to vekforen:fi= (rZ

punkter. De to punkter kan bereg- I (x) 2 (xo) o (r‘)
nes med parameterfremstillingen. “\y Yo L)’

2
Tallet t kaldes parameteren og gennemlgber alle reelle tal.
= "
Vektoren F = (r‘

2

| et geometrisk vaerktgjsprogram
), er beskrevet ved parameterfremstillingen

) kaldes en retningsvektor for linjen.
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55 Eksempel
Vi ensker at finde en parameterfremstilling for linjen, der gar gennem de

to punkter P,(~1,5) og P,(4,3). For at opskrive en parameterfremstilling skal
vi bruge et punkt pa linjen og en retningsvektor. Vi vaelger punktet P,.Som
retningsvektor kan vi bruge en hvilken som helst vektor, som er parallel

4‘(‘1)) = (_g) . Med dette bliver

med linjen. Her kan vi bruge vektor PP, = ( 3-5

parameterfremstillingen

(5)-03)(
= +t- . >
y 5 -2 -6-5-4-3-2-1 [ 12345678 x

Al

- N WwShH e
iy
)

56 Eksempel
Vi gnsker at opskrive en ligning for linjen givet ved parameterfremstillingen

()= (3)

Vi skal bruge et punkt pé linjen samt en normalvektor. Vi kan aflaese fra para-
meterfremstillingen, at punktet P(3,4) ligger pé linjen. Vi kan ogsa aflase, at

retningsvektorener r = (_‘; - Vi kan finde en normalvektor ved at tage tveer-
vektoren til retningsvektoren: 7i=f= (—(_i)) = (i)

N /
—Nwauh S oo

Ligningen bliverda 2 (x-3)+4-(y-4)=0. 12345678091

57 Eksempel
Vi gnsker at opskrive en parameterfremstilling for linjen med ligningen

3
Vi kan finde en retningsvektor som tvaervektoren til normalvektoren:

-2 (-3
F=n= (_2).
Hvis x =0, bliver y = -2, s& punktet (0,-2) ligger pa grafen. Med dette

bliver parameterfremstillingen: (;) = (_g) +t- (:;)

-2x + 3y + 6 = 0. Normalvektoren aflaeses til A = (_2).

58 @velse
a. Opskriv en parameterfremstilling for linjen gennem punkterne P.(1,4) og P,(3,2).
b. Opskriv en ligning for linjen givet ved parameterfremstillingen
xY_ (-5 (8
()-C2)+()

¢. Opskriv en parameterfremstilling for linjen givet ved ligningen 2x -5y + 15 =0.
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11.7 Skeeringspunkter og
skaeringstidspunkter

59 Introduktion
Ved hjeelp af parameterfremstillinger kan vi ikke blot bestemme koordina-
terne til et skaeringspunkt, men vi kan ogsa modellere, hvorndr to objekter

{fx et tog og en bil) befinder sig i skaeringspunktet.

60 Eksempel
Parameterfremstillingen

(Y (100) L, (20
m:, )= 10 +te| g
beskriver positionen af en bil pa en lang lige vej, som skaerer jernbanen fra forrige af-

snit. Vi ensker at finde koordinaterne til skeeringspunktet mellem vejen og jernbanen.

Jernbanen er beskrevet med parameterfremstillingen /: (i) = (15) +s- (;g)

Bemaerk, at vi har &ndret navnet pa parameteren.

Ved skeeringspunktet er koordinaterne ens. Vi kan finde skaeringspunktet ved at saette
parameterfremstillingerne lig hinanden:

(oo o)+ ()

s 100 — 20t) (5+10s
1001 =
10 + 6t 1+ 30s
80
6 Det giver os to ligninger med to ubekendte - en for hver koordinat:
Tt/ (164:35,) 100 - 20t =5 + 10s

20 Bilen til t=0 10+ 6t=1+30s
Toget til t=0
20, V' 20 40 so so 100 X  Ligningerne kan lgses med CAS.
_’/ Ligningerne har lgsningerne t=4,18 og s=1,14.
For at finde skeeringspunkternes koordinater, indsaettes t=4,18 i
- parameterfremstillingen for m:

I nogle CAS-veerktgjer kan to x) _ (100 \ 418 -20)_ (16,4

ligninger med to ubekendte lgses y) 10 20 6) T35

med kommandoen Skeeringspunktet har koordinaterne (16,4;35,1).

solve (l} 8°+'6fO=t 1=+53*(')51 os],{t,s}) Bilen er ved skaeringspunktet efter 4,18 sekunder, og toget er ved skae-
ringspunktet allerede efter 1,14 sekunder.

61 Eksempel
Vi vil bestemme skaeringspunktet mellem linjerne / og m, hvor | er givet ved en ligning
og m er givet ved en parameterfremstilling. Vi har

X 4 1
l: 4x+3y-11=0 og m: (y)=(—3)+t'(—1)'
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Parameterfremstillingen kan skrives op som to udtryk. Et for x og et for y:
X=4+t-1=4+t
y=-3+t-(-1)=-3-t

Disse to udtryk kan indsaettes pa x og y's plads i ligningen for /. P4 denne m&de frem-

kommer en farstegradsligning med kun t som ubekendt. Ligningen kan lgses ved at

isolere t
4x+3y-11=0

4-4+1)+3-(-3-)-11=0
16+4t-9-3t-11=0
-4+t=0

t=4

Skaeringspunktets koordinater findes ved indsettelse af t=4 i parameterfremstillingen:

B)=(3)r 4 ()=(30)-0)

De to linjer skaerer hinanden i punktet P(8,-7).

62 Eksempel
Vi vil bestemme skaeringspunkterne mellem linjen / og cirklen C, hvor

I: (;):(j)+t~(_:) og C: (x-1+(y-2°=2.

Parameterfremstillingen giver os falgende om x og y:
Xx=4+tog y=-1-t

Disse to udtryk indszettes i cirklens ligning:
((A+0-1) +((-1--2)°=2.

Det er en andengradsligning med Igsningerne t=-2 og t = -4.

Ved indseettelse i parameterfremstillingen, finder vi, at det svarer til
punkterne (2,1) og (0,3). Scan QR-koden for at se flere detaljer.

63 Dvelse
a. Bestem skaeringspunktet for de to linjer, som er givet ved parameterfremstillingerne

H()=(a) e () o m () ()= ) -

64 @velse

. . X -6 4
To linjer /og m er givet ved I: 5x -2y =0 og m: (y)=( ) + t-( )
a. Bestem de to linjers skaeringspunkt.

65 @velse
a. Bestem skeeringspunkterne mellem linjen / og cirklen C, hvor

I:(;)=(;)+t'(_l) og C: (x-1)*+y'=8.
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11.8 Beviser 1

66 Introduktion

| afsnittet her skal vi bevise saetninger om linjer og linjers haeldning. Vi skal bl.a.

se naermere pa, hvordan den trigonometriske funktion tangens kan bruges til at
knytte en linjes heeldningskoefficient til dens haeldningsvinkel.

Derved skal vi ogsd rundt om en raekke trigonometriske begreber og indsigter, om
retvinklede trekanter og om to overgangsformler om sinus og cosinus, som bedst
kan forstas ud fra enhedscirklen.

[2 Saetning]
Linjen / som gér gennem punktet P,(x,,y,), 0g som er ortogonal

- _fa T
Skalarproduktet af to vektorer med en vektor 7t —(b) er beskrevet ved ligningen

a q, b b,

a=(a2 o9 b=(bz) beregnes la-k-x)+b:(y-y)=0.
som

d-b=ab, +a,b,.

Vektoren h’=(Z) kaldes en normalvektor til linjen.

/A 67 Bevis for seetning 2
Lad P(x,y) vaere et vilkarligt punkt pa linjen (et sdkaldt lgbende
punkt). Vektoren E,—P fra P, til P er parallel med linjen og derfor
. ortogonal pd normalvektoren 7. Se figuren. Nar vektorerne er
kP POt ortogonale, ved vi, at deres skalarprodukt giver nul.
— Pix.y) P

* ()(yyjz

a-(x—=x,)+b-(

To egentlige vektorer d@ og ber

L Dette er netop linjens ligning.
ortogonale, netop nér d- b =0. P gning

[8 Saetning]

En linjes haldningsvinkel, v, er vinklen fra forsteaksen til linjen
regnet med fortegn. Om haldningsvinklen v og haeldnings-
koefficienten a geelder, at

a=tan(v) og v =tan (a)
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68 Bevis for seetning 8
Vi deler beviset op i tre tilfelde: Linje med positiv haldning, vandret linje
og linje med negativ haldning:

Positiv haeldning: a > 0.

Heeldningskoefficienten er netop defineret som andringen i y-koordinaten,
nér x-koordinaten far en tilvaekst pa 1. Det giver os en retvinklet trekant,
som er tegnet med rgd.

Ved at bruge tangens for retvinklede trekanter, far vi tan(v) = Ta’ som kan
forkortes til tan(v) = a.

Vinklen ligger i intervallet 10;90I, s& nar tan(v) = a, kan vi finde vinklen
som v =tan'(a).

Vandret linje: a=0.
Hvis linjen er vandret, er haldningsvinklen v =0°. Da tan(0) = 0, gaelder
formlen ogsa i dette tilfaelde.

Negativ haeldning: a < 0.

Farst skal vi en lille tur omkring enhedscirklen, som vi 0ogsa beskeeftigede
os med i Kernestof 1. Ud fra enhedscirkelen i margenen kan vi se, at
sin(-v) = -sin(v) og at cos(-v) = cos(v). Det giver os falgende om tangens:

sin(-v) _ —sin(v) _ _ sin(v) _

tan(—v) = cos(—v) - cos(v) - cos(v)

—tan(v)

Heraf kan vi konkludere, at hvis vi tager tangens til en negativ vinkel, far vi
et negativt tal, sa leenge vinklen ligger i intervallet 1-90;0[. Omvendt vil
tan'(a), hvor a er en negativ heaeldning, ogsa give en negativ haeldnings-
vinkel. Formlen gzelder altsa ogsa for negative haeldningskoefficienter og
negative haeldningsvinkler.

Hermed er seetningen bevist.

69 @velse

Tangens i retvinklet trekant.

tan(v) = %

a. Skriv begge beviser ned pa papir, og forklar udregningerne og reesonnementerne

med egne kommentarer rundt omkring.

p
)/
A
ly=ax+b
a
v »
1 X
A
y
A
1
sin(V) + = = = =
1
1
1
|
Y col§(v) R
-1 - ! Tx
cc{s(—v)
'
]
1
sin(-v) ¢ = = = =
-1
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11.9 Beviser 2

70 Introduktion

I afsnittet her skal vi bevise saetningen om, at hvis to linjer er ortogonale, sa vil
produktet af deres haeldningskoefficienter give —1. Derudover vil vi udlede linjens
parameterfremstilling.

[18 Saetning]
To rette linjer givet ved ligningerne I: y=ax+b ogm: y=cx+d er
ortogonale, hvis og kun hvis a-c=-1.

| beviset bruger vi falende:

71 Bemzerkning
Linjen givet ved ligningen y=ax+b har 7 = (L) som en retningsvektor.

v

72 Bevis for saetning 18

Beviset deles op i to.

Forst vil vi bevise, at hvis linjerne er ortogonale, sG medfarer det, at

a-c =-1.Dernast vil vi bevise, at hvis a-c¢ = -1, sd medforer det,
ky=ax+b at linjerne er ortogonale.

.. . ~_(1
Uanset, om linjerne er ortogonale eller ej, er vektoren 7, = (a) en

retningsvektor for /, og vektoren 7, = C) en retningsvektor for m.

Farste del:
Vi antager, at linjerne l: y=ax+b ogm: y =cx+d erortogonale.

Hvis linjerne er ortogonale, ma deres retningsvektorer ogsa veaere orto-
gonale. Det betyder, at retningsvektorernes skalarprodukt giver nul:

Vi har nu vist, at hvis linjerne er ortogonale, er a-¢c =-1.
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Anden del:
Viantagernu,at a-c =-1.

Vi vil beregne retningsvektorernes skalarprodukt:

7a=(o)(0)
=1-1+a-c
=1+a-c
=1+(-1)
=1-1
=0
Skalarproduktet er nul, s vektorerne er ortogonale. Hvis retningsvektorerne
er ortogonale, ma linjerne ogsa vaere ortogonale.

Vi har vist, at hvis a- ¢ =-1, er linjerne ortogonale.

[54 Seetning]

Linjen / som gér gennem punktet P(x,,y,), og som er parallel med
vektoren 7 = (f

2

(Gl

Tallet t kaldes parameteren, og gennemlgber alle reelle tal.
2, n
Vektoren 7 = (r'

2

) er beskrevet ved parameterfremstillingen

) kaldes en retningsvektor for linjen.

73 Bevis for seetning 54

Lad P(x,y) vaere et lgbende punkt pa linjen. Vi ved, at punktet P(x,.¥,) ligger
pa linjen, sa vi kan danne en vektor R,—P, som er parallel med linjen. Nar E’,—P
er parallel med linjen, er den ogsé parallel med linjens retningsvektor 7.
Dvs. der eksisterer et tal t, sa R,—P =t-r.

OP = (;) er stedvektor for punktet P, og O—F:, = (;:) er stedvektor for
punktet P,. Se figuren.

Vi kan nu opskrive falgende vektorsum:

OP = OP, + PP
OP=0P, +t-F
()-G)+= ()
y Yo h

Det sidste er netop linjens parameterfremstilling.

Hvis to vektorer @ og b er parallelle,
eksisterer der et tal t,s& d=t- b.

y
A
T
RP P(x.y)
(AL WA}
17 op
OR,
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11.10 Beviser 3

74 Introduktion
| dette afsnit vil vi bevise formlerne for afstanden mellem to punkter og afstanden
fra et punkt til en linje. Derudover vil vi udlede cirklens ligning.

[23 Szetning]
Afstanden mellem to punkter A(x,,y,) og B(x,,y,} kan beregnes:

|AB| = \/(Xz - )(1)2 & (,Vz = y‘)z'

75 Bevis for seetning 23
Vi laver en vektor fra punktet A til punktet B:
yT (x2 - x1) Ya
Y.~ W )
Afstanden mellem punkterne er netop

Blx,.y,)

~ (a leengden af denne vektor: AB
Laengden af en vektor d = a‘) kan

beregnes med formlen ’ |81 =48]
lal = \Ja?+ a? =\/(X2—X1)2+(y2—y1)2. A,y
1 2

Det var netop, hvad vi skulle vise. X

v

[36 Satning]
Cirklen med centrum i C(a,b) og med radius r er beskrevet ved ligningen

(x-a)+(y-bl=r.

76 Bevis for seetning 36
. Betragt et lebende punkt P(x,)) pa cirkelperiferien.

o<

Pixy) Afstanden | PC| mellem dette punkt og centrum C(a,b) mé netop veere
radius r.

Vi indsatter i afstandsformlen:

|PC|=\/(x—a)*+ (y—b)
r=\(x—a)’+(y-b)

r’=(x—a)+(y-by.

v

Vi er kommet frem til cirklens ligning, og beviset er dermed slut.

[28 Seetning (dist-formlen)]
Afstanden fra punktet P(x,,y,) til linjen med ligningen I: ax+ by +c=0 er

la-x,+b-y+

dist(P,l) =
a+ b’
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Toa
77 Bevis for seetning 28 Px,.¥,)
Den sagte afstand er afstanden vinkelret fra P til linjen. Denne af- s
vd
stand er markeret med d pé figurerne. ¥

Ud fra linjens ligning kan vi afleese, at linjen har vektoren A=[9
b lax+by+c=0

som en normalvektor. Derudover valger vi et vilkarligt punkt P,(x ,y)

pa linjen. Begge dele er tegnet ind pé figur 2. >

v

A<\

Vi laver nu en vektor PP fra punktet pa linjen og til punktet P. Den- 2

ne vektor er indtegnet i figur 3 og har koordinaterne PP = (’ﬂ - Xo).
_ Yi= Yo
Til sidst indtegner vi projektionen af AP pd normalvektoren 7.

Ved indszettelse i formlen for projektionen fs E’,Tﬁ',, = % -n
n

lax+by+c=0
Laengden af denne projektion mé netop veere den sggte afstand.

R
Resten af beviset gar ud pa at beregne laengden af denne projektion. —> >
|P—P. — |’?° ) ﬁl
. |5l Projektionen af vektor ¥ pa vek-

(x‘ - xo) ) (a) tor w kan beregnes med formlen
Yi—Yo b

Ny CRNFe

_ |(x, = x,)-a+(y,~y,)-b| Leengden af projektionen er
\/az +b == [v-w
_ |ax, — ax, + by, — by, | W Wl
Jai+ b’

Punktet P,(x,,y,) ligger pé linjen, s& koordinaterne opfylder linjens
ligning:

<

ax,+by,+c=0
Viisolerer c: ¢ = -ax - by,

Ved at samle leddene -ax, og -by, kan vi se, at vi kan substituere med c.

_ lax,+ by, - ax, — by,|
\/aZ +b?
_ax,+ by, + |
Ja' + b

Da laengden af projektionen netop er den sagte afstand, har vi vist

P,

n

la-x,+b-y+

\Jai+ b’

dist(P,/) =
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