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« Brandstofforbruget i en bil er en funktion af, hvor hurtigt bilen kerer.

« Varmetabet fra et hus er en funktion af temperaturforskellen mellem inde
0g ude.

« Opfattelsen af lydstyrke fra en lydkilde er en funktion af, hvor langt vi
befinder os fra lydkilden.
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7.1 Sammenhaenge Aa

1 dagligdagen er vi omgivet af sammenhange. Daggry, tidevand og
lufttemperatur haenger sammen med tidspunktet pa degnet.

Det, vi skal betale for maelken, afhanger af, hvor mange liter maelk vi keber og
selvfelgelig ogsa af prisen pr. liter.

Fzelles for disse sammenhaenge er, at den ene sterrelse (daggryet) afhaenger af
den anden (tidspunktet). Men den anden afhanger ikke af den ene! Tidspunktet
afhanger ikke af daggryet.

Der er altsa tale om en afhaengig og en uafthangig sterrelse.

Feelles for ovennaevnte faanomener er ligeledes, at der ved én uafhangig

starrelse kun er én afhangig sterrelse:

Vﬁr(a‘wl

Vi betragter endnu en gang sammenhangen mellem en afhangig og en
uafhaengig starrelse. I stedet for ordet starrelse vil vi bruge ordet variabel.

Nar tiden varierer, sa varierer vandstanden ved havet ogsa.
Hvis vi varierer indkebet af maelk, vil det beleb, vi skal betale, ogsa variere.
Saledes bliver en uafhangig sterrelse til en uafhaengig variabel.

En afhangig sterrelse bliver til en afhangig variabel.



Eksempel 7.1.1.1

Hvis man hzalder vand i en lodret stdende
cylinder, vil vandmangden i cylinderen afhange
af, hvilken hejde, h, man fylder til. Se tabel
7.1.1.1.

I dette tilfaelde er der frit valg med hensyn til,
hvilken variabel vi vaelger som afhangig og
uafhangig variabel. Vi kan fx betragte hejden h
som en uafhangig variabel. Vandmangden er da

afheengig af fyldningshejden.
Cylinderens grundfladeareal er T = 0,5m?. Vi Fgeer 7111 Cylindar
kan opstille en tabel, der viser sammenhangen medvaske
mellem hejden h og vandets rumfang V.
h V=05m? h
0,1m 0,05 m?
0.2m 0,10 m?
03m 0,15 m3
0,4 m 0,20 m?

Tabel 7.1.1.1 Sammenhangen mellem vandstand (hejden h) og rumfang V

Vi ser, at hejden kan varieres frit. Den er uafhangig - i hvert fald indtil
cylinderen er fyldt. Rumfanget er afhangigt af hejden.
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I matematikken omtales en sammenhang mellem to sterrelser ofte somen
funktion. Tidevandet er en funktion af tiden. Lufttrykket i atmosfaeren afhanger
af hejden overjordoverfladen. Vi siger, at lufttrykket er en funktion af hejden.

Med udgangspunkt i 7444 vil vi opstilleen funktion, ogsa kaldet et
funktionsudtryk, der beskriver sammenhangen mellem vandets rumfang V og
hejden hiicylinderen? For nemheds skyld er enheden (m?) udeladt:

V(h)=05-h
"Rumfanget som funktion af hejden er lig med 0,5 multipliceret med hejden”.

Ved hjalp af funktionsudtrykket kan vi beregne vaerdierne i tabel 7.1.1.1. Vi
indsaetter vaerdier for den uafhangige variabel, h:

X ~verd ™) V(0,1)=05-01 <
indsat v(0,1) = 0,05

Vardien af den uafha@ngige variabel'er0,1. Da er vaerdien af den afheengige
variabel 0,05.

V(0,2) =0,5-0,2 &
V(0.2) = 0.1

Vaerdien af den'uafha@ngige variabel'er0,2. Da er vaerdien af den afha@ngige
variabel 0,1. Osv.

Vivil i dette kapitel ofte anvende betegnelsen *x"fordenuafhaengigevariabel.
Den afhaengigevariabel betegnes:f(x), som udtrykkes™fafx™ Hvis der er flere
forskellige funktioner, kan disse beskrives med forskellige betegnelser, g(x), h(x)
osv.



Vi kan definere en funktion som:

En funktion forstas som en beskrivelse af sammenhangen mellem en
uafhaengig variabel x og en afhangig variabel f(x).

Det galder, at der til én vaerdi af den uafhaengige variabel x kun findes én
veerdi af den afhangige variabel f(x).

Ofte anvendes ordet *regneforskrift” eller bare "forskrift" om en funktion.

I forbindelse med grafisk afbildning afbildes den afhaengige variabel pa y-aksen.
Derfor betegnes en funktion ofte som:

y = f(x) /- (ﬂ,kj,\

Vi taler derfor omex=veerdierogtilherende y-veerdier.

Galsk  of b{ldnfna/

Vi kan vise en given sammenhang i et koordinatsystem. Herved far vi en
overskuelig repraesentation af sammenhangen mellem to variable.

Pa figur 7.1.3.1 ses en grafisk afbildning af vandstanden ved Esbjerg, den 23.
april 2007. Tidsrummet fra klokken 00:00 til klokken 24:00 aflases pa den
vandrette akse. Vandstanden aflaeses pa den lodrette akse.

4Hojde Vandstand Esbjerg 23/4 2007
100

50

Tid
=150 + 4
00:00 12:00 24:00
Figur 7.1.3.1 Vandstanden ved Esbjerg som funktion af tiden




Eksempel 7.1.3.1

Vardierne i tabel 7.1.1.1 kan ogsa vises i en grafisk afbildning. De
uafhangige vardier afszttes som regel pa den vandrette akse (x-aksen).
De afhangige vaerdier afszettes pa den lodrette akse (y-aksen). Se figur
7.1.3.2. Tabel 7.1.3.1 benavnes af og til som et "sildeben".

h V=05m?h
3 .
01m 0,05 m ~ (0,100 5)
0,2 m 0,10 m3 P4
0,3m 0,15 m3 x )
0,4m 0,20 m3
Tabel 7.1.3.1
-~ V
0,25
0,20 1 L
0,15 @
0,10 t L 2
0,05 ®
h
0 0,1 0,2 03 0,4 05

Figur 7.1.3.2 Veerdier fra tabel 8.2 afsat i koordinatsystem

Vi kan godt fornemme, at punkterne ligger pa linje. Ved at forbinde
punkterne som pa figur 7.1.3.3 fas den grafiske afbildning af funktionen:



Vi kan godt fornemme, at punkterne ligger pa linje. Ved at forbinde
punkterne som pa figur 7.1.3.3 fas den grafiske afbildning af funktionen:

»

v
025 , : , ——
0,20 P ey
0,15 4 ST & - i
0,10 e
005| .~
h,
0 0,1 02 03 04 05

Figur 7.1.3.3 Punkterne fra figur 7.1.3.2 forbundet

Eksempel 7.1.3.2

En bil kan lejes under felgende betingelser:

» Leje pr. dag: 650 kr.

» Derudover 2 kr. pr. kert kilometer.

Vi vil opstille en forskrift (funktion), der beskriver sammenhangen mellem
det, vi skal betale, og antal kerte kilometer. Vi vaelger antal karte kilometer
som den uafhangige variabel x. Det, vi skal betale, er jo en funktion af

antal kerte kilometer. Funktionen kalder vi f(x):

) -



Vi kan nu beregne, hvad det koster at kore f.eks. 100 km. Vi skriver:

Ligesom i eksempel 7.1.3.1 kan vi lave en tabel (et sildeben) og tegne en
graf.

Pa figur 7.1.3.4 er f(x) afbildet, og vi kan aflaese, at det vil koste 850 kr. at
kere 100 km.

Vi kan ogsa bruge funktionen baglaens: Hvor langt kan vi kere for 1000 kr.?
Det betyder, at funktionsvaerdien (den afhangige variabel) er kendt, og vi
skal beregne den uafhangige variabel ved at lese en ligning:

Vi kan altsa kare 175 km for 1000 kr.

L

850

88888888
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Figur 7.1.3.4 Grafisk afbildning af sammenhaengen mellem pris (X)
og kerte kilometer (y)

Med fremkomsten af computer og lommeregner er man stort set gaet bort
fra at lave "sildeben", inden funktionen afbildes.



Opgave 7.1.1

En bil ruller af sted pa landevejen. Den uafhangige variabel x betegner
tiden i timer.

f(x) betegner, hvor langt bilen kerer (malt i kilometer).
Bilen kerer med en konstant hastighed pa 75 km/t.

1. Hvilket af felgende 3 funktionsudtryk beskriver, hvor langt bilen

karer?
a.f(x)=2
b. f(x)=75—-x
. f(x)=75 x

Opgave 7.1.2

1. Beregn, hvor langt bilen fra opgave 7.1.1 har kert i lebet af 4 timer.

P& et tidspunkt er f(x) = 138.

2. Hvilken veerdi har x?

3. Hvad er denne veerdi et udtryk for?
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1. Hvilke af figurerne nedenfor viser det grafiske billede af en funktion
y="f(x)?

w

A
B
y -~ y
\ /
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X:
C
D
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Ved en definitionsmangde forstas den mangde af tal, der kan anvendes
som uafhangig variabel i en funktion. Definitionsmangden betegnes
Dm(f).

Ved en vaerdimangde forstas den mangde af funktionsvaerdier, der
fremkommer ved gennemleb af definitionsmaengden. Vardimangden
betegnes Vm(f).

Hj&\q? me meh  had ol Vo.d#d,u’

Nar vi taster et tal ind pa lommeregneren og trykker pa x?-tasten, kvadreres
tallet. Det kan vi skrive som en funktion:

f(x) = x
Vi kan indsatte:
f(-5)=(-5)° =25

f(0) = (0)° =0
f(2.5)=(25)® =625

OsVv...

Vi bemaerker, at bade positive og negative tal giver en vaerdi. Det betyder, at vi
kan bruge alle reelle tal som uafhangig variabel i funktionen f.

Hvis vi prever med en anden funktion:

g(x) = vx

opdager vi, at negative tal giver fejl. Vi kan altsa kun anvende positive tal og 0
som uafhangig variabel. Der er med andre ord en begraensning i de tal, vi kan
tillade os at anvende som uafhangig variabel. Denne begransning er
selvfolgelig afhaengig af funktionsforskriften.



Eksempel 7.1.4.1
En funktion:
f(x)=2-x+1
Den storst mulige definitionsmangde er alle reelle tal:
Dm(f) =R
Den tilherende vaerdimaengde er ogsa alle de reelle tal:
Vm(f) =R
Vi vil nu indskraenke definitionsmangden til:
Dm(f) = [-2:3]

Vaerdimangden kan nu findes ved at lave en tabel:
X =2 -1 0 1
f(x)=2-x+1 -3 -1 1 3

Tabel 7.1.4.1 Vaerdimangden af en raekke x-vaerdier for funktionen
f(x)=2-x+1

Ved hjeelp af tabellen vil vi fastsla, at:



Useoael”
EHU%?&C( @n 24 /o e f(x):xl

Ved at se pa den grafiske afbildning af funktionen, figur 7.1.4.2, far vi et
indtryk af definitions- og vaerdimangde:

Ay

N WA n

v

Figur 7.1.4.2 Grafisk afbildning af funktionen
f(x).

Definitionsmangden Dm(f) er givet som alle reelle tal undtagen 0. Vi kan

ikke dividere med 0:
Dm(f) = .

Veerdimangden Vm(f) er ogsa alle reelle tal frataget 0. Vi skriver:

vm(f) =.
o

For alle evrige funktionsvaerdier vil ligningen have en lasning.

ikke har nogen lesning.



Yoelse

W Opgave 7.1.5
Pa figuren ses det grafiske billede af funktionerne fi(x) og f(x).

1. Angiv ved aflaesning definitions- og vaerdimangde for de to

funktioner.
sy
10
9
8
7 fi(x)
o I
54 5
4 4
3 3
2 2 f(x)
14 1 \/\
X X
2 - 12 3 1234567829

v";\)
Opgave 7.1.6

Afbild funktionerne nedenfor i hver sit koordinatsystem. Angiv definitions-
og vaerdimangde for funktionerne.

1.A(x)=2-x+4

2.H(x)=vx—-1
3. f3(x) = V1 —x2
4. f4(X) = 2

1-x2
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f er voksende i et interval, hvis x; < x2 = f(x) < f(x2).
f er aftagende i et interval, hvis x; < x2 = f(x1) > f(x).
f er konstant, hvis f(x) = k i hele definitionsmangden.

f kaldes monoton, hvis den er enten voksende eller aftagende i hele
definitionsmangden.

Et monotoniinterval for f er et interval, hvori f er monoton eller konstant.

flxr) flxq) §= flxp)
1 ' 1
fix) fix) ' '
o i i
— i i
1 X2
(O voksende (@) Aftagende () Konstant (O voksende () Aftagende (®) Konstant

@ Voksende O Aftagende O Konstant

At noget er monotont betyder, at det er ensformigt. En funktion siges at vaere
monoton, hvis den vokser eller aftager i hele definitionsintervallet. Funktionerne
pa figur 7.1.5.1 og figur 7.1.5.2 er monotone.

/‘ -5-4-3-2—101\23
x -1

-5 -4 -3 -2 - 0 1 2 3

Figur 7.1.5.1 Stigende monoton funktion, -
f(x) g(x)

Figur 7.1.5.2 Faldende monoton funktion,



En funktion er voksende, nar man far stigende y-vaerdier ved stigende x-veerdier.

En funktion er aftagende, nar man far faldende y-vaerdier ved stigende x-
vaerdier.

En funktion, der hverken er voksende eller aftagende, kaldes en konstant
funktion.
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Hvis en funktion f(x) > 0i et givet interval, siges f at have fortegnet "plus” i det
pagzldende interval.

Man kan ogsa udtrykke det, som at f er positiv i intervallet.
Nar f(x) > 0, ligger grafen for f over 1. aksen (x-aksen).

Hvis f(x) < 0, i et givet interval, siges f at have fortegnet "minus"” i det
pagaldende interval.

Man kan ogsa udtrykke det, som at f er negativ i intervallet.
Nar f(x) < 0, ligger grafen for f under 1. aksen (x-aksen).

Se figur 7.1.5.4.

f(x)

w

N A -

Figur7.1.5.4

For at kunne foretage en fortegnsanalyse skal funktionens definitionsmangde
Dm(f) fastlaegges.

it diat reh: Neddes
Vighigt  beg L



Ligeledes skal redderne i f bestemmes.

Redderne er x-vaerdierne i koordinaterne til grafens skaeringspunkter med x-
aksen.

Redderne findes derfor som lesning(er) til ligningen:

f(x)=0



Mab.'mm 09, Miiimum
Pa figur 7156 1'ses det grafiske billede af en funktion'afbildet for Dm(f)=[1;5).
Vi kan se, at funktionen har enimaksimumveerdipa:8;narx=2:

Endvidere er funktionen voksende i [1;2] og aftagende i [2;4] samt voksende i
[4;5].

Punktet med=vaerdien: 1 -kaldes et globalt minimumspunkt. Dér finder vi den
mindste funktionsvaerdi i definitionsintervallet.

Punktet med-vaerdien 2 kaldes et globalt maksimumspunkt. Dér finder vi den
storste funktionsvaerdi i definitionsintervallet. Det viste maksimumspunkt er ogsa
det sted, hvor funktionen gar fra at vaere voksende til at vaere aftagende.

Punktet medx=vaerdien 4 kaldes et/okait minimumspunkt. Det eretsted, hvor
funktionen lokalt gar fra at vaere aftagende til at vaere voksende.

Et lokalt maksimumspunkt kan ogsa forekomme. Det er et sted, hvor funktionen
lokalt gar fra at veere voksende til at veere aftagende.

—n

Ahy

vmi(f)

NoOW A B N

1 2 3 4 5 6 7 x
Figur 7.1.6.1 Grafisk afbildning af funktionen
for Dm(f) = [1;5].



Eksempel 7.1.6.1

Pa figur 7.1.6.2 ses det grafiske billede af funktionen
1 1

f(x) = 3 ~x3—§ X2 —6-x

hvor Dm(f) = [—3;6).

N & O

PN N ——

|

|

| -
4 3 2 a 1 2

-10
=12
l RVIEEEEEEEE == |
Figur 7.1.6.2 Funktionen f afbildet i et koordinatsystem for Dm(f) = [—3; 6]

SIS S —

Vi vil fastlaegge funktionens monotoniforhold. I tabel 7.1.6.1 ses en
oversigt over ekstremumspunkter.

Punkt Type

Tabel 7.1.6.1 Ekstremumspunkter for funktionen f

Vi kan derfor fastsla felgende:

« Funktionen er voksende i intervallerne — og -

* Funktionen er aftagende i intervallet [ ENEG_N

» Vardimaengden er mellem det globale minimum og globale

maksimum, (NG



Orlsers
o Opgave 7.1.8

Pa figuren ses det grafiske billede af en funktion f(x):

N

y

1. Aflaes koordinaterne til de steder, hvor der er lokalt maksimum og
minimum.

2. Fastlaeg funktionens monotoniforhold.

3. Bestem funktionens definitions- og vaerdimangde, Dm(f) og
Vm(f).

4. Udfer en fortegnsanalyse af f.
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W Opgave 7.1.9
En funktion har forskriften:

1 1 5
f(x)=§'x3+§-x‘—2-x

1. Afbild grafen for f(x) i et koordinatsystem.
2. Du skal angive funktionens definitionsmangde Dm(f).
3. Du skal angive funktionens vaerdimangde Vm(f).

4. Find eventuelle lokale maksimums- og minimumspunkter. Gerne ved
aflaesning pa grafen eller ved hjaelp af CAS.

5. Redeger for funktionens monotoniforhold.



