STX MAT A-NIVEAU

20. MAJ 2022 - VEJLEDENDE BESVARELSE - EH

Del 1: Opgaver uden hjaelpemidler

Opgave 1

a) Bestem integralet [ (x* + 8x)dx

Jeg bestemmer det ubestemte integralet ved hjeelpe af formel 153, 159 og 160 i formelsamlingen.

1 1 1
f(x2+8x)dx=§x3+8-§x2+c=§x3+4x2+c

Opgave 2
a) Los ligningen (x —3)-(2x—-5) =0
Jeg benytter nulreglen til at lgse ligningen (x —3) - (2x —5) =0
Hvis (x —3) - (2x —5) = 0 ma
x—3=0¢& x=3

2x—5=0 9 2x=5 < x=25

Dvs. lgsningen til ligninger er x = 3 eller x = 2,5

Opgave 3

To funktioner er givet ved f(x) = x? + 5 0g g(x) = 4 - Vx.
a) Bestem f(2) og g(f(2)).

For at bestemme f(2) indsattes x = 21 f(x)
fQ)=22+5=4+5=9

g(f@) =99 =4-V9=4-3=12

Dermed er f(2) =9 og g(f(2)) = 12
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Opgave 4

En parabel er givet ved ligningen y2 =6 -x

a) Vis, ar punktet P(6,—6) ligger pa parablen.

For at undersgge om P(6, —6) ligger pa parablen szettes x = 6 og y = —6 ind i ligningen:

y2=6-x
(—6)2=6-6
36 = 36

Dermed er det vist at P ligger pa linjen.

b) Bestem en ligning for tangenten til parablen i punktet

For at bestemme en ligning for tangenten til parablen i P bruges formlen: y - y, = % ~a(x + xq)
(Formel F11)

1
y+(=6) =56 (x+6)

—6y=3:-(x+6)
1
y=—E-(x+6)
y=—35X—
Dermed er tangenten til parableni P y = —%x— 3

Opgave 5

En funktion f er givet ved f(x) = x* - sin(x)
a) Bestem f'(x)
Jeg bruger produktreglen til at bestemme f’(x) og setter x3 uden for parentes

f'(x) = 4x3 - sin(x) + x* - (= cos(x)) = x3 - (4sin(x) — x - cos(x))

Dermed er f'(x) = x3 - (4sin(x) — x - cos(x))
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Opgave 6

Pa figuren ses haeldningsfeltet hgrende til differentialligningen

y ==5

Grafen for lgsningen f til differentialligningen gar gennem P(1, —2).

a) Skitsér grafen for f pa bilaget

Grafen for f tegnes ved at fglge linjeelementerne. De viser, at farsteaksen er en vandret asymptote
til grafen, og de antyder, at der ikke er nogen lodret asymptote.

Lesningskurven gennem P er skitseret pa bilag, som vist nedenfor:
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b) Bestem en forskrift for f

Den fuldstzendige lgsning til en differentialligning pd formen y’ = k -y er y = ¢ - e** (formel
176). Derfor er

1
fx)=c-e 2%
Da grafen for f gar gennem P(1,—2) fas f (1) = —2. Koordinaterne for P indsattes i
funktionsforskriften for at bestemme c:

1, 1
f()=c-e2 =c-e2=-2&c=
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Opgave 7
En funktion f af to variable er givet ved

flx,y) = x% + y% + 2x,
Det oplyses at f har ét stationart punk.

a) Bestem koordinatsettet til det stationaere punkt.

Koordinatsettet til et stationeert punkt findes ved at lgse ligningen £/ (xo, o) = 009 f; (x0,y0) = 0
(formel 197)

0
a(x2+yz+2x)=2x+0+2=2x+2=0 & 2x=-2 ¢ x=-1

3} 2
a(x2+y2+2x)=0+2y+0=2y=0 ® y=5 @ y=0

Grafen for f har altsa et stationert punkt i P(—1,0).

b) Bestem arten af det stationeare punkt

For at bestemme arten af det stationaere punkt udregnes determinanten for Hesse-matricen: D = r -
t — s2 hvor

0

r = F(io,y0) = 5=(21) = 2
0

t = fyy(x0,Y0) = @(ZJ’) =2
0

§= ﬂc’;’z(xo:YO) = @(Zx) =0

Dermedfds:D =r - t—s2=2-2—-0°=4—-0=4

Da D > 0o0g r > 0er det stationare punkt P af arten minimum (formel 199).
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Opgave 8

En funktion f er givet ved
f(x)=x3-3-x+4.
a) Bestem f'(x) og lgs ligningen f'(x) =0
Den afledede funktion af f bestemmes ved at differentiere ledvist:
f'l(x) =3x>—-3-1+0=3x%>-3
Nu kan ligningen f'(x) = 0 lgses:

f'(x)=3x2-3=0
3x2 =3
x?=1
x=—1ellerx =1.

Dermed er f'(x) = 3x? — 3 og lgsningen til ligningen f'(x) =0erx=—1ellerx =1

b) For hvilken verdi af tallet k har grafen for g ingen vandrette tangenter
Funktionen g er givet ved g(x) = x3 + k - x + 4, k € R. Da g ikke ma have vandrette tangenter
skal jeg finde ud af hvornar g’ (x) = 0. Jeg differentierer g ledvist:

d
g'(x) =a(x3+kx+4) =3x%2+k

Nu lgses ligningen g'(x) = 0:

gx)=3x>+k=0
3x2 = —k

Da x2 > 0 for alle x, har denne ligning har ingen lgsninger, hvis:
k <0
3

-k <0
k>0

Grafen for g har altsa ingen vandrette tangenter, hvis k > 0.

Side 5 af 11



Del 2: Opgaver med hjalpemidler

En parameterkurve er givet ved stedfunktion

3(t) = (;Eg) = (4% (Scl(;s((tg))z) 0<t<2m

a) Tegn parameterkurven for s(t)
Parameterkurven for s tegnes med TI-Nspire som vist.

x(f)=4 coslz) 5.317 y

b) Bestem hastighedsfunktionen §'(t)

Hastighedsfunktionen bestemmes ved at differentiere koordinatvis i TI-Nspire (formel 185). Det
bemarkes, at y(t) er en sammensat funktion.

4 cos(r)
4 ‘sin(r)) 2

= (sld) { 4 siny) ]

8 sin(:.-') cos{?:’

slz) =

v Udfort

Dermed er hastighedsfunktionen s'(t) = (8 ‘ ;)t(.ts)n-lgr)l(tﬁ
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Opgave 10

Et gartneri har tilfeeldigt udvalgt 200 fuldt udvoksede tulipaner af en bestemt art og malt deres
stikleleengde.

a) Gor rede for, at leengden af tulipanernes stilke med god tilnermelse kan beskrives
ved en normalfordelt stokastisk variabel X

Data indsattes i Ti-Nspire og der laves et normalfordelingsplot (QQ-plot). (200 data punkter)

4 stilkelaengde 304 -
1 300. R
2 271. ool
3 264. %
4 337. g 0.0

L
2 267. e i x—296.505
6 287. N 22,6778
7 3009. —20-
8 284,
@

9 259. A
110 2749 |* 21|D EEID ESID E?ID EEIBD 31|D EEID BSID
! 3
Al4 BEM stilkelzengde

Da punkterne med god tilnermelse faglger linjen, kan tulipanernes stilke l&engde med
god tilnermelse beskrives ved en normalfordelt stokastisk variabel X.

B) Bestem middelverdi og spredning for X

Fra normalfordelingsplottet afleeses middelvardien og spredningen, da y = % (formel 270)

Middelveardi: u = 296,5 mm og spredning o = 22,7.
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c) Bestem sandsynligheden for, at lengden af stilkene er mellem 270 og 330 Mm.

For at bestemme sandsynligheden for at en tilfeeldig tulipan har leengde mellem 270 og 330 mm for
X~N(296.5,22.7), benyttes kommandoen normCdf i TI-Nspire.

normCdf(270,330,296.5,22.7)  0.808473

Saledes er P(270 < X < 330) = 80,8%, dvs. sandsynligheden for, at stilkeleengden er
mellem 270 og 330 mm, er ca. 81%

Opgave 11
En funktion f er givetved f(x) =3 -Vx —2 —x + 2
a) Bestem funktionens nulpunkter

For at bestemme funktionens nulpunkter Igses ligningen f(x) = 0 med TI-Nspire

f{_t]:=3' E —x+2 Udfort

SO]VB{[{‘[)=U,I) x=2. or x=11.

Lasningen er: x = 2 eller x = 11. Dermed er det bestemt at f har nulpunkterne (2,0) og
(11,0).

b) Bestem rumfanget af det omdrejningslegeme, der fremkommer, nar M drejes 360°
om farsteaksen

For at bestemme rumfanget af det omdrejningslegeme der fremkommer ved at dreje omradet M i
farstekvadrant, afgraenset af grafen for f og fersteaksen, bestemmes V = - fzn f(x)? dx (formel
172)

/{_1']:=3- x—2 —x+2 Udfort

11 76.3407

A og [f(.r))z dx

2

Rumfanget af omdrejningslegemet er V = 76,3.
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Opgave 12

En ellipse i et koordinatsystem med centrum i 0(0,0) er model af en bordplade, som er 180 cm pa
den lange led og 105 cm pa den korte led.

a) Bestem ellipsens ligning pa normalform

2 2
Ligningen p& normalform for en ellipse med centrum i 0(0,0) er = + 7> = 1 (formel F(4)). Da

storaksen

storaksen = 2a,bestemmes den a (den halve storakse) ved: a =

lilleaksen

, 0g da lilleaksen =

2b,bestemmes den b (den halve lilleakse) ved: b = . Det oplyses at storaksen er 180 og

lilleaksen er 150, derfor er a = % =900gb = 1750 =525
. - . cx2 oy
Ellipsens ligning pa normalform er da: o T 5257 = 1

b) Bestem koordinatsettet til hvert af ellipsens brendpunkter
Koordinatsttet for ellipsens breendpunkter er Fy(—va? — bZ,0) og F,(Va? — bZ,0) (formel F(5))
Fy(—VaZ = b2,0) = F, (—/902 — 52,52,0) = F,(=73.1,0)

F,(Va?=b2,0) = F, ( 902 — 52,52, 0) = F,(73.1,0).

Sa ellipsens brendpunkter er F;(—73.1,0) og F,(73.1,0).

Opgave 13

I en model beskrives befolkningsudviklingen i Taiwan 1996-2019 ved differentialligningen
Z—I; = 0,003641 - P - (23,95 — P), hvor P(t) er indbyggertal (malt i mio.) til tiden ¢ (malt i antal ar
efter 1996). 1 1996 var befolkningstallet 21,53 mio. indbyggere.

a) Bestem forskriften for P

Da differentialligningen y' = a -y - (M — y) har lgsningen y = — M (formel 179) fas:

.e—aM-x

23,95 23,95

P(t) = 1+ ¢ - 00036412395t | 1+ (. a0.087231
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I 1996 var befolkningstallet i Taiwan 21,53 mio. indbyggere, derfor er P(0) = 21,53. Punktet
indszettes i standardlgsningen og ¢ bestemmes i TI-Nspire:

' 23.95
solve =2153,c| » ¢=0.112401
0.08723-0

1l+c- e

Dermed fas lgsningen:

23,95

PO = 13701124 - eonorase

b) Bestem P’(23), og forklar betydningen af dette tal

Differentialligningen lases, P(t) defineres, P'(t) bestemmes som pm(t) og P'(23) bestemmes
med TI-Nspire:

deSolve(p'=0.003641- p- (23.95—p) and p(0)=21.53 ¢,p) 23.95- (1.09112)"
p=
(1.09112)"+0.112401
0 23.95- (1.0911170085497)" Udfort
ple):=
(1.0911170085497)7+0.11240130051092
d Udfort
ol =)
pm(23) 0.030656

Resultatet er: P'(23) = 0,030656. Tallet betyder at til tidspunktet ¢t = 23, dvs. i ar 2019
er vaeksthastigheden i Taiwans befolkningstal 30656 mennesker om ar.
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Opgave 14

I en model beskrives den hastighed f(t) vandstanden i verdenshavene stiger med (malt i mm pr. ar)
til tidspunktet ¢ malt i antal ar efter 1991 ved f(t) = 0,084 - t + 2.

a) Hvilken hastighed stiger vandstanden med i 2022 ifglge modellen?

For at bestemme den hastighed verdenshavenes vandstand stiger med i 2022 seettes t = 2022 —
1991 = 31 og f(31) bestemmes:

f(31) =0,084-31+ 2 =2,604+2 = 4,604

Ifalge modellen stiger verdenshavenes vandstand i 2022 med hastigheden 4,6 mm pr.
ar.

b) Bestem f031f(t) dt, og forklar betydningen af dette tal.

Integralet bestemmes med TI-Nspire

fr) =0.084 #+2 » Udfort
31
fls) ds » 102 262
0

Tallet forteller at vandstanden i verdenshavene ifglge modelleN ER ca. 102 mm i
2022.
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