Jens Kaalby Thomsen, Falkonergarden

Permutationer, kombinationer og sandsynlighed ved binomialfordelingen

Beviserne her gennemfgres alle vha. taleksempler, som efterfglgende udvides til det generelle
tilfaelde?. Derfor skal vi vaere opmaerksomme pa, at vores argumenter ogsa vil gaelde for andre
vaerdier af n ogr.

Saetning 1. Permutationer.

Ved valg af r elementer ud af n kan dette ggres pa P(n,r) mader, nar rekkefglgen har betydning.
Det geelder at

n!

Pnr)=——
(n,7) (n—nr)!

Bevis 1

Antag at man har en maengde med 5 elementer. Man vil valge 3 elementer.

Det fgrste element kan vaelges pa 5 mader, det andet element pa 4 mader og det tredje element
pa 3 mader.

Det betyder, at man kan vzelge elementerne pa 5 - 4 - 3 = 60 mader.

Nu gennemfgres fglgende omskrivning:

5_4.3:5-4-3-2-1252 5!
2-1 2l (5-13)!
Fra dette eksempel kan generaliseres der til
n!
P(n,r) = m

QED

! Dette er ikke normal praksis, nar vi gennemfgrer beviser. Det accepteres i dette tilfaelde pd matematik B niveau, da
det mere stringente bevis kraever et lidt stgrre overblik over maden, vi skriver matematik pa.
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Satning 2. Kombinationer.

Ved valg af r elementer ud af n kan dette ggres pa K(n, r) mader, nar raekkefglgen er uden
betydning. Det gaelder at

n!
Knr) = r'(n—r)!

K (n,r) kaldes en binomialkoefficient og ses ogsa skrevet som (Z)

Bevis 2

Igen benyttes taleksemplet fra Seetning 1, hvor der vaelges 3 elementer ud af 5. Antag at maengden
bestar af elementerne A, B, C, D og E. Fra tidligere ved vi, at vi kan vaelge elementerne pa P(n,r)
mader, og i dette eksempel er det 60 mader.

Vaer nu opmaerksom p3, at nar reekkefglgen ikke har betydning, sa er fglgende valg ikke forskellige,
nar vi skal opstille et udtryk for K(n,r):

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA

Det er ikke tilfeeldigt, at der er seks forskellige mader at veelge tre bogstaver p3, for det svarer til at

veelge 3 elementer ud af 3 p3, hvilket er P(3,3) = (3;—! =31=6

!
Dette vil naturligvis ogsa gaelde, i tilfeeldet hvor fx BCE blev valgt.

Dvs. at vi ikke leengere har 60 mader at vaelge elementerne p3, nar raekkefglgen har betydning. Vi

har kun % = 10 mader at ggre det pa.

Omformes argumenterne til et mere formelt matematisk sprog kan vi skrive:

5!
P(53) P(53) (5-3)1 5

P(33) 3! 31 31(5-23)!

K(53) =

Fra eksemplet generaliseres der og sdledes gzelder det at

n!
K = ot

QED
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Saetning 3. Sandsynlighed ved binomialfordelingen.

For en binomialfordeling med den stokastiske variabel X, antalsparameteren n og
sandsynlighedsparameteren p, X~b(n, p), da er sandsynligheden for antallet af succeser r givet
ved:

PX=r)=Knr)-p"-(1—-p)""
Bevis 3
Vi betragter et tilfeelde med n = 5 og r = 3. Binomialmodellen er i dette tilfelde derfor

X~b(5,p).? Det betyder, at vi har 3 succeser i 5 basiseksperimenter. Idet vi benavner succes med
s og fiasko med f er der forskellige muligheder. De er vist nedenfor.

| alle tilfelde er der tre succeser og to fiaskoer. Det vi noterer er, at succeserne og fiaskoerne
optraeder i de fem basiseksperimenter.

Basiseksp. 1 Basiseksp. 2 Basiseksp. 3 Basiseksp. 4 Basiseksp. 5
s s s f f
s s f s f
S s f f s
s f s s f
s f s f s
s f f s s
f s s s f
f S s f s
f s f s s
f f s s s

Noter nu fglgende:
Fra Saetning 2 ved vi, at vi har K(5,3) forskellige kombinationer af udfald med 3 succeser og 2

fiaskoer.
(Tzeller man efter ser man ogsa, at tabellen bestar af netop 10 forskellige kombinationer (antallet af raekker).

Sandsynligheden for succes er p og sandsynligheden for fiasko er (1 — p). Idet der er tre succeser
og to fiaskoer, og da forspgene er uafhaengige, er sandsynligheden for sssf f:

P(sssff)=p*-(1-p)> =p>- (1 -p)°>3
Det geelder ogsa at alle raekkerne i tabellen har den samme sandsynlighed, og der er netop K (5,3)

raekker. Da vi skal bestemme summen sandsynlighederne for alle tilfaelde med 3 succeser og 2
fiaskoer gaelder det saledes at:

P(X=3)=K(53)-p*-(1-p)°3
Fra eksemplet generaliseres der og saledes gaelder det at

P(X = T') = K(n,r) -pr . (1 _p)n—r
QED

2 Man kan gennemfgre eksemplet og ggre det generelt ved ogsa at vaelge en veerdi for sandsynlighedsparameteren p,
hvis man foretraekker det.



