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Binomialtest

Binomialfordelinger anvendes til at udtage stikpraver med tilbagelaegning — eller stikprover, der udtages af
meget store populationer, hvor det spiller en ubetydelig lille rolle, om der tilbagelaegges eller ¢j. Skal der
derimod udtages en stikprove uden tilbagelaegning, sé skal vi have fat pa en anden sandsynlighedsfordeling.
Denne kaldes den hypergeometriske fordeling. Vi vil ikke ga dybere ind i eksperimenter med og uden
tilbageleegning, men for interesserede behandles den hypergeometriske fordeling i appendix sidst i dette
materiale.

Indtil nu har vi udtaget stikprover fra en kendt mangde, og vi har ud fra forskellige sandsynlighedsmodeller
udtalt os om sammensatningen af stikpreven. I dette afsnit vil vi pa baggrund af konkrete stikprover i stedet
for udtale os om den mangde, en konkret stikprave er udtaget fra.

Naér vi gor dette, sa formulerer vi pa forhédnd en formodning, som vi vil undersege. En sddan formodning
kaldes en nulhypotese, og den formuleres som oftest som et udsagn om, at den variation, vi observerer, er
udtryk for tilfeeldig variation i den givne situation. Det modsatte udsagn til en nulhypotese kaldes den
alternative hypotese. Den alternative hypotese udtrykker séledes, at den observerede variation er udtryk for
systematiske afvigelser fra det, man normalt ville observere i den givne situation.

Nér vi udferer et hypotesetest, antager vi, at nulhypotesen er sand, og vi udferer hypotesetestet med
udgangspunkt i denne antagelse. Hvis man i hypotesetestet nar frem til noget meget usandsynligt, dvs. hvis
vi far en meget lille sandsynlighed for, at det vi underseger indtraefter, s& konkluderer vi, at nulhypotesen mé
forkastes. Vi fastsetter selv graensen for, hvor lille en sandsynlighed vi vil acceptere, for vi siger, at resultatet
er s usaedvanligt, at vores nulhypotese ikke laengere er trovardig. Nar vi forkaster en nulhypotese, sé svarer
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det til, at vi i stedet for at tro pa nulhypotesen foretraekker at tro pa den alternative hypotese om systematisk
variation. En konklusion pa et statistisk hypotesetest rummer séledes altid et subjektivt element.

Det niveau, vi fastsetter som greensen mellem de resultater, vi accepterer under antagelse af, at nulhypotesen
er sand, og de resultater, vi finder sa usaedvanlige, at nulhypotesen ikke l&engere kan opretholdes, kaldes for
signifikansniveauet. Signifikansniveauet kan ikke begrundes matematisk. I praksis bruges ofte 5% som
signifikansniveau, men man kan mede problemer, fx i medicinske forsgg eller erhvervskontrakter, hvor dette
fastseettes til 1% eller 10%. Hvis vi fastsatter et hejt signifikansniveau, fx pa 10%, sa bliver det lettere at
forkaste nulhypotesen, og hvis vi omvendt fastsatter et lavt signifikansniveau, betyder det, at vi accepterer
lidt flere usedvanlige handelser, for vi forkaster nulhypotesen. Jo mindre signifikansniveauet er, jo svaerere
er det altsa at forkaste nulhypotesen om, at de observerede afvigelser alene beror pa uundgaelige tilfaldige
variationer.

Eksempel 14 Moeontkast

Jesper vil undersgge en ment, der skal bruges til lodtreekning. Han kaster derfor menten
fem gange og opdager, at den lander pd “krone” alle fem gange. Dette virker
misteenksomt, men kan han nu slutte, at menten er uaerlig?

For en @rlig ment vil vi forvente gennemsnitlig lige mange “’krone” og “’plat”, dvs.
sandsynligheden for at fa krone” er.

Jesper antager, at de 5 kast med menten kan modelleres med en binomialfordelt stokastisk
variabel X, som taller antallet af krone. Antalsparameteren # er sé 5.Vi bemarker, at den
observerede veerdi af X her ogsé er 5. Den observerede vardi i et hypotesetest kaldes ogsa
teststorrelsen.

Han opstiller nulhypotesen Hy og den alternative hypotese H;, idet sandsynligheden for
succes, dvs. sandsynligheden for at fa ’krone”, betegnes p:

Hy: Monten er cerlig, dvs. p = %

1
H: Monten er ucerlig, dvs. p = o

Signifikansniveauet fastsatter vi til 5%.

I dette hypotesetest forkastes nulhypotesen bade, hvis der kastes for mange og for
fa ”krone”. Denne type hypotesetest kaldes fo-sidet, fordi vi smider vaek fra begge sider i
diagrammet — begge haler.

De 5% skal derfor fordeles med 2,5% i hver side af fordelingen. De 95% midterste af
udfaldene kaldes acceptomrddet, mens de to haler, som udger sidste 5% af udfaldene
kaldes det kritiske omrade.

Binomialmodellen b5(5,) giver os folgende sandsynlighedsfordeling repraesenteret ved et
sojlediagram:

ol il

0 1 2 El 4 5 6 7
kast

Af sgjlediagrammet fremgar det, at sandsynligheden for at fa 5 ”krone” i 5 kast er storre
end 2,5%, og nulhypotesen kan derfor ikke forkastes i dette tilfaelde.
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Definition 8

Eksempel 15

24

Sandsynligheden for at f& 5 ”krone” i 5 kast kan ogsa beregnes som:

5 |
P(X =5)= [5]-0,55 0,5 :%-0,55 -0,5°=0,5"=0,03125.

Det betyder, at samtlige udfald i eksperimentet ligger inden for acceptomradet. Vi kan
skrive acceptomradet som mangden, der indeholder tallene {0, 1,2,3, 4,5}. Dvs. uanset,

hvilket udfald vi far af de 5 kast, sa vil det ikke vare usaedvanligt.

Tosidet binomialtest
En binomialfordelt stokastisk variabel X har antalsparameteren #.

Der er formuleret en nulhypotese, som udtrykker en formodning om, at
sandsynlighedsparameteren p netop har en bestemt vaerdi:

Ho: p=p,

Acceptomradet betegnes {kv,...,kh } , hvor k, betegner det mindste acceptable udfald

(dvs. det forste acceptable udfald set fra venstre) og k, betegner det storste acceptable
udfald (dvs. det forste acceptable udfald set fra hojre). Vardierne k, og k, beregnes ud
fra et signifikansniveau pa 5%, sa der er 2,5% i hver side:

Vardien k, bestemmes som den mindste veerdi af X, sd
P(X <k,)>0,025.
Vardien k, bestemmes som den sterste vaerdi af X, sd P(X >k,) > 0,025.

Det underseoges om den observerede veerdi af X, ogsa kaldet teststorrelsen, ligger i
acceptomradet eller ej.

Hj accepteres, hvis teststorrelsen ligger i acceptomradet.

H forkastes, hvis teststerrelsen ligger udenfor acceptomradet.

Montkast (fortsat)

Hvis vi i eksemplet med mentkast i stedet vil undersege, om der i de 5 kast kommer for
mange af den ene slags udfald, sa formuleres nulhypotesen lidt anderledes, og
konklusionen kan blive en anden. Lad os antage, at vi har en mistanke om, at menten
giver for mange “’krone”.

Hertil opstiller vi nulhypotesen og den alternative hypotese som falger:

Hoy: Monten giver "krone” i hgjst halvdelen af tilfceldene, dvs. p < %

Hy: Monten giver "krone” i flere end halvdelen af tilfeeldene, dvs. p > %

Signifikansniveauet er stadig 5% og sandsynlighedsfordelingen er den samme som
ovenfor, dvs. b(n, p) =b(5,3). I dette tilfeelde er testet dog ensidet, da vi ikke forkaster

Hy, hvis der er for fa ’krone”, dvs. for mange ”’plat”. Det kritiske omrade ligger derfor
samlet i "hgjre” side af fordelingen.

Vi har stadig, at P(X =5)=0,03125, og da en udvidelse med 4 “krone” giver en
sandsynlighed langt over signifikansniveauet:



Definition 9

Opgave 22

Opgave 23

Opgave 24

P(X>4)=P(X=4)+P(X=5)=0,1563+0,03125=0,1875> 5%,

kan vi konkludere, at acceptomradet bestar af udfaldene 0, 1, 2, 3 og 4 “krone” i 5 kast.
Det kritiske omrade bestar saledes kun af det udfald, der giver 5 “krone” i 5 kast.

I undersogelsen landede menten, som blev kastet fem gange, hver gang pa “’krone”. Den
observerede vaerdi ligger altsé ikke i acceptomradet, og nulhypotesen forkastes derfor.
Konklusionen er, at vi foretreekker den alternative hypotese, nemlig at menten

giver “krone” i flere end halvdelen af tilfaeldene. Da det kritiske omrade ligger til "hgjre”,

nar de mulige udfald for X opskrives {0,1, 2,3, 4,5} , sa kaldes binomialtestet for
hajresidet.

Hagjresidet binomialtest
En binomialfordelt stokastisk variabel X er givet med antalsparameteren #.

Der er formuleret en nulhypotese, som udtrykker en formodning om, at
sandsynlighedsparameteren p er mindre end en bestemt vaerdi:

Ho: p < p,.
Acceptomradet betegnes {0,...,kh } , hvor k, betegner det storste acceptable udfald (dvs.
det forste acceptable udfald set fra hgjre).

Vardien k, beregnes ud fra et signifikansniveau pa 5% med de 5% liggende til hojre 1
fordelingen:

Veardien k, bestemmes som den sterste verdi af X, s P(X >k,)> 0,05.

Det afgeres om den observerede veerdi af X, dvs. teststorrelsen, ligger i acceptomradet
eller ej.

Hj accepteres, hvis teststorrelsen ligger i acceptomradet.

H, forkastes, hvis teststerrelsen ligger udenfor acceptomradet.
Formuler en definition for et venstresidet hypotesetest i binomialfordelingen.

Seren vil undersege en ment, der skal bruges til lodtrackning. Han kaster menten et antal
gange og far mistanke om, at den lander pa krone for sjeldent.

a) Opstil en nulhypotese for et venstresidet binomialtest.
Han kaster nu menten otte gange og observerer, at den lander pa “’krone” to gange.

b) Afger med et 5% signifikansniveau, om nulhypotesen kan forkastes eller e;j.

I et casino spilles der med en otte-sidet terning med et af tallene 1 til 8 p& hver af siderne.
Dvs. der 8 forskellige udfald ved et kast med denne terning, og hvert udfald indtraeffer

1
med sandsynligheden 5 En gast kaster terningen 10 gange og observerer, at der ikke

blev sldet en eneste otter.

a) Opstil en nulhypotese, og benyt et tosidet binomialtest med et 5% signifikansniveau

til undersege, om terningen er erlig.
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b) Opstil en nulhypotese, og benyt et ensidet binomialtest med et 5% signifikansniveau

. . 1
til undersege, om sandsynlighedsparameteren er sterre end rs

Opgave 25 Underseg, hvordan dit verktejsprogram udferer binomialtest

I definition 8 og 9 er nulhypotesen accepteret eller forkastet ved forst at bestemme acceptmangden og
dermed kritisk maengde, og derefter en afgere om teststarrelsen, dvs. den observerede verdi, ligger i
acceptmangden eller e;j.

I stedet for at se pa teststarrelsens vaerdi, kan vi afgere hypotesetest ud fra en p-veerdi. Bemaerk, at p-verdien
ikke mé forveksles med basissandsynligheden p. I et binomialtest angiver p-vardien sandsynligheden for at
fa et udfald, der er mindst lige sa skevt som det aktuelle, nar det antages, at nulhypotesen er sand. I
eksemplet ovenfor med det to-sidede test med menten fik vi en p-vaerdi pd 2-0,03125 = 6,25%. p-verdien

beregnes séledes ud fra teststerrelsen, som en kumuleret sandsynlighed, hvor vi udnytter vores viden om,
hvorvidt testet er en- eller tosidet.

For at afgere om nulhypotesen skal forkastes eller ej sammenholdes p-verdien med signifikansniveauet.
Falgende eksempel viser, hvor man afger et hypotesetest ud fra p-vardien.

Eksempel 16 Terningekast

En firesidet terning med et af tallene fra 1 til 4 pa hver side kastes 20 gange, og det
observeres, at antallet af toere er 3. Dvs. der er 4 forskellige udfald ved et kast med denne

1
terning, og hvert udfald indtreeffer med sandsynligheden e
Vi vil undersgge nulhypotesen, herunder den alternative hypotese:

Hy: Terningen giver toere en fjerdedel af gangene, dvs. p = % .

Hi: Terningen giver ikke toere en fjerdedel af gangene, dvs. p = % .

Det antages, at antallet af toere kan modelleres med en binomialfordelt stokastisk variabel
X, der teeller antallet af toere. Antalsparameteren n er 20.

Vi vil undersgge nulhypotesen med et to-sidet hypotesetest, hvor vi fastsatter
signifikansniveauet til 5%, dvs. 2,5% i hver side.

Den observerede vardi af X, dvs. teststarrelsen, er 3. Ud fra teststorrelsen beregner vi p-
vaerdien (sandsynligheden for at f& noget, der er mindst lige sa skavt som det
observerede) ved forst at bestemme den kumulerede sandsynlighed: P(X <3)=0,225.

Da testet er to-sidet bestemmes p-verdien som: 2-0,225 =45%.

Da p-vaerdien er (meget) storre end signifikansniveauet pa 5% kan vi ikke forkaste vores
nulhypotese, dvs. det tyder pa, at den firesidede terning giver toere i en fjerdedel af
gangene.

I stedet for at benytte vaerktojsprogrammernes indbyggede sandsynlighedsfordelinger, kan man ogsé benytte
vaerktagjsprogrammerne til at simulere nulhypoteserne.
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Eksempel 17

Blindsmagning

Et slikfirma ensker at undersege, om der er forskel pa smagen af gule og rede
vingummier. De foretager derfor en sakaldt triangeltest, hvor en reekke forsggspersoner
far forelagt tre vingummier, hvoraf to af dem er gule og den sidste er rad, eller omvendt. |
en smagning smager forsegspersonerne de tre vingummier uden at se farven pa dem og
veelger til sidst, hvilken af de tre der er forskellig fra de andre.

Vi lader den stokastiske variabel X telle antallet af forse@gspersoner, der vaelger ”den
rigtige”.

Vi har pa forhand en forventning om, at man ikke kan smage forskel, dvs. en tilfzldig
tredjedel af forseggspersonerne vil vaelge ’den rigtige” eller en af de "to forkerte”. Vi lader
derfor hypotesetestet veere ensidet, nemlig hgjresidet, svarende til, at hejst en tredjedel af
forsegspersonerne vil velge “den rigtige”.

Nulhypotesen er derfor, at hgjst en tredjedel af forsegspersonerne kan smage forskel i
hver af smagningerne, og den alternative hypotese er dermed, at mere end en tredjedel af
forsegsperosnerne kan smage forskel i hver af smagningerne. Lader vi p betegne
sandsynligheden for, at en forsegsperson kan smage forskel, er vores nulhypotese og
alternative hypotese:

Hy: p< ! Hi: p> !

0o p<—. I —.
P 3 P 3

Hvis vi lader 15 forsegspersoner foretage blindsmagningen, som beskrevet, sd vil vi
forvente, at hgjst 5 af dem kan smage forskel pa vingummierne.

I en konkret undersggelse velger 8 af forsegspersonerne”den rigtige” vingummi i
blindsmagningen, mens 7 ikke kan. Teststerrelsen, dvs. vores observerede verdi, er altsa
8.

For at undersege, om det er et udtryk for tilfzeldig variation, simulerer vi nu situationen i
stedet for at foretage teoretiske beregninger i binomialfordelingen.

Vi lader verkteojsprogrammet vaelge en af de tre vingummier pa tilfeeldig méde 15 gange
svarende til de 15 forsggspersoners valg i en blindsmagning. Vi far sé fx en stikprove,
hvor 9 testpersoner valgte en af de “’to forkerte”, og 6 valgte “den rigtige”, som vist i
sojlediagrammet herunder.

forkert rigtig
stikpreve

Vi lader nu verktejsprogrammet udtage en sddan stikpreve med 15 forsegspersoner rigtig
mange gange, og vi noterer hver gang, hvor mange af forsggspersonerne, der velger “den
rigtige” vingummi.

Efter simulering af 100 stikprever kunne fordelingen af det antal forsegspersoner, der
valgte ”den rigtige” vingummi, se sadan ud:

[NEELETETEEE)

W {090000000000000000

I~ {20000000000080

U1 {9000000000000000000
) {800000000800800000
~l {seooscos

© -o0oss0s

[T
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Opgave 26

28

Efter simulering af 1000 stikprever kunne fordelingen se sddan ud:

|‘ |||-
78

-1 0 1 2 4 9 o 1
malng

Det bemarkes, at fordelingen som forventet efterhanden kommer til at ligne
binomialfordelingen b(15,%) svarende til sandsynlighedsfordelingen for en stokastiske

: . 1
variabel X med antalsparameter » =15 og sandsynlighedsparameter p = 3

190 ud af 1000 simulerede stikprever fandt vi, at § eller flere af testpersonerne
valgte “den rigtige” vingummi. Det giver derfor en sandsynlighed pa 9% for at f4 en
stikprave, der er mindst lige s& skav som den observerede, nar det forudsettes, at
nulhypotesen er sand. De 9% kaldes ogsa for den eksperimentelle p-veerdi.

Med et signifikansniveau pé 5% kan vi derfor ikke forkaste nulhypotesen om, at man
hgjst kan smage forskel i en tredjedel af smagningerne. Eller sagt pa en anden méde: Der
er ikke belag for at pasta, at man kan smage forskel pa en gul og en rad vingummi.

Vi ser nu pa eksemplet ovenfor om blindsmagning af vingummi med en teoretisk fremfor
en eksperimentel vinkel, dvs. vi ser pd samme nulhypotese og binomialfordelingen
b(15,%) med en teststerrelse pa X =8.

a) Opstil en tabel over sandsynlighederne.

b) Tegn et sgjlediagram for sandsynlighedsfunktionen.

c) Beregn P(X =28).

d) Beregn p-verdien.

e) Bestem den kritiske meengde.

f) Bestem det mindste antal af forsegspersoner i stikpreven, der skal kunne smage
forskel, for at man kan forkaste nulhypotesen.



Opgave 27 Ved et valg fik et bestemt parti 30% af stemmerne. Nogen tid efter foretages en
meningsmaling for at undersege, om tilslutningen til partiet har cendret sig. Vi er altsé
interesserede i at finde ud af, om partiet er géet frem eller tilbage. I en stikprave pa 200
personer, der er repraesentativt udvalgt, skal de udvalgte svare pa, om de ville stemme pé
partiet, hvis der var valg i dag.

Vi lader den stokastiske variabel X telle antallet af de adspurgte, der vil stemme pa partiet
i dag.

Bemerk, at stikproven i praksis udtages uden tilbageleegning, da man i en meningsmaling
ikke vil bede den samme person svare flere gange, og populationen er i denne
sammenhang i gvrigt ogsa meget stor i forhold til stikpraven, sa der er i praksis ingen
forskel pa, om stikpreven foretages med eller uden tilbagelegning. I stikpreven var der
75 personer, der ville stemme pa partiet, hvis der var valg i dag.

a) Opstil en nulhypotese, nar det antages at testet er dobbeltsidet.

b) Undersgg, om man kan forkaste nulhypotesen med et 5% signifikansniveau.

Opgave 28 Et parti fik ved et valg en velgertilslutning pa 21%. En efterfelgende Gallup-
undersggelse baseret pa 1008 personer viste, at partiet havde en valgertilslutning pa 18%.

Vi lader den stokastiske variabel X telle antallet af de adspurgte, der stemmer pa partiet.

a) Formuler en nulhypotese, hvor udgangspunktet er, at partiets velgertilslutning er
uzendret.

b) Afger om testet af nulhypotesen skal vare tosidet eller ensidet.
c) Opbyg en simulering af nulhypotesen i et matematisk vaerktagjsprogram.
d) Bestem teststarrrelsen, dvs. den observerede veerdi.

e) Viser simuleringen den samme valgertilslutning, som Gallups underseggelse vist?
Eller er den storre?

f) Udfer nu 1000 simuleringer af nulhypotesen.

g) Bestem antallet af simuleringer, der viser den samme eller en sterre veerdi for
vaelgertilslutningen.

h) Bestem den eksperimentelle p-vardi, og sammenlign med signifikansniveauet.

Konfidensintervaller

Der offentliggares jeevnligt analyser, der viser, hvilke politiske partier der gér frem eller tilbage.
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Disse analyser laves oftest pé baggrund af telefoninterviews blandt et reprasentativt udsnit af den samlede
veelgergruppe. Hvis denne repraesentative stikprove blot er pa omkring 1000 valgere, s& kan man faktisk
komme ret taet pa en precis forudsigelse, selvom der er over 4 mio. vaelgere.

Det er dog klart, at der er en vis usikkerhed, nar man ved at sperge sé fé vil forudsige, hvordan resten af
billedet ser ud. Vi skal i dette afsnit se neermere pé, hvordan disse statistiske usikkerheder skal forstés, og
hvordan man beregner dem.

Eksempel 18

30

Meningsmalinger

Pé figuren nedenfor ses tallene fra en meningsmaling foretaget af Epinion d. 24.8.2016
(venstre kolonne). Ligeledes ses tallene fra folketingsvalget i 2015 (hgjre kolonne). For
eksempel kan vi se, at Venstre fik 19,5% ved valget, og at der i stikpreven kun er 17,3%,
der vil stemme pa dem. Er det nu et udtryk for, at Venstre er gaet tilbage, eller kan den
tilsyneladende nedgang forklares med den usikkerhed, der altid vil ligge i, at det ene tal
stammer fra et valg, hvor "alle" deltager, mens det andet stammer fra en stikprove, der
kan have en over- eller underreprasentation af de forskellige valgergrupper.

17,3

2 7.1
v
i 6

A soc.dem. DF Kl venstre  [ZlEnhedsl. [[lLib.Al. YAl BRrad.v. [EsF &l Kons.
Kilde: www.dr.dk

Mange analyseinstitutter noterer denne usikkerhed, nar resultaterne offentliggares. I
undersogelsen ovenfor er usikkerheden +2,5 procentpoint og med dette som
udgangspunkt, kan man i en vis forstand konkludere, at Venstre faktisk ikke er géet
tilbage siden valget, fordi 17,3 +2,5=19,8 >19,5. Ser vi pa Alternativet, sa star de til en
fremgang pa 2 procentpoint — hvad kan vi konkludere her? Og er usikkerheden den
samme, uanset om vi taler om store eller sma partier?

Ved valget spurgte man jo samtlige vaelgere, sa de procentandele, der star i sgjlerne til
hejre, er selvfolgelig de faktiske tal. Vi ved altsé, at der med sikkerhed var 19,5%, der
stemte pa Venstre ved folketingsvalget.

Nar der nu udsperges 1578 valgere, er det ikke rimeligt at pasta, at der er precis 17,3%,
der nu stemmer pa Venstre. Og vi kan derfor heller ikke konkludere, at Venstre er gaet
tilbage med 2,2 procentpoint siden folketingsvalget.

Var der valg pé det tidspunkt, hvor stikpreven blev indsamlet, ville dette have resulteret i
en bestemt vaelgertilslutning, som vi kalder den sande veerdi. Vi kender saledes ikke den
sande vaerdi, men vi gnsker at kunne udtale os om denne med en vis sikkerhed.

Forestiller vi os, at der var indsamlet tusindvis af stikprever i samme uge, sa ville det
resultere i tusindvis af forskellige veerdier (her procenttal), der ville ligge normalfordelt
omkring den sande veerdi. 95% af disse ville ligge inden for normalomrédet, jeevnfor
afsnittet om normalfordelingen (side 13).

Omkring hvert eneste af disse stikpreve-verdier kunne vi leegge et tilsvarende interval, og
for 95% af disse stikpraver ville det tilsvarende normalomrade indeholde den sande
veerdi. Et sddant interval omkring en stikprevevardi kaldes et konfidensinterval.



Definition 10 Konfidensinterval

Et 95% konfidensinterval for en estimeret parameter i en stikprave er et interval, der
opfylder, at den sande vaerdi for parameteren med 95% konfidens vil ligge i intervallet.

Vi siger, at konfidensintervallet indeholder den sande veerdi for parameteren med 95%
konfidens.

Definition 10 skal forstas sadan, at vi udtager en stikpreve, hvortil der beregnes et konfidensinterval for
parameteren. Hvis vi udtager en stikprove, uendeligt mange gange, og hver gang beregner et
konfidensinterval for parameteren, vil 95% af disse konfidensintervaller indeholde den sande verdi af
parameteren. Hvis vi eksempelvis i praksis gentager dette 100 gange, dvs. udtager 100 stikpraver og
beregner et konfidensinterval for parameteren i hver af stikpreverne, sé vil der kun vare 5 af de beregnede
konfidensintervaller, der ikke indeholder den sande veerdi. Fer stikpraven indsamles er der altsd 95%
sandsynlighed for, at man far beregnet et konfidensinterval, som faktisk indeholder parameterens sande
veerdi.

For at beskrive konfidensintervallet teoretisk lader vi den stokastiske variabel X teelle antallet af adspurgte i
stikpreven, der vil stemme pa et bestemt parti, og vi antager, at X er binomialfordelt med antalsparameter n
(der svarer til stikprevens sterrelse), og sandsynlighedsparameter p (der svarer til partiets vaelgertilslutning
blandt hele populationen). Stikpreven udtages i praksis uden tilbageleegning, da man ikke vil ringe til den
samme person to gange. Da populationen er meget stor i forhold til stikpreven, ger det i gvrigt heller ingen
forskel, om stikpreven foretages med eller uden tilbageleegning.

Vi kender stikprgvens starrelse, n, mens p, som er sandsynligheden for, at en person vil stemme pé et
bestemt parti, er ukendt. Vi estimerer derfor sandsynligheden p for, at en person vil stemme pé et bestemt

. . . . X . . .
parti ud fra stikpreven, sddan at p =— hvor X er det antal af personer i stikpreven, der vil stemme pa et
n

bestemt parti. Hvis stikpreven er reprasentativt udvalgt, vil dette vare et godt estimat. De variationer i
veelgertilslutning, der vil vaere i forskellige stikprever, vil heenge sammen med spredningen i
binomialfordelingen. Spredningen pa antallet af veelgere, der stemmer pa et bestemt parti,

o=+/n-p-(1— p), athaenger af stikprovens storrelse og storrelsen af partiets velgertilslutning, og dermed
ikke af populationens sterrelse. Man kan derfor f samme nejagtighed i meningsmalinger i meget storre
lande uden af oge storrelsen pa stikpreven.

Vi ved fra normalfordelingen (jf. opgave 21), at 95% af observationerne ligger inden for intervallet
1w—196-0 <x <1 +1,96-0. Dette interval benyttes ofte i samfundsfag, men vi veelger her at bestemme

konfidensintervallet med udgangspunkt i binomialfordelingen, hvor de normale vardier for den stokastiske
variabel X svarer til ca. 95% af observationerne. De normale vardier er som tidligere navnt defineret til at
ligge i intervallet p—2-0c <x<pu-+2-0.

Dette betyder altsa, at for ca. 95% af alle stikpraver, vil intervallet

n-p=2\n-p-(l—=p)<x<n-p+2-\n-p-(1-p)

indeholde den sande veerdi for antallet af personer i stikproven, der vil stemme pa et bestemt parti.

Kigger vi i stedet pa procentandele, skal vi dividere med stikprevens sterrelse. Den sande procentandel af
veelgere, der stemmer pé et bestemt parti, vil derfor for ca. 95% af alle stikprever ligge i intervallet:

2-yn-p-(1-p)
n

. 2yn-p-(1—p)
p_

<X<p+
n n

Vi omskriver udtrykket ved at omskrive n = \/n_2 og udnytte, at ﬁ = \/% :

N

2-yn-p-(1—p)

N N X
po 2P p)<§§p+

=S
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2. 1P <1*p)<1 5. [np-(=p) (H,)
n
s o [pU=P) _ 5. /ﬁ-(l—ﬁ)
n - n

Konfidensintervallet for andelen i sddanne meningsmalinger kan altsé beregnes ved:

. p-(1—p) . p-(1—p

2. [P-( p);p+2_ /p (=p)|
n n

Dette giver os folgende setning:

S | =
IN
>

Seaetning 6 Statistisk usikkerhed i stikprover

Nér der udtages en stikprove, sa bestemmes stikpreveresultatets 95% konfidensinterval
ved folgende formel.

5. /p-(l—p);f”z' /p-(l—p) ,
n n

hvor p er den estimerede sandsynlighedsparameter, og # er antalsparameteren.

Sterrelsen 2- M kaldes den statistiske usikkerhed eller blot usikkerhed 1
\ n

stikprover.

Eksempel 19 Meningsmalinger (fortsat)

I vores eksempel 18 fra for, hvor p = 0,173 og n=1578 , er 95% konfidensintervallet pa
partiet Venstres veelgertilslutning altsa:

2-\/0,173-(1—0,173)_0173+2-\/0,173-(1—0,173) B
J1578 o J1578

[0,173—-0,019;0,173 4-0,019] =[0,154;0,192].

0,173 —

Venstres velgertilslutning ligger altsa med 95% konfidens i intervallet fra 15,4% til
19,2%, dvs. der er 95% sandsynlighed for, at dette interval rummer den sande vardi for
Venstres velgertilslutning pa det pageldende tidspunkt.

Og omvendt ma vi altsé konkludere, at hvis vi skal tro pa, at Venstres valgertilslutning
har eendret sig, sa kreever det, at den velgertilslutning, vi sa ved valget, ligge uden for
konfidensintervallet, dvs. den skal veere mindre end 15,4% eller storre end 19,2%.

Ved folketingsvalget fik Venstre 19,5% af stemmerne, altsd en vaerdi, der netop ligger
uden for konfidensintervallet, sa den pageldende analyse fra Epinion forteller os altsa, at
Venstre er géet tilbage.

I meningsmalinger angives ofte en usikkerhed, som i tilfeldet for Venstres valgerandel altsé er +1,9
procentpoint jevnfer beregningen i eksemplet ovenfor.

Opgave 29 Underseg, hvordan dit veerktejsprogram beregner konfidensintervaller.
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Opgave 30

Bestem usikkerheden pa partiet Alternativets valgertilslutning ud fra eksempel 18, og
afger om de er géet frem siden valget.

I folgende opgave simulerer vi et eksperiment, hvor der udtages 100 stikprever. For hver stikprave udregner
vi konfidensintervallet, og teeller hvor mange af disse, der indeholder den sande andel.

Opgave 31

a) Opret en binomialfordelt stokastisk variabel X i et regneark ved hjalp af en
tilfeeldighedsgenerator. Vi setter n =1 og velger p = 0,21 . En saddan stokastisk

variabel kaldes Bernoulli-fordelt, fordi antalsparameteren er 1.
b) Opret en stikprave pa 200 vaerdier af den stokastiske variabel X i regnearket.
¢) Bestem middelverdien og spredningen for de 200 verdier.

d) Bestem konfidensintervallet for den sande verdi af p ud fra middelvaerdi og
spredning.

e) Afger om verdien 0,21 ligger 1 konfidensintervallet.

f) Tegn konfidensintervallet som et linjestykke i dit vaerktejsprogram.
g) Gennemfor trinene a) - f) 100 gange.

h) Bestem andelen af konfidensintervaller, der indeholder vaerdien 0,21.

1) Hvad kan du konkludere?

Bemark, at hvis vi ensker at gennemfore en undersggelse, hvor usikkerheden skal begranses til en bestemt
veerdi, sé kan vi ud fra setning 6 bestemme den stikprevesterrelse, det vil kreeve. I praksis er der naturligvis

mange faktorer og overvejelser, der spiller ind pa design af en given undersogelse, fx at undersogelser med

store stikprever normalt er forbundet med starre omkostninger.

Opgave 32

Opgave 33

Se igen pa analysen fra Epinion i eksempel 18.
a) Tegn grafen for +u som funktion af p i et passende interval.
b) Ved hvilken vaelgertilslutning er usikkerheden sterst?

c) For hvilket parti er usikkerheden storst?

d) Hvor stor skulle stikpreven mindst have varet, hvis usikkerheden for Venstre skulle
vere pa hejst 2,2% (og man dermed ikke kunne konkludere en tilbagegang med et

95% konfidensinterval)?

12011 viste en stor undersggelse, at 64% af voksne danskere regelmaessigt dyrkede
motion.

12016 udtog man en stikpreve pa 400 voksne danskere og spurgte dem, om de

regelmaessigt dyrkede motion. I stikpraven var der 284, der regelmassigt dyrkede motion.

Vi antager i det folgende, at den sande verdi af andelen af alle voksne danskere, der i
2011 regelmessigt dyrkede motion, var 64%.

a) Bestem ud fra stikpraven i 2016 et 95% konfidensinterval for andelen af voksne
danskere, der regelmeessigt dyrker motion.

b) Afger, om andelen af voksne danskere, der regelmassigt dyrker motion, har eendret

sig.
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Opgave 34 a) Bestem for p = 0,60 den statistiske usikkerhed ved felgende veardier af n:

n 1100 | 200 | 400 | 800

u

b) Beskriv &ndringen i u, nar n vokser.

Opgave 35 Vis ud fra formlen i satning 6, at man skal firedoble stikprevesterrelsen, hvis man skal
halvere usikkerheden.
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