Talteori og matematikhistorie - matematiske ideer

Matematik og tal

Matematik adskiller sig fra andre videnskaber idet man i stedet for at ekstrahere viden fra faenomener op-
levet igennem ens sanser, i stedet forsgger at arbejde udelukkende indenfor en 'konsistent’ og menneskeligt
konstrueret verden. | fysik opstiller man love der stemmer overens med verden vi oplever, og forbedre el-
ler finder flere love, nar vi mener vi har opndet en dybere eller ny forstaelse for hvordan verden omkring

os kan beskrives. | matematik er dette ikke tilfaeldet. | stedet opstiller vi nogle grundregler som vi mener
skal vaere gyldige indenfor vores system, kaldet aksiomer, og ud fra disse og grundlaeggende ’'logik’, kommer
matematik som vi kender det til livs.

Disse aksiomer eller grundregler har dog igennem tiden aendret sig, idet de enten ikke har givet mulighed for
at vise nok sztninger, eller fordi matematik som helhed har skulle kunne forskellige ting i forskellige tidsal-
dre. | dette forlgb skal vi ikke som udgangspunkt kigge p& aksiomer, men i stedet p& matematisk heuristik
som helhed og prgve at se p& hvordan matematik har andret sig fra graeske traditioner, til matematik i dag.

Fokus her er pa to forskellige typer af tal: primtal og perfekte tal. Matematikhistorisk betragtet er beg-
ge taltyper interessante. Primtallene og de perfekte tal beskrives begge fgrste gang i et matematisk vaerk
skrevet 300 ar f.Kr. nemlig i Euklids Elementer, som omtales flere gange i denne note. Der er matematikhi-
storiske indikationer af, at pythagoraerne ogsé kendte til ideen om primtal, men der mangler tekstmateriale
der direkte bekrafter det. Matematikere der arbejder med talteori sgger stadig efter nye primtal og perfek-
te tal. Primtal har en central rolle i krypteringsteknologi, hvilket vi vender tilbage til senere. For at finde
primtal benyttes i dag moderne computerteknologi, s& her er der ogsd en markant matematikhistorisk ud-
vikling, i den m&de man arbejder med matematik p&. Perfekte tal har i dag en mere teoretisk betydning i
matematik.

Vi fglger udviklingen i matematik ved at betragte talteori. For at fglge en matematikhistorisk udvikling,
ser vi p& hvordan bade Euklid i hans store vaerk Elementer arbejdede med tallene pa hvordan vi arbejder
med tallene i dag. Vi kan ogsd inddrage hvordan Euler, en af matematikkens stgrste skikkelser, i 1700 tallet,
beviste en sztning, der havde varet et dbent problem i naesten 1000 &r. Ilgennem disse eksempler fr vi

et indblik i den skiftende heuristik i matematik. Vi vil se hvordan bdde m&den man definerer matematiske
objekter pa andrer sig, og vi ser hvordan bevisfgrelsen bliver anderledes. P& den m&de blive vi klogere p3,
hvorfor vi i dag udfgrer matematik p& den made, vi ggr det.

| gymnasiet arbejder vi stort set altid over den helt sarlige struktur R, eller de s3kaldte reelle tal. Noget
mange af jer nok vil taenke pa som tallinjen. Dette er en naturlig struktur at arbejde over, da den har en
masse prisvaerdige egenskaber. Vi kigger ogsd pd nogle szrlige objekter nemlig funktioner, der fgrer ele-
menter fra en mangde over i en anden og opfylder en sarlig regel. Her giver det ofte mening at lade vores
funktion f fgrer elementer fra R over i R, da vi gnsker at f skal beskrive en handling over tid.

| dette forlgb vil vi dog bevaege os vaek fra R og i stedet betragte nogle maengder vi méske i stgrre grad

er bekendte med fra folkeskolen end gymnasiet, nemlig de naturlige tal, vi undervejs vil skrive som N, og
blot er, som skrevet fgr, 1,2, 3, .... Udover det vil vi kigge p& de hele tal, vi vil skrive som Z og som er
maengden af ..., —2,—1,0,1,2, ..., altsd de naturlige tal, sammen med 0 og de negative naturlige tal. Der
vil stadigvaek optraede funktioner, men disse vil tage input i N, og ogs3 give et output i N, s8 derfor maske
vare noget anderledes end hvad | er vant til. Alt dette for at sige at vi er pd vej ind i en helt anden verden,

talteorien.



Opgaver

Hvordan adskiller R sig fra N og Z7 (Er der ting vi kan ggre i de reelle tal vi ikke p& samme made er i
stand til i nogle af de andre maengder?)

/
-

Primtal

a) Hvordan definerer man et primtal?
b) Bestem alle primtal fra 2 til 50.

Sammensatte tal

Et tal der er stgrre end 1 og som ikke er et primtal betegnes et sammensat tal. Giv eksempler p&

-
-

sammensatte tal.

-

Sammensatte tal og primtal

Betragt de primtal der blev bestemt tidligere, og betragt nogle af de sammensatte tal. Undersgg

hvordan man kan bruge primtal til at "sammensatte"et sammensat tal.




Beviser i Euklids Elementer

Vi skal senere se nermere pd en satning og et bevis, muligvis ser vi pa flere, som er skrevet af Euklid. Laes

nedenstdende saxtning og bevis, som er det, vi vil se nzermere p&. Hvad genkender du? Hvad forekommer

besynderligt? Hvad drejer beviset sig om? Dette er et modstridsbevis. Kan du gennemskue, hvorfor man

kalder det et modstridsbevis? Et bestemt ord afslgrer det, hvis man ser godt efter.

s

Satning (Elementer, Bog VII, Proposition 1 ). N&r der foreligger to ulige store tal, og det min-
dre til stadighed traekkes fra det stgrre, og hvis det resterende pa intet tidspunkt maler det
umiddelbart foregaende tal, indtil resten er en ener, sa vil de oprindelige tal vaere indbyrdes
primiske.

Hvis der fra de to tal AB og CD til stadighed traekkes det mindre fra det stgrre, s3 lad det resterende
tal p& intet tidspunkt male det umiddelbart foregdende, indtil resten er en ener. Jeg pastar, at AB og
CD er indbyrdes primiske, dvs. at kun en ener maler AB og CD.

Bevis. For hvis tallene AB og CD ikke er indbyrdes primiske, vil et tal méle dem. Lad dette méle dem
og lad det det veere E; lad CD ved at méle BF give resten FA mindre end det selv, lad AF ved at
méade DG give resten GC mindre end det selv, og lad GC ved at méle FH give eneren HA som rest.

Da nu E maler CD, og CD maler BF, maler E alts3 ogsé BF; men det maler ogs3 hele BA, og altsa vil
det ogsd maéle resten, AF. Men AF maler DG; og E maler altsd DG, men det maler ogsd hele DC; og
derfor vil det male resten, CG. Men CG maler FH; og E maéler altsd FH; men det maler ogsd hele FA.
Og da det er et tal, vil det derfor male resten, eneren AH; hvilket er umuligt.

Altsa vil et eller andet tal ikke male tallene AB og CD. AB og CD er altsa indbyrdes primiske. Hvilket
skulle bevises. O

~

Figur 1: Figur til beviset



1 Det ngdvendige fundament

Fgr vi kan arbejde med de historiske kilder er vi ngdsaget til at udvikle et vist talteoretisk fundament der
gor os i stand til at forstd de ngdvendige grundlaeggende begreber. Fgrst betragter vi en defintion, som |
godt kender til, men méaske ikke har set pa denne form tidligere. Definitionen er nyttig at holde sig for gje,
ndr man skal laese Euklids definitioner.

Definition 1.1. Lad a, b vaere hele positive tal, da siger vi at a | b udtalt a deler b hvis der findes heltal
k sa
a-k=»b.

Vi siger, at a er divisor i b. Tallet k kaldes for kvotienten ved division af b med a.
Hvis der ikke findes et sddant k skriver vi at b udtalt a deler ikke b.

Mazengden af divisorer for b betegner vi med D(b).
- /

Vi starter med at se flere af Euklids definitioner fra bog VII.

Man skal besvare spgrgsmal, der knytter sig til definitionerne. Det er vigtigt, at man forsgger at taenke
geometrisk, fx i form af linjestykker, og samtidig kobler dette til vores moderne forstéelse af tal. Derfor kan
det vaere en god ide at tegne fx. linjestykker, ndr man lzser teksten.

- N

Gennemlas de udvalgte definitioner fra bog VII skrevet nedenfor. Forsgg at oversatte definitionerne til

matematik du kender til, i det du besvarer spgrgsmalene. Inddrag tegninger i dine overvejelser.
e Hvordan skal VII.D1 og VII.D2 forstas?

— Er en ener et tal?

e Hvad mener Euklid med "male"i VII.D37

e Hvad mener Euklid med "males"i VII.D57 Skriv VII.D5 som en ligning med a, b og k, man m&
gerne indfgre tal. Relater ligningen til VII.D3.

e Giver VII.D6 mening for dig?

e Kan du skrive VII.D7 med moderne matematik, og hvad tanker du om at Euklid skriver to
udsagn?

e Skriv et taleksempel for VII.D8.

e Man skal forstd VII.D9 siledes, hvor a, b og c er tal: a males af b med c. Skriv det som en
ligning.

— Forsgg evt. at erstatte bogstaverne med tal, da det kan vaere en hjzlp.

e Skriv et taleksempel for VII.D10.

e Beskriv, hvordan du forstar VII.D11.

e Kan du fra VII.D12 forstd, hvad der menes med indbyrdes primiske tal?

e Vi ser senere nzermere pd, hvad der menes med et sammensat tal. S& skal vi se pd VII.D13 igen!
e Husker du, hvad der menes med proportional? Forklarer det satningen i VII.D207

e Har du nogen som helst ide om, hvordan man skal forst3 VII.D227




Euclid Elementer bog VII. Definitionerne.

1.

VII.D1 En ener er det, ifglge enhver af de eksisterende ting kaldes en,

VII.D2 og et tal er den sammenlagte maengde af enere.

VII1.D3 Et mindre tal er del af et stgrre tal, ndr det maler det stgrre,

VII.D5 Et stgrre tal er et multiplum af et mindre, n&r det méles af det mindre.
VII.D6 Et lige tal er et, som kan halveres,

VII.D7 og et ulige tal er et, som ikke kan halveres, eller som adskiller sig fra et lige tal med en

ener.
VII.D8 Et lige-gange-lige tal er et, som kan méles af et lige tal med et lige tal.
VII.D9 Et lige-gange-ulige tal er et, som maéles af et lige tal med et ulige tal.
VII.D10 Et ulige-gange-ulige tal er er, som males af et ulige tal med et ulige tal.
VII.D11 Et primtal er et, som kun males af en ener.

VII.D12 Indbyrdes primiske tal er de, som kun méles af en ener som falles mal.
VII.D13 Et sammensat tal er et som méles af et andet tal,

VI1.D20 Tal er proportionale, nér det fgrste er samme multiplum - eller samme del eller samme
dele - af det andet, som det tredje er af det fjerde.

VII.D22 Et fuldkomment tal er det, som er lig med sine dele.

1 Divisorer og stgrste fzlles divisor

Lad os prgve at forstd Definition 1.1 bedre vha. eksempler. Lad for eksempel a = 2 og b = 36, da ser vi, at
2|36, fordi der findes et helt tal k = 18, s3 2- 18 = 36. Alts§ er D(36) = {1,2,3,4,6,9, 12,18, 36}.

-

a) Bekreeft ved egne overvejelser at D(36) = {1,2,3,4,6,9,12,18,36} og bestem D(12) og D(42).
b) Undersgg hvorvidt 15]225, 22|356, 17|357.

%

Talteori og Nspire. Brug de nedenstdende kommandoer i Nspire, og afggr, hvad kommandoerne giver
som output.

intDiv(8,2)

e mod(8,2)

e intDiv(45,5)

e mod(45,5)

e delVoid(seq(when(mod(12,1)=0,i,_), i, 1, 12))

e delVoid(seq(when(mod(48,1)=0,i,_), i, 1, 48))

~




Fra en af de tidligere opgaver, kan man se, at to hele tal kan have fzlles divisorer. Dette betegnes ogs3

med en mangde, og det betegnes for tallene a og b som D(a, b). Det galder at
D(8,4) = D(4,8) = {1,2,4}.
Opgaver

a) Bestem uden brug af Nspire D(6, 21).

b) Bestem uden brug af Nspire D(12, 36)

Operatoren | giver anledning til et meget vigtigt begreb indenfor talteori, nemlig den sikaldte stgrste falles
divisor. Den ggr det senere ogsd muligt at for os, at definere de perfekte tal. Fgrst ser vi naermere pa den
stgrste falles divisor, og senere vender vi tilbage til de perfekte tal.

Stgrste felles divisor

Definition 1.2. Hvis a, b er naturlige tal, kaldes det stgrste tal d der deler dem begge for den stgrste

felles divisor, vi skriver dette som sfd(a, b) =

Brug uden brug af Nspire din viden om divisorer til at afggre, om alle nedenstdende udsagn er korrek-

te.
e sfd(10,35) =
o sfd(57, 34) =17
e sfd(8,18) =
e sfd(8,12) =
e sfd(10, 85) = 10
° d(15 56) =
e sfd(18,117) =9

1.1.1 Satninger om divisibilitet

Fgrst ser vi p& denne satning, som vi ikke beviser. Forsgg med taleksempler at sandsynligggre, at szetningen

er korrekt. Det er naturligvis ikke en stringent made at arbejde p& i matematik.

e N
Satning 1.3.

a) Hvisa| bogb|cdavila|c

b) Hvis a | b og c | d da vil ac | bd

c) Hvis m # 0 da vil a| b hvis og kun hvis ma | mb
)

d) Hvis d | a og a # 0 da vil |[d| < |a]
= J

Undersgg ved at bruge konkrete taleksempler de to fgrste udsagn i Seetning 1.3.
- %

Vi viser tre satninger, som vi fér brug for senere. Fgrst skal du taenke intuitive pd fglgende:
Du har to forskellige tal, som vi lige nu kalder for a og b. Begge tal har en divisor d. Kan du tegne dig frem
til, at d ogsa er divisor til a + b? Kan du ggre det samme for a — b?



Regneregler for divisibilitet

Saetning 1.4. Lad d | a og lad d | b. Da geelder det at d | (a + b).

Bevis. Da d | a og d | b eksisterer der hele tal k og / s3 a = kd og b= Id.
Da gzlder det at
at+b=kd+Id=dk+1)

og da k + [ er et helt tal fglger det heraf, at d | (a+ b). O
Satning 1.5. Lad d | a og lad d | b. Da geelder det at d | (a — b).

Bevis. Da d | a og d | b eksisterer der hele tal k og | s3 a= kd og b= Id.
Da gzlder det at
a—b=kd—Id=d(k—1)

og da k — [ er et helt tal fglger det heraf, at d | (a — b). O
Saetning 1.6. Lad d | a da gaelder for at helt tal b at d | (ab).

Bevis. Da d | a eksisterer der et helt tal k s& a = kd.
Da gelder det at
ab = (dk)b = d(kb)

og da kb er et helt tal fglger det heraf, at d | (ab). O
N J




Euklids algoritme

| dag har vi computere, der nemt kan bestemme den stgrste falles divisor sfd(a, b). Bag skaermen og tasta-
turet bruger computere algoritmer. En algoritme er en trinvis metode til at Igse et bestemt problem. N&r
man for eksempel l=gger store tal sammen eller ganger med opstilling, fglger man en fast rakke trin. Det
er et eksempel pd en algoritme. Euklids algoritme bygger netop p& en s&dan fremgangsmade og bruges til
at bestemme den stgrste felles divisor for to tal. | Elementer er Satning 1 i Bog VII, som vi laste tidligere,
et eksempel p& en algoritmisk fremgangsmade, og den er tet knyttet til den metode, der i dag kaldes Eu-
klids algoritme. Vi skal se nzermere p& denne algoritme, og vi skal prgve at bruge den, si vi kan bestemme

stgrste fzelles divisor.

Division med rest

Hvad menes der med division med rest?

" N

Talteori og Nspire. Brug de nedenstdende kommandoer i Nspire, og afggr, hvad kommandoerne giver

som output.
o intDiv(9,2)
e mod(9,2)
e intDiv(49,5)

e mod(49,5)
N J

Brug dit output fra Nspire til at forklare nedenst3ende, hvor det skal forklares, hvad der menes med en rest.
9
* 508 9=4.-2+1
4
o ?gog49:7-5+4
b
e —ogb=k-a+r
a
Lad a, b vare positive hele tal. Da findes der entydigt bestemte heltal k og r, s&

b=k-a+r, 0<r<a.

Hvis at b, er r > 0, og hvis a | b, er r = 0.
NG J

Nu kan vi forst den notation, der benyttes ved Euklids algoritme til at bestemmes stgrste fzlles divisor
sfd(a, b) for de to naturlige tal a > b.




Euclids algoritme

For at bestemme sfd(a, b), hvor det her antages at a > b, benyttes nedenstdende algoritme. Fgrst

bruges division med rest pa parret a, b.
a=ky-b+rg, hvor 0<rp<b
Hvis ry = 0 stopper vi. Ellers bruges division med rest p& parret b, ry:
b=k -rp+n, hvor 0<n<n
Sadan fortsattes indtil resten bliver 0:

=k -rn+nr hor 0<n<n
n=ks-mn+r, hvwor 0<n<n

rh=ks-r3+r, hvor 0<rn<n
rn=kKnt2-rhy1+0

Her skal man laegge maerke til, hvornar algoritmen afsluttes, nemlig ndr der er en rest p& 0. Det sker
efter et endeligt antal trin, da der kun kan vare endeligt mange tal i raekken af rester.

Det tal vi bestemmer ved Euklids algoritme er den stgrste falles divisor sfd(a, b) = rpi1.

o J

Bestem sfd(252, 198) ved brug af Euklids algoritme.
252 =1-198 4 54

198 =3 -54 + 36

36=2-18+0

Dermed er det bestemt at sfd(252, 198) = 18

Saetning 1.7. Den sidste positive rest r,.1 i Euklids algoritme for to naturlige tal a > b er deres stgrste
felles divisor. Alts3 sfd(a, b) = rp11

Euklids algoritme - opgaver

Bestem ved at bruge Euklids algoritme sfd(124, 28), sfd(1001, 715) og sfd(544, 119).

Metoden er effektiv til at bestemme stgrste falles divisor for meget stgrre tal, hvor det er meget vanske-
ligt at undersgge svaret ved at prgve sig frem. Det kan eksempelvis vaere sfd(105063, 67578). Ved brug af
algoritmen kan man med syv trin bestemme sfd(105063, 67578) = 21.



1.1.2 Rasonnement for Euklids algoritme - taleksempel

Med et taleksempel og Satning 1.4, Satning 1.5 og Satning 1.6 kan vi raesonnere os frem til algoritmen.
Lad os bestemme sfd(84, 30). Vi starter med division med rest af 84 med 30, hvilket giver os:

84 =230 + 24

Nu kommer et centralt argument.

Fra Saetning 1.6 ved vi, at hvis d deler 30 s& deler d ogsé 2 - 30.

Fra Saetning 1.5 fglger derfor, at hvis d deler b&de 84 og 30, s& deler d ogs3 84 — 2 - 30 = 24.

S3a hvis et tal deler 84 og 30, s& deler det ogsd 24.

Derfor er enhver falles divisor for 84 og 30 ogsé en felles divisor for 30 og 24.

Algoritmen fortsaetter. Vi bruger igen division med rest. Denne gang p3 parret 30,24:
30=1-24+6

Da 30 — 24 = 6, vil enhver falles divisor for 30 og 24 ogs3 dele 6 (Satning 1.5).

Algoritmen fortsaetter. Vi bruger igen division med rest. Denne gang p& parret 24,6:
24=4.6+40

Resten er 0, og vi stopper, og derfor er sfd(24,6) = 6.

Betragt nu algoritmen bagfra.
Omvendt gelder det ogsa, at 6 deler 6 og 24, da vi har

24=4-6
Ved brug af Satning 1.4 gzlder derfor, at 6 ogsé deler 30 da
6+24 =30
Da 6 deler 24, fglger det igen ved Satning 1.4 og Satning 1.6, at 6 deler
244+2-30=284

Alts3 deler 6 bade 84 og 30.

Vi har altsd vist, at hvis et tal deler bdde 84 og 30, s3 deler det ogs& 6. Derfor kan ingen fzlles divisor for
84 og 30 veere stgrre end 6.
Omvendt har vi set, at 6 selv deler bade 84 og 30. Altsé er sfd(84,30) = 6.

Taleksemplet illustrerer det raesonnement, som i almindelighed ligger bag Euklids algoritme, og som formule-
res i Seetning 1.7.

10



