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»wMange videnskaber er karakteriseret ved de objekter de omhandler: Botanik
handler om planter og astronomi om himmelleger. Matematik er derimod
karakteriseret ved sin metode. Det karakteristiske ved matematikken er at dens
resultater kreever beviser. Naturligvis argumenterer man ogsd i andre
videnskaber, men i matematik er argumenterne eller beviserne mere stringente

(dvs. strenge, preecise) end i andre videnskaber.«
Jesper Liitzen og Ian Kiming (2008)

Citatet stammer fra teksten Matematisk Metode' skrevet af matematikerne Jesper Liitzen og Ian
Kiming, til brug ved den indledende undervisning pa matematikstudiet pa4 Kebenhavns Universitet.
Man kan godt diskutere det praecise indhold af citatet, men det understreger alligevel hvor centralt

beviset star som metode inden for matematikfaget.

Ordet “bevis” kendes fra hverdagssproget. Hvis en person star tiltalt for et drab og personen var
tilstede da drabet blev begdet, har sat sine fingeraftryk pa drabsvédbnet, har en god grund til at ville
ofret det ondt og méske har tilstiet drabet, sa vil retten finde at beviserne er tilstrekkelige til at

erklare personen skyldig, og medierne vil sige at retten fandt det bevist at personen var skyldig.

Men sikker bliver vi aldrig. Maske enskede personen at tage skylden, frem for den rigtige
gerningsmand og fik det til at se ud som om personen selv var skyldig. Derfor er “tilstéelse” ikke et
tilstraekkeligt bevis til at blive demt for mord. I hverdagssprog er et ”bevis” altsd noget der
sandsynligger en konklusion — men sikker bliver vi aldrig helt.

Sadan er det ikke 1 matematik. Et bevis er 1 matematik et argument, der er sé steerkt, at der ikke
leengere er noget at diskutere. Nar en matematisk scetning er bevist, vil ingen matematiker lengere

stille spergsmélstegn ved at den gelder. Hojest kan det diskuteres, om beviset er udfert korrekt.

Satninger er teoretiske udsagn om matematiske objekter (f.eks. tal, figurer, funktioner og lignende).
Matematikkens teori er opbygget af s@tninger og beviset er saledes den vasentligste metode vi har 1
matematik, til at begrunde at vores teori er korrekt. Det kan til dels ssmmenlignes med centrale
metoder i andre fag, f.eks. eksperiment og observation i naturfagene, spergeskema og interview i

samfundsfagene og tekstanalyse i sprogfagene. Og alligevel er beviset noget helt serligt.

! Teksten er leesveerdig for interesserede (og dygtige) gymnasieelever og kan (14/1-2020) hentes gratis her:
http://web.math.ku.dk/noter/filer/matm09.pdf.



http://web.math.ku.dk/noter/filer/matm09.pdf

Hvad er et matematisk bevis?

Det matematiske bevis haenger ulgseligt sammen med den matematiske

scetning. Beviset er det argument der opstilles, for at sikre at s@tningen Forudszetninger

er korrekt.

Beviset kommer ikke ud af den bl4 luft, men baserer sig derimod pa en

eller flere ”sandheder” som gér forud. Fordi de gar forud for den setning

der skal bevises, er der tale om forud-scetninger. Et bevis er altsa det der .
Szetning

gor at man fra forudscetningerne kan sige, at ogsa scetningen gelder.

Men sa&tningen gaelder netop kun, fordi forudscetningerne gor det.
Men hvad er forudscetninger sa? Vi vil her skelne mellem fire typer af forudsetninger:

1. Scetninger, som allerede tidligere er blevet bevist. S snart vi har bevist en s&tning, er den altsd
klar til at vaere forudsaetning for andre satninger.

2. Definitioner, som er en pracis afgrensning af hvad indholdet i et bestemt ord er. Vi har f.eks.
en definition af hvad en cirkel er, som kan indgé i s@tninger der omhandler cirkler.

3. Aksiomer, som er en slags ’satninger”, som er sd indlysende, at vi har besluttet at lade dem
veaere sande. F.eks. at man altid kan tegne et linjestykke mellem to punkter.

4. Antagelser, som er bestemte forhold der er geeldende 1 beviset. F.eks. er det en antagelse for

beviset for topunktsformlen, at vi kender to punkter som en linje skal ga igennem.

Pythagoras sztning — et eksempel

Den méske mest beromte matematiske s@tning er Pythagoras scetning, som omhandler retvinklede
trekanter og som siger, at hvis man ud af hver side i en retvinklet trekant danner et kvadrat, sa vil de
to mindst kvadrater til sammen fylde det samme, som det storste.

Ofte kalder vi l&engderne af de to korteste sider (kateterne) i en retvinklet trekant for a og b, mens
lengden af den lzengste side (hypotenusen) betegnes c. Da arealet af et kvadrat med siden a er a?,
arealet af et kvadrat med siden b er b? og arealet af et kvadrat med siden c er c?, siger Pythagoras

setning er der gelder: a? + b? = c2.

I forstéelsen af denne satning er det vigtigt at huske, at de 8 tegn til sidst i forgdende afsnit ikke
alene kan kaldes “Pythagoras s@tning”. Det er helt nadvendigt at pracisere, at a og b netop

reprasenterer lengder pa kateter og ¢ lengden af hypotenusen i samme retvinklede trekant.



Men hvordan ved vi at setningen er sand? En person fra natur- og samfundsfagene ville méske
stille sig tilfreds med de ufatteligt mange trekanter der gennem tidens leb har vist altid at opfylde
setningen netop nar de var retvinklede, mens de aldrig gjorde det, nar de ikke var retvinklede. Men
1 matematik er selv nok s& mange eksempler ikke nok til, at vi slutter at noget geelder generelt.

Men vi ved satningen galder, fordi den er bevist. Pythagoras levede for ca. 2500 ar siden i antik-
kens Grakenland, men man kender ikke til et bevis han har lavet. Vi ved ogséd at man kendte til
ideen 1 s@tningen lenge for han levede. Det forste bevis for s@tningen kender vi fra en lidt yngre
greeker, nemlig Euklid, der et par hundrede ar efter Pythagoras udgav den ferste stringente preesen-

tation af matematisk teori, kaldet Elementerne. Her findes det &ldste kendte bevis for satningen.

Euklids bevis er omfattende og kan undersoges 1 en senere opgave. Et mere simpelt bevis vil blive
prasenteret her. Lad os forestille os en retvinklet trekant hvor kateterne har lengderne a og b, mens
hypotenusen har lengden c. Lad os leegge fire eksemplarer af denne samme trekant 1 to forskellige

menstre, som kan ses pa figuren herunder?:

Figuren til venstre er oplagt et kvadrat med sideleengden a + b (alle fire sider er dannet ved at
leegge kateter med l&ngden hhv. a og b 1 forlengelse af hinanden og den rette vinkel er lagt i
hjernet af firkanten — den er sdledes et kvadrat). Figuren til hgjre er ligeledes et kvadrat med

sideleengden a + b (underseg selv hvorfor). De to firkanter er altsé lige store.

Hvis vi fra kvadratet til venstre fjerner de fire trekanter, bliver der tilbage et kvadrat med
sidelngden ¢ og arealet c2. Hvis vi fjerner de fire trekanter fra kvadratet til hojre, bliver der tilbage
to kvadrater med sidelengderne a og b og arealerne a® og b2. Da vi har fjernet de samme fire

trekanter fra to lige store kvadrater, ma det tilbagevarende vere lige stort. Altsa gelder:

c? =a?+ b?

2 Figuren er lant fra internetleksikonet Wikipedia, hvor mange andre eksempler pa beviser ogsé kan leses, ssmmen med
en kort historisk prasentation af s@tningens oprindelse: https://en.wikipedia.org/wiki/Pythagorean_theorem



https://en.wikipedia.org/wiki/Pythagorean_theorem

Beviset er ikke godt nok. Vi har eksempelvis pdstdet om figuren til venstre
her, at den hvide figur er et kvadrat. Men hvordan ved vi det?

Ovelse 1:

Opstil en argumentation for, hvorfor den hvide figur er et kvadrat. Husk at

et kvadrat per definition er en firkant, hvor alle sider er lige lange og alle

vinkler er rette.

Vinkelsum i trekant

Et centralt argument i gvelse 1 er, at de tre vinkler i en
trekant til sammen giver 180°. Eller mere generelt udtrykt, r--.

at de til sammen giver “en lige vinkel” svarende til “’to rette \ 2 ~

vinkler”. Men hvordan ved vi egentlig at det er korrekt? : : H
Ret vinkel Lige vinkel

Ovelse 2: \ /

For en vilkarlig trekant ABC tegner vi gennem C en linje
C

(red) parallel med siden AB. Ud fra C tegner vi endvidere
forleengelsen af siden AC (gron) og forlengelsen af siden
BC (bld). A B

a) Argumentér ud fra figuren for, at de tre vinkler A, B og C til sammen ma danne en lige vinkel.

b) Lav en liste over antagelser du har matte gere, for at gennemfore din argumentation.

To vigtige setninger om vinkler

Huvis to linjer skaerer hinanden, vil vinkler over for hinanden Vv Vv

(kaldet "topvinkler”) vere lige store.
Ovelse 3: Vis at to topvinkler er lige store.

En linje der skearer to parallelle linjer, meder de to /

parallelle linjer med samme vinkel. v
Ovelse 4: /

vV
Vis at en linje meder to parallelle linjer med samme vinkel. /




Aksiomer og definitioner

Beviset for Pythagoras s&tning bygger altsa pa andre satninger, som ogsd ma bevises. Og disse
setninger bygger igen pa setninger, som ogsa ma bevises. Det kunne se ud som om, at vi far en
uendelig folge af nye saetninger der hele tiden ma bevises. For at undgé dette, indferer vi simple

setninger som vi beslutter pa forhénd er sande. Disse kalder vi aksiomer.

Overvej f.eks. hvad der 1 gvelse 2 gav os lov til at tegne en linje gennem C, som var parallel med
AB eller hvad der gav os lov til at forlenge siderne AC og BC. Kan man godt bare geore dette?

Svaret gav Euklid ved at opstille fem grundleeggende aksiomer for geometrien:

To punkter kan forbindes med et linjestykke.
Et linjestykke kan forleenges uendeligt langt.
Man kan tegne en cirkel med ethvert punkt som centrum og enhver lengde som radius.

Alle rette vinkler er lige store.

AN e

Hvis en ret linje skarer to andre rette linjer og de indvendige vinkler pa samme side til sam-

men er mindre end to rette vinkler, sa vil de to linjer medes pé denne side hvis de forlenges.

De fem aksiomer (eller postulater som de ogsé kaldes) findes 1 forskellige formuleringer og de fem
der star her er sggt formuleret i moderne sprog. Det ses dog ret direkte at det er aksiom nummer 2

der 1 gvelser 2 giver os lov til at af forlenge siderne AC og BC.

Af aksiomerne folger s@tning 31 1 Euklids 1. bog, som siger at ”gennem et givet punkt kan der
traekkes en ret linje, parallel med en given ret linje”. Dette giver os lov til i ovelse 2 at tegne en linje
gennem C parallel med AB. Beviset for setning 31 bygger pa flere af de 30 forudgéende setninger.

Kan man sd bare opfinde aksiomer, ndr man mangler en begrundelse? Nej! Det imponerende ved
Euklids fem postulater er, at hele den klassiske geometri kan udledes af netop disse fem aksiomer.
Vi behover ikke andre.

Ud over de fem aksiomer opstiller Euklid ogsa 23 sakaldte definitioner, som er nogle

grundleggende beslutninger om hvilke objekter forskellige begreber daekker over.

Et eksempel er de to forste definitioner: ”Et punkt er det, der ikke kan deles” og ”En linje er en
leengde uden bredde”. Et andet eksempel er at ”En cirkel er en plan figur bestdende af en linje
(kaldet periferien), séledes at alle linjestykker trukket fra et punkt i cirklen til linjen (periferien) er

indbyrdes lige store”. I den efterfolgende definition navngives omtalte punkt “centrum i cirklen”.

Endeligt defineres at ”To rette linjer i samme plan er parallelle, hvis de nér de forleenges uendeligt
til begge sider aldrig medes”. Denne definition kan méske hjalp til at besvare ovelse 4.



Da matematik ikke kun handler om geometri, findes der ogsé andre aksiomer. Inden for tallene
opstillede den italienske matematiker Giuseppe Peano fire aksiomer for de naturlige tal, som bygger
pé en efterfolgerfunktion S, der til hvert tal udpeger det neeste tal i reekken. F.eks. gelder S(7) = 8:

1. Der findes mindst ét naturligt tal, som vi kalder for 1.

2. Tallet 1 kaldes starttallet og er ikke efterfelger til noget tal.

3. Huvis to tal n og m er forskellige, er deres efterfolgere S(n) og S(m) ogsé forskellige.
4

. En mangde der indeholder 1 samt efterfolgeren til alle tal 1 mangden, er de naturlige tal.

Det centrale her er beskrivelsen af de naturlige tal som en "uendeligt” lang perlesnor, hvor der er én
forste perle (aksiom 1 og 2) og herefter en uendelig folge af perler pa raekke (aksiom 3 siger netop
at en perle ikke kan komme efter to forskellige perler). Navngivningen af tallene som 1,2,3,4, ... er

her blot en konvention om hvad vi kalder de enkelte perler pa snoren.

Efterfolgerfunktionen kan nu bruges flere gange pa samme tal, f.eks. tre gange: S (S (S (n))) Lad
os for nemheds skyld her skrive S3(n). Eller hvis vi gentager m gange S™(n). I bund og grund har

vi her indfert regnearten “plus” (addition). S laegger jo bare én til tallet hver gang den anvendes. At

anvende den m gange svarer til at l&egge m til n. Vi beslutter altsa: S™(n) = n + m.

Hvad nu hvis vi legger n sammen med sig selv et antal gange? Ja, sa har vi indfert regnearten

”gange” (multiplikation), for vi beslutterat: n + n+ -+ n =n-m.
m gange

Og vi kan indfere regnearten ”potens” ved at beslutte at: n-n-...-n =n"
N— —

m gange

Vi kunne ogsé overveje om der findes et tal e, sddan at n + e = n for alle n. Nej — sddan et
naturligt tal findes ikke. Men hvis vi indferer et nyt tal der stér for 1 i reekken, sa vil det faktisk
galde for dette tal. Lad os kalde tallet 0. Der gelder da at n + 0 = n for alle tal.

Vi kunne ogsa overveje om der til et tal n findes et modsat tal n', sdledes at n + n’ = 0. Nej, det
gor der ikke. Men hvis vi spejler de naturlige tal 1 0, sd reekken bliver uendeligt lang pa den anden
side ogsé og kalder disse tal for —1, —2, —3, ..., s vil det faktisk geelder at n + (—n) = 0. Hermed
har vi ud fra de naturlige tal og regnearten addition opfundet en helt ny talmangde, som vi kender

som “de hele tal”. Ofte betegnes de naturlige tal med symbolet N og de hele tal med symbolet Z.
For vores regnearter opstiller vi ofte nogle aksiomer for grundleeggende regneregler, f.eks.:

e m+n=n+m og n-m=m-n (kaldet ”den kommutative lov”).
e m+(n+p)=(m+n)+p og m-(n-p)=(m-n)-p (kaldet ”den associative lov”).
e m-(n+p)=m-n+m-p (kaldet "den distributive lov”).



Potensregneregler:

Fra de hele tal kan vi rimelig nemt udlede de rationale tal (alle tal der kan skrives som breker

mellem hele tal) betegnet Q og herfra de reelle tal R, som er alle tal pa en normal tallinje.
Vi lader a vare et positivt reelt tal og n vaere et naturligt tal. Vi laver nu felgende definition:

Definition: a" =a-a-..-a Det praciseres: al = a
~—————
n gange

2 2

n
Definition: Det omvendte af ’n’te potens” er “n’te rod”: Va" = aog Va = a.
Ovelse 5:

Vis ud fra definitionen, at der geelder folgende potensregneregler:

Regneregel 1: g™ = gttm

an

aTl
Regneregel 2:  —=a""™ , hvorn >m
Regneregel 3:  (a™)™ = a™™"

n
Regneregel 4:  (ab)™ =a™ - b"™ og (3) ==
Ovelse 6:

Hvis vi vil lade n vare andet end naturlige tal, far vi problemer med vores definition. Hvad vil det
sige at gange a med sig selv 0 gange, —3 gange eller % gang? Vi ger derfor nu noget andet. Vi

beslutter at de fire regneregler skal gelde og tillader n at vaere et helt tal. Vis felgende regneregler:

Regneregel 4: a®=1
Regneregel 5: a™™ = ain

Ovelse 7:

Vi tillader nu n at vaere et rationalt tal. Vis felgende regneregler:

1
Regneregel 6: an = Va
Regneregel 7:  ai = aP

Regneregel 8:  Nab=Ya-Vb og " % = n\/—\/g.



Opgave 1: Euklids bevis for Pythagoras sztning

I 1897 oversatte danskeren Thyra Eibe de to forste beger af Euklids ”Elementer”. Herunder kan
leeses oversattelsen af Euklids bevis for Pythagoras s&tning. Sprog og stavemade er moderniseret.
Symbolet [ ] betyder “kvadrat”, A betyder “trekant” og / /betyder parallellogram”.

Les beviset grundigt og forsta de skridt der tages 1 det. Diskutér undervejs hvilke af slutningerne
der virker oplagte og hvilke I ikke finder oplagte og hvilke der virker forkerte.

Find eventuelt et eksemplar af Eibes oversattelse (pa biblioteket) og laes de saetninger der gar forud.

Euklids ”Elementer”, 1. bog, setning 47:

1 en retvinklet trekant er kvadratet pa den side, der ligger overfor den rette vinkel, lig summen af

kvadraterne pd de sider, der indeslutter den rette vinkel.
Lad ABC vere en retvinklet trekant, hvor ZBAC er ret. Jeg siger da, at[_|BC er lig[_|BAH_JAC.

Lad der nemlig pa BC vare tegnet et kvadrat BDEC og pa BA og AC kvadraterne GB og HC, lad
AK vere trukken gennem A parallel med BD eller CE, og lad AD og FC vare dragne.

Da nu begge vinklerne BAC og BAG er rette, s er de to rette G
linjer AC og AG tegnede ud fra et punkt A pé en ret linje AB til
hver sin side, sa at vinklerne ved siden af hinanden er lig to rette.
Altsé ligger AC og AG 1 forlengelse af hinanden. Af samme
grund ligger ogséd BA og AH 1 forlengelse af hinanden. Nu er
£DBC = £FBA; thi de er begge rette. Lad ZABC vare lagt til
dem begge, sa er hele ZDBA lig hele £ZFBC. Danu DB er lig
BC, og FB er lig BA, sa er de to sider DB og BA parvis lig de to
sider CB og BF; og £DBA er lig £FBC; altsa er grundlinje AD
lig grundlinje FC; og AABD er lig AFBC. Men/ /BK er lig D

2AABD; thi de har samme grundlinje BD og ligger mellem de samme paralleller BD og AK; og

kvadrat GB er lig 2AFBC, thi de har samme grundlinje FB og ligger mellem de samme paralleller
FB og GC; altsé er / BK lig kvadrat GB. P4 samme made vil man ved at drage AE og BI kunne
bevise, at [ /CK er lig kvadrat HC. Alts4 er hele kvadrat BDEC lig summen af de to kvadrater GB
og HC. Men BDEC er[_|BC, GB og HC er[_|BA og[ JAC. Altsdaer[ |BC =[_|BA+[_]AC.

Altsé: 1 en retvinklet trekant er kvadratet pd den side, der ligger overfor den rette vinkel, lig

summen af kvadraterne pé de sider, der indeslutter den rette vinkel. Hermed er s@tningen bevist.



Hvordan laves et bevis

Et bevis er et eksempel pa et matematisk reesonnement, hvor vi stiller serligt strenge krav til
kvaliteten af de slutninger der indgar. Grundkomponenten 1 et reesonnement er slutninger af typen

“hvis A, sa B” som ogsé kan udtales ”A medferer B”. En sadan slutning kaldes en implikation.
I matematik kan implikationen “hvis A, s B” skrives: A= B

Mange matematiske s@tninger har karaktér af at veere gyldige implikationer. Vi har allerede set
Pythagoras’ s@tning der lyder: Hvis “’en trekant er retvinklet”, sd “er kvadratet pa siden over for den

storste vinkel lig summen af kvadraterne pa de ovrige sider”.
Vi ser her at A og B altsa repraesenterer udsagn — eksempelvis:

A: ”En trekant er retvinklet”.

B: ”Kvadratet pé siden over for den sterste vinkel er lig summen af kvadraterne pé de evrige sider”.

At implikationen ”A medferer B” er sand, betyder ikke at implikationen ”B medferer A” er sand.
I eksemplet "Pythagoras satning” er dette dog tilfeldet. Vi taler derfor om en biimplikation. Det vil
sige at ”A medferer B” og B medferer A” — ofte forkortet til ”A hvis, og kun hvis, B” (som er det

samme som B hvis, og kun hvis, A”). Biimplikation kan skrives: Ae B

Et eksempel pa det modsatte er udsagnet: Hvis ”m og n er begge lige”, s& ”m + n er lige”. Denne
implikation er sand. Den modsatte er imidlertid ikke sand. Hvis ”m + n er lige” kan vi ikke slutte at

”m og n begge er lige”. Det er nemlig ogsa muligt at der gaelder ”m og n er begge ulige”.

Vi kan til gengeld lave en anden slutning. Af ”m og n er begge lige” medferer at ’m + n er lige”
kan det sluttes, at hvis ”m + n ikke er lige” sé er ”m og n ikke begge lige”. At satte “ikke” foran
udsagnet A, kaldes at negere udsagnet. Det er en forudsatning i logik, at der altid gelder A eller

ikke-A. Derfor geelder at ikke-(ikke-A) giver A. Negeringen af A skriver vi i matematik: =4

Af slutningen ”A medferer B” kan vi altsd altid slutte, at ”ikke-B medferer ikke-A”. Dette kaldes at

slutte ved kontraposition. Med matematisk notation kan det skrives: Hvis A = B, s& =B = —A.

En anden vigtig egenskab ved implikation er ,at der gelder (slutningsreglen logisk syllogisme):
Hvis ”A medferer B” og ”B medferer C”, s& gelder ”A medferer C”.
Med matematiske symbolser kan det skrives lidt kringlet: (A = BogB = C) = (A = ().

Denne egenskab er ofte hovedkomponenten i et matematisk bevis, hvor vi laver en hel keede af
implikationer: A; = A, 0g A, = Az 0g A3 > A4 0g...02 A,,_1 = A,, derfor A; = A,,.

Herefter kan udsagnet A; = A,, optages som en bevist s@tning i den matematiske teori.



Direkte bevis

Et direkte bevis er et bevis der slutter direkte fra sit udgangspunkt, til en indsigt der folger af
udgangspunktet. Lad os f.eks. tage setningen:

”Hvis en lineer funktion f har graf gennem (x4, y;) og (x5, ¥,), sé har den haldning a = Y2=V1,s

Xp=X1

Bevis:

Definition: En linear funktion f har en forskrift pa formen f(x) = a* x + b, hvor a er haldningen.

Da en funktions graf gar gennem (x, o) netop hvis f(x,) = yo og da f har graf gennem (x4, y;)
og (xz,¥2), sd geelder f(xy) =a-x; +b=y;0gf(x;) =a-x,+b =y,

Hvisa*x; +b=y,0gax,+b=y,,say, —y;, =a-x,+b—(a*x; +b).

Herefter anvendes en raekke regneregler (dvs. aksiomer og satninger fra aritmetikken):
Yo—yi=a'x;+b—(a*x;+b)=a'x;+b—ax;—b=a"x,—a-x

Den distributive lov (se side 6) siger da, at a mé settes udenfor parentes: y, — y; = a - (x; — x1)

Y2—Y1

Hvisy, —y; =a-(x; —x1),sda = .
Xo—X1

Ved direkte bevis er det nu bevist, at hvis den lineare funktion f(x) = a - x + b har graf gennem

punkterne (x1,y;) og (x,¥,), sd har f heldningen a = Y2ohu

xz—x1'
Ovelse 8:

Vis ved direkte bevis, at hvis den linesre funktion f(x) = a - x + b har graf gennem (x,, y), s er

tallet b bestemt ved b = y, — a - x,.

Ovelse 9:

Vis ved direkte bevis, at om funktionen f(x) = a - x + b geelder f(x + Ax) = f(x) + a - Ax.
Ovelse 10:

Vis ved direkte bevis, at hvis den eksponentielle funktion f(x) = b - a* har graf gennem (x4, y;)
og (x5,y2), sa har f grundtallet a = xz_xl\/% og tallet b er bestemt ved b = %

Ovelse 11:

Vis ved direkte bevis, at om funktionen f(x) = b - a* gaelder f(x + Ax) = f(x) - a®*.
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Modeksempel

I matematik er vi ofte ogsé interesseret i at vise at en bestemt satning ikke gelder. Dette kan oftest
goares ved at give et modeksempel. Det vil sige et konkret eksempel pé en situation hvor udsagnet A
gelder, men ikke forer til B. I sa fald kan man ikke generelt sige, at A medferer B”.

Eksempel:
Pdstand: Hvis n er et helt tal, sa er n> > n.

Oplagt glder der, at hvis n < 0 s er n? > 0 og saledes er n? > n.

Der er mange eksempler pé at det gaelder for positive tal: 52 = 25 > 5, 122 = 144 > 12.

Men vi kan betragte eksemplet n = 1: 12 = 1, dvs. der gelder ikke n> > n forn = 1.

Det samme kan siges om eksemplet n = 0. De to eksempler er altsd modeksempler, som forer til at
pastanden ikke kan gores til en bevist s&tning. Bemark at de to modeksempler er de eneste tilfelde

hvor pastanden ikke gaelder, men det @ndrer ikke pd at den ikke er en gyldig seetning som den stér.

Eksempel:

Pdstand: Va? + b2 =a+b

Visatter a = 3 0g b = 4. Da fas: V32 + 42 =+/9 + 16 = V25 = 5. Endvidere fas 3 + 4 = 7.
Da 5 # 7 sa er det vist at vi ikke generelt kan antage at Va? + b2 = a + b.

Bemark at det gaelder i enkelte situationer, f.eks. fora = 0ogb = 1.
Ovelse 12:
Vis ved modeksempler at folgende s@tninger ikke er sande:

a) For ethvert reelt tal x geelder at x2 > 0.
b) (a+b)? =a?+ b?
c) En andengradsligning a - x? + b - x + ¢ = 0 har to lgsninger.

d) Hvis g(x) og h(x) er positive voksende funktioner, sa er f(x) = % voksende.

e) Hvisd-b=0sderd Lb.
f) Lad C; og C, vare centre for to cirkler med radierne r; og 75:
Hvis |C;,C,| < 1y + 13, sé har cirklerne to skeringspunkter.
g) Hvis f'(x) = 2x,sd er f(x) = x2.
h) Hvis f(x) er voksende for x € [a; b], sd er f'(x) > 0 for x € [a; b].
i) Hvis f'(xy) = 0 0g f""(xy) = 0, s har f vendetangent i x = x,.
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Bevis ved kontraposition

Princippet i kontraposition blev tidligere omtalt som: Hvis der gaelder "hvis A s B”, sa gaelder der

ogsé "hvis ikke-B, s ikke-A”. Eller med matematisk notation: Hvis A = B, sa =B = —A.

Af dette princip kan udledes at hvis der galder hvis ikke-B, sa ikke-A”, sa gaelder der ogsa "hvis
ikke-(ikke-A), sa ikke-(ikke-B)”. Og da “ikke-(ikke-A)” er det samme som A, er sidstnavnte
udsagn det samme som "hvis A, sd B”. Vi kan altsé af “hvis ikke-B, sa ikke-A” udlede at der ogsa

galder “hvis A, si B”. I matematisk notation: Hvis =B = -4, s A = B.
Heraf folger, at "hvis A, s& B” kan bevises, ved at bevise, at der gaelder hvis ikke-B, sa ikke-A”.
Eksempel:

Hvis der for et helt tal n eksisterer to hele tal a og b, séledes at n = a - b, sa kaldes dette en
faktorisering af tallet n. Specielt gelder for ethvert tal n den trivielle faktorisering: a = 1 og b = n.
Et naturligt tal sterre end 1, som ikke har andre faktoriseringer end den trivielle, kaldes et primtal.
F.eks. kan tallet 2 kun faktoriseres som 2 - 1 og tallet 19 kun som 19 - 1. Derfor er 2 og 19 primtal.

Tallet 6 kan derimod faktoriseres som 2 - 3 og 39 som 3 - 13. Disse to tal er derfor ikke primtal.
Saetning: Hvis 2™ — 1 er et primtal, sa er n et primtal.

Bevis: Setningen er pa formen “hvis A, sa B”, hvor A er udsagnet 2™ — 1 er et primtal” og B er
udsagnet n er et primtal”. Satningen kan bevises ved kontraposition, hvis det kan vises at der
gelder "hvis ikke-B, s ikke-A”. Her er ikke-B udsagnet ’n er ikke et primtal” og ikke-A udsagnet
72" — 1 er ikke et primtal”.

Antag n ikke er et primtal. Da findes en ikke-triviel faktoriering n =a-b,hvor1 <a < b < n.
Der geelder: 2" — 1 =2% — 1 = (2% — 1) - (200~ 4 20(b=2) 4 ... 4 a2 4 2@l 4 1)

Daa>1,er2®—1>1.Dab—1>1o0ga>1er2¢0-D 4 2ab-2) 4 .. .4 a2 gal 151
Altsd er (2% — 1) - (240~ 4 2a(b=2) 4 ... 4 242 4 2@'1 4 1) en ikke-triviel faktorisering af

2™ — 1, som saledes ikke er et primtal. Det er altsa vist, at hvis n ikke er et primtal, sé er 2" — 1
ikke et primtal. Altsa hvis “’ikke-B, sa ikke-A”. Heraf folger ved kontraposition, at ’hvis A, sd B”,

det vil sige, at hvis 2 — 1 er et primtal, sa er n et primtal.

Ovelse 13: Argumentér for at pstandene i de foregéende seks linjer, ma vare sande.

3 Hvis =B = =4, s =(=A4) = —=(=B), som er det samme som 4 = B.
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Bevis ved modstrid

Hvis man kan vise at et udsagn A forer til det absurde og altid falske udsagn ”B og ikke-B”, sé siges
det at man har bevist ikke-A” ved modstrid. Da A forer til noget der aldrig gelder, gelder A
aldrig. Og da der altid geelder enten A eller ikke-A, sa mé ikke-A gelde.

Eller sagt omvendt. Hvis vi kan vise at ikke-A forer til ”B og ikke-B”, sé har vi bevist A.

I matematiske notation vil vi skrive: Hvis (A = B og —1B), s A.

Eksempel:

Setning: V2 er et irrationalt tal.

Bevis:

Tallet q er rationalt, hvis der findes hele tal m og n, sa q kan skrives som den uforkortelige brek %

Tallet r er sdledes irrationalt, hvis det ikke kan skrives som en uforkortelig brek af to hele tal.

Vi antager at v/2 er rationalt. Der findes siledes m og n saledes at V2 = % er uforkortelig. Da fés:

=
2

ey -

m?=2-n?

Da m? kan skrives pa formen 2 - k, er m? lige. Dermed er ogs& m lige og kan skrives p& formen 2p.

Dam = 2p fas:

m?=02p)>=2p-2p=2-2p2=2-n?

nZ — 2p2

Da n? kan skrives pé formen 2 - [, er n? lige. Dermed er ogsa n lige og kan skrives pa formen 2q.

Dam = 2p ogn = 2q fas:

=

N

m 2
n

N
_Q

Men denne brek er ikke uforkortelig. Hvis altsd vi antager at V2 kan skrives som en uforkortelig

brek, forer det til at broken kan forkortes. Antagelsen /2 er rational” forer alts4 til at den kan

skrives som en brek der bade er uforkortelig og forkortelig. Altsd noget der ikke kan vere sandt.

Deraf folger at der ma gzelde ”V2 er ikke rational”. Det er bevist ved modstrid at V2 er irrationalt.
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Induktions-bevis

En serlig type bevis, som kan galde for setninger der baserer sig pa de naturlige tals egenskaber, er

induktionsbeviset. Et induktionsbevis gar pa formen:

Hvis det geelder, at ”hvis A galder for n, sa gelder A ogsé forn + 1” og ”A galder forn = 17, sa
gaelder A for alle n.

Det forste udsagn betyder, at hvis udsagnet A gaelder for et vilkarligt tal n, sa gelder det ogsa for
det naste tal 1 rekken n + 1. Men da det gelder for n + 1, sd gaelder det ogsa for n + 2, osv. Dette
udsagn siger dog ikke noget om hvor vidt det geelder for nogle tal — kun at Avis det gaelder for et tal,
sa gaelder det ogsa for det efterfolgende tal. Hvis man herefter kan vise at A gelder forn = 1, s&
ved man at det ogsé gaelder for n = 2. Men sa geelder det ogsa for n = 3 og dermed for n = 4, og

sa videre... det folger heraf, at A galder for ethvert n.

Modificeret kan det siges, at hvis A galder for n, sé gelder A ogsa for n + 1 samt at A gelder for

n = m, s gelder A for ethvert tal n > m.
Eksempel:

Formlen for annuitetsopsparing siger, at efter n drlige indbetalinger af belebet b til en konto, med

en arlig rente 7, sd vil der pé kontoen sta:

n

1+r)" -1
. A+mt -1
r

Vi kan vise, at hvis dette er korrekt, sa geelder formlen ogsé for A,,, . Vi husker at fra det ene éar til

det naste far man dels tilskrevet renten r til indestdendet 4,,, dels s@ttes belobet b ind péd kontoen:

A”{1+”*%“:bélig[:i'ﬂ+49+b:b-Cl+ﬂwi_(1+”+4>
=b_<(1+r)n+1_1—r+£>=b.<(1+r)n+1_1_r+r>
r r r
=b_<(1+r)n+1—1> A
r

Det ses altsd at hvis formlen galder for n, sa gelder den ogsa for n + 1.

1_ -
Fornzlféis:Al:b-(Hr) Lop 2

=b->=b-1=b
Da indestiende efter én indbetaling netop er belabet b, gelder formlen altsd for n = 1. Men sa har

vi vist at den ogsé gaelder for n = 2, og dermed for n = 3, osv. Altsa gelder den for alle n.
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Opgave 2
Giv et direkte bevis for de tre kvadratsatninger:

1) (a+b)? =a?+b?+2ab
2) (a—b)? =a?+b?*—2ab
3) (a+b)(a—b) =a?—b?

Opgave 3

Giv et direkte bevis for, at der for vektorer geelder folgende regneregler:

a) d+b=Db+ad

b) k-(G+b)=k-d+k-b

c) d(¢+d)=d-é+d-b
Opgave 4

Bevis ved modstrid, at der findes uendeligt mange primtal (se definition af primtal pa side 12).

a) Visat hvisn > 1, sa findes der et primtal p som gér op i n, det vil sige at der eksisterer et
naturligt tal m, séledes at n = p - m, samt at der ikke findes et primtal p, som garopi 1.

b) Antag at der er endeligt mange primtal, som kan skrives pa listen: pq, py, ..., Pk, hvor py, er
det storste af alle primtal. Betragt tallet N = p; " py * ...- pr + 1.
Argumentér for at N ikke er et primtal.

c) Argumentér for at der ma findes et primtal p og et naturligt tal m s N = p - m.

d) Da p er et primtal findes det i rekken p4, p,, ..., px. Lad nu n vaere produktet af alle
primtal p; - p, - ...* P, pa ner p. Da gelder: p; "py - ... P =p " N

e) Argumentér for at der gelder:p-n+1=p-m.

f) Argumentér for at der geelder: p - (m — n) = 1 samt hvorfor dette viser at p ikke er et
primtal.

g) Det er vist at hvis py, er det storste primtal, sé er tallet p savel et primtal som ikke et primtal.

Argumentér pd den baggrund for, at der ikke findes noget storste primtal.
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Opgave 5

n-(n+1)

Pastand: 14+ 2+ -4+ n = .

a) Giv et induktionsbevis for pastanden.

Opgave 6

Pastand: 20 4+ 21 4 22 4 ... 4 20 = pn+1

a) Vis at hvis pastanden gelder for n, sa gelder den ogsa for n + 1.

b) Vis at pistanden ikke geelder forn = 1,n = 2, n = 3, n = 4 eller nogen anden n-verdi.

c) Reparér pastanden sa den bliver sand i tilfeldene n = 1,n = 2, n = 3 ogn = 4, og giv et

induktionsbevis for denne.

Opgave 7

I Pascals trekant ses alle veerdier af binomial-

koefficienten K (n,r), som vist til hgjre.

Alle steder galder, at en vaerdi er lig summen af
de to tal der stér lige oven over (se eksempel i

den orange trekant pa nederste figur).

a) Opstil et formelt udtryk med K (n, ), som
udtrykker denne generelle sammenhang.
b) Giv et direkte bevis for, at denne

sammenheng gelder.

Det viser sig at for rekke nummer n 1 Pascals

trekant, bliver rekkesummen 2.

K(0.0)
K(1.0) K(1.1)
K(2.0) KQ.1) K(2.2)
K(3.0) K(3.1) K(3.2) K(3.3)
K(4.0) K@.1) K(4.2) K@4.3) K(4.4)
K(5.0) K(5.1) K(5.2) K(5.3) K(5.4) K(5.5)
K(6.0) K(6.1) K(6.2) K(6.3) K(6.4) K(6.5) K(6.6)
K(7.0) K(7.1) K(7.2) K(7.3) K(7.4) K(1.5) K(7.6) K(1.7)
K(8.0) K(8.1) K(8.2) K(8.3) K(8.4) K(8.5) K(8.6) K(8.7) K(3.8)

n=0 1
n=1 1 1
n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1
r=0 r=1 r=2 =3 =4
n=4 1 4 6
_ =0 r=1 r=2 r=3 r=4 =5
n=>5 5 10 5 1
n=6 1 6 15 20 15 6 1
n=7 1 7 21 35 35 21 7 1
n=8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

c) Giv et induktionsbevis for at dette gelder. (Hint! Brug princippet bevist ovenfor).
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Opgave 8
Pistand: 2-2+3:22+4-234+5-2*+ -+ (n+1)-2" =n-2"*1

a) Giv et induktionsbevis for pastanden.

Opgave 9
Péstand: For ethvert naturligt tal n geelder at n2 — n + 41 er et primtal.

a) Bevis ved et modeksempel, at pastanden er forkert.

Opgave 10
Péstand: Alle naturlige tal har en unik egenskab.

Bevis:

Tallet 1 har oplagt en unik egenskab (f.eks. at det er det forste naturlige tal).

Lad tallene 1,2, ..., k alle have en unik egenskab.

Vi pastér nu at tallet k + 1 ikke har en unik egenskab.

Dermed er tallet k + 1 det mindste tal uden en unik egenskab — men dette er netop en unik
egenskab, sd k + 1 har altsa en unik egenskab.

Det er altsa vist at hvis tallene op til k har en unik egenskab, s har k + 1 det ogsa. Endvidere ses

det at det geelder for tallet 1. Dermed har alle naturlige tal en unik egenskab.

a) Hvilke bevistyper indgér i ovenstdende bevis?

b) Diskutér om beviset er gyldigt.

Opgave 11

Bevis, at hvis et linjestykke AB deles med punktet C, sdledes at |AC| < |BC|, saledes at forholdet

mellem hele linjestykket og den sterste del % er lig forholdet mellem mindste og sterste del %.

Sa har forholdet altid samme vardi ¢. Bestem denne vardi.

. 1
Vlsat;—fp—l.
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Formel logik — bevisets bevis

Implikation

Udgangspunktet for meget af logikken er udsagnet A = B, som vi kalder for en implikation. Inden
for den matematiske logik giver vi sadanne udtryk en helt precis betydning. Vi kalder det for et
logisk udsagn. Et logisk udsagn kan kun have to vardier: sand (S) eller falsk (F).

Et logisk udsagn bestar af logiske variable. I udtrykket ovenfor A og B. En logisk variabel er i sig

selv et logisk udsagn, som kan have vardierne sand (S) eller falsk (F).

Sandhedsvardien af et logisk udsagn afthenger alene af sandhedsverdien af de indgidende logiske
variable. Betydningen af tegnet ”=" er sdledes entydigt fastlagt ved hvordan sandhedsvardien af
”A = B” athenger af sandhedsverdierne af A og B. Da der kun er fire kombinationer, kan det nemt

opskrives i en udtemmende tabel. Vi kalder en saddan tabel for en sandhedstabel.

A| B | A=>B
S | S S
S | F F
F|S S
F | F S

Af forste linje ses, at hvis bade A og B er sande udsagn, sé er udsagnet A = B ogsd sandt. At noget

sandt medferer noget sandt synes oplagt. Det kan vare et simpelt eksempel som:
Hvis det regner, sa er jorden vad.

Men det kan ogsd vaere udsagn som lyder mere vrovlende, f.eks.:
Hvis loven er et kattedyr, sa er Paris hovedstaden i Frankrig

Udsagnet lyder skert, men er trods alt sand. Leven er et kattedyr og Paris er hovedstaden 1 Frankrig,
sa det er faktisk sandt at hvis det forste geelder, s& gaelder det andet ogsa, selvom der ikke er nogen

direkte arsagssammenhang mellem de to ting.

Af anden linje ses, at hvis A er sand og B er falsk, sé er udsagnet A = B falsk. Det kan f.eks. vere
udsagnet: Hvis loven er et kattedyr, sa sd er Paris hovedstaden i Sverige. Det er et falsk udsagn, for
loven er faktisk et kattedyr og Paris er rent faktisk ikke hovedstad i Sverige.

Aftredje linje ses det mere overraskende udsagn: Hvis A er falsk og B er sand, sd er A = B et sandt

udsagn. Lad os tage udsagnet: Hvis mdnen er lavet af ost, sa er loven et kattedyr. Det er sandt. Det
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forhold at manen ikke er lavet af ost, @ndrer jo ikke pa at loven er et kattedyr. Og hvis manen

faktisk var lavet af ost, ville loven jo faktisk vere et kattedyr — selvom der ikke er en sammenhang.

Den fjerde linje, at hvis A og B begge er falsk, sa er A = B sand. Dette er méaske det som er sverest
at acceptere. Se pa udsagnet: Hvis mdnen er lavet af ost, sa er Paris hovedstad i Sverige. Her har vi
sveert ved ikke at se en drsagssammenhang mellem de to udsagn. For hvis ménen nu var lavet af

ost, sa ville Paris jo stadig ikke vere hovedstad i Sverige... sd hvorfor er udsagnet sandt? Det er det
fordi manen ikke er lavet af ost. Der er derfor ikke noget galt i at sige, at hvis den var, ville det fore

til noget forkert. For den er det ikke. Og hvis den var, ville vi vare i linje 2.

Pointen er at man skal passe pa med at sa@tte for mange hverdagsord pé den formelle logik. Den
logiske betydning i det symbolske udtryk ”A = B” er fastlagt af tabellen ovenfor og ikke af andet.

De sproglige udlaegninger kommer i anden rekke.

Negation

Vi har indfert udsagnet ikke-4 med symbolet —=A. Om det gelder tabellen:

A | —A
S F
F S

Vi kan nu bevise kontrapositionsprincippet som siger, at A = B er det samme som =B = —4.

A|B|A=>B | 2A | -B | -B=> -4
S| S S F F S
S | F F F S F
F|S S S F S
F | F S S S S

For A og B begge sande gelder at A = B er sand, samt at =A og —B begge er falske. Men pr.

definition vides at “falsk medferer falsk™ er et sandt udsagn, sd =B = —A er netop sandkt.

I linjen efter ses, at for sand A og falsk B, fas falsk —A og sand —B. Og da ’sand medferer falsk”
per definition er et falsk udsagn, bliver =B = —A til et falsk udsagn. Og sé videre...

Det centrale er at man nemt indser, at uanset hvilke sandhedsverdier der vaelges for A og B, sd vil

sandhedsverdierne af udsagnet A = B og =B = —A altid vaere den samme.

Vi siger om de to udtryk, at de er wkvivalente.
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Konjunktion

Vi har tidligere benyttet ordet ”og” i sproglig fremstilling af logiske udsagn, uden at prasentere et
symbol for dette. Det gor vi nu. Udsagnet ”A og B” vil 1 matematisk logik skrives A A B. Symbolet
”A” kaldes for “konjunktion” eller pd dansk bare et ”logisk og”. Sandhedstabellen er:

A| B | AAB
S | S S
S | F F
F|S F
F | F F

Det ses at udsagnet A A B er sandt, netop nar bade A og B er sande, mens at udsagnet er falsk, hvis

én eller begge af de to variable har sandhedsverdien “falsk™.

Disjunktion

I det logiske sprog findes ogsa et "logisk eller”. I daglig sprog betyder “eller” ofte “enten-eller men
ikke bade-og”. I formel logik betyder “eller” altid ”og/eller”. Det logiske symbol for A og/eller B”
er AV B. Den tilhgrende sandhedstabel er:

A| B | AVB
S| S S
S | F S
F|S S
F | F F

Det ses at udsagnet ”A V B” er falsk netop hvis badde A og B er falsk, men ellers ikke.
Biimplikation

Vi har tidligere set, at udtrykket A = B ikke er a&kvivalent med B = A. Men hvis begge galder, fas
altsa folgende udtryk: (A = B) A (B = A). Det har folgende sandhedsverdi:

A|B|A=>B | B=>A | (A=>B)A(B=>A) | A B
S| S S S S S
S| F F S F F
F | S S F F F
F | F S S S S

Vi forkorter dette udtryk som siger ”"Hvis A s& B og hvis B s4 A” med symbolet: A < B. Udtrykket
kaldes biimplikation og siger netop at A og B er &kvivalente. Udtrykket er altsa sandt hvis A og B

har samme sandhedsvardi og falsk hvis de har omvendt sandhedsvaerdi.
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Nér vi anvender den formelle logiks symboler i konkrete matematiske resonnementer, kan vi skrive

udledningerne pad meget komprimeret form. Losning af en ligning er et eksempel:
4x —2=13—-xe©5x=15x =3

Pointen er at den anden ligning er sand, hvis den forste er. Men ogsd omvendt. Og den tredje lig-
ning er sand, fordi den anden er, og omvendt. Og den forste geelder siledes fordi den tredje gaelder

og omvendt. Vi omskriver altsé et udsagn pa lovlig vis, sa vi sikrer at der gaelder biimplikation.
Et andet eksempel kan vaere folgende:
x!-5=4x*=9ox=-3vx=3

Her er vi nedt til at formulere det sidste udtryk med disjunktion. Det ville nemlig vaere ukorrekt at

slutte eksempelvis: x? = 9 = x = 3, fordi der ogsd kan gelde x = —3. Til gengeld ville det vaere
korrekt at skrive: x = 3 = x2 = 9. Formuleringen x = —3 V x = 3 er netop sandt hvis der galder
at x = 3 eller x = —3 (da begge ikke kan vare sande samtidig, er den mulighed irrelevant).

Dette forklarer ogsd hvorfor man 1 sproglig fremstilling af lesningen pa en andengradsligning altid
skal skrive ”x = —3 eller x = 3” og aldrig ’x = —3 og x = 3”. Udsagnet "x = =3 Ax = 3" er
altid falsk, fordi begge udtryk ikke kan vare sande samtidigt.

Et andet eksempel pé brug af formel logik i opgavelosning kunne vere:
> _ (6,72 _ (3 5> P oY — 19 10 — > (0y . »_ (0 I
a_(z)/\b_(_g):a b=6-3+2(=9) =18 18—0/\a¢(0)/\b¢(0) odlb
Den forste implikation gelder kun den ene vej, fordi d - b = 0 kan gxlde 1 mange andre tilfelde,
end for de nevnte to vektorer. Den anden implikation er en biimplikation, fordi et prikprodukt
mellem to egentlige vektorer (altsa to vektorer hvoraf ingen er nulvektoren) kun er nul, hvis

vektorerne er ortogonale. Omvendt er to vektorer kun ortogonale, hvis prikproduktet er 0.

Beviset for topunktsformlen for lineare funktioner kan udtrykkes:
yvi=ax1;+bAy,=a-x,+b &

Yo—yi=ax;+b—(ax,+b) =ax; +b—ax, —b=ax; —ax, =alx; —x;) ©
a= YZ—J’1.
X2—X1

Der kan ogsé bemarkes at der gelder: f(x) = x? = f'(x) = 2x.
Men der gzlder ikke f(x) = x? © f'(x) = 2x, fordi der ikke glder f'(x) = 2x = f(x) = x?
Det sidste gelder ikke, fordi f'(x) = 2x ogsé kan gaelde for f(x) = x2 + 10.

I s fald ville udsagnet f'(x) = 2x = f(x) = x? give at “sand medforer falsk”, som er falsk.
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Kvantorer
I bevistypen "modeksempel” sd vi eksempler pa saetninger af typen:

For alle x gaelder egenskaben P (x).
Et eksempel pé en sadan pastand kunne veare:

For alle x € R galder at x? > 0.
Vi kan udtrykke for alle x”” med det serlige matematiske symbol alkvantoren: Vx
Dermed vil den generelle pastand, at P gaelder for alle x, blive til: Vx: P(x)
Negeringen af udsagnet ’For alle x geelder P(x)” er:

Der eksisterer et x, som ikke har egenskaben P (x).
Udsagnet ”der eksisterer (mindst) et x” kan skrives med eksistenskvantoren: 3x
Dermed kan den omvendte pastand at P ikke gelder for alle x blive: 3x: =P (x)
I tilfeldet ovenfor kan vi konstatere at der eksisterer x = 0, for hvilken der ikke galder x? > 0.

Vi kan séledes konstatere: 3x: x2 * 0.
Heraf kan vi udlede at der ikke geelder: Vx: x? > 0.

Vi kalder et sddan bevis for, at pastanden ikke gaelder for et modeksempel.
Der folger endvidere at udsagnet: ”Der eksisterer (mindst) et x, med egenskaben P(x)”.
Symbolsk kan det altsa udtrykkes: Jx: P(x)

Negeringen af udsagnet ’der eksisterer et x, med egenskaben P(x)” er at "for alle x galder at de
ikke har egenskaben P (x)”.

Symbolsk kan negeringen af udtrykket altsa skrives: Vx: =P (x)
Et eksempel kan veere pastanden: 3x € R: x? < 0.
Dette udsagn er falsk, fordi der galder det negerede udsagn: Vx € R: x? = 0.

Kvantorerne "for alle” og “’der eksisterer” kan altsa til dels opfattes som hinandens negeringer.
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