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Normalfordelingens grundlag

En kontinuert stokastisk variabel X beskriver udfaldet af et sandsynlighedseksperiment som kan

resultere i et hvilket som helst reelt tal. Udfaldsrummet for X er altsé i princippet hele R.

En sarligt vigtig kontinuert sandsynlighedsfordeling er normalfordelingen, som er entydigt
beskrevet ved en middelveerdi p og en spredning a, skrevet X~N(u, o). For ethvert tal t geelder da
at P(X = t) = 0, mens der om ethvert interval [a; b] gelder at P(a < X < b) > 0. Vi kan saledes
ikke beskrive sandsynligheden for et enkelt tal, men kun sandsynlighedstaetheden. Taetheden af
sandsynlighed ved et sted x pa den reelle tal akse er da beskrevet ved tethedsfunktionen
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f(x)=a_m-e_7 g/,

hvis graf er en “klokkeformet” Gauss-kurve som vist til hejre.

For at bestemme sandsynligheden for at X lander i et interval [a; b] _/ /

benyttes integration:

b
Pla<X<b)= j £()dx
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Den tilherende fordelingsfunktion F(x) angiver sdledes P(X < x) og er defineret ved

F(x) =f f(t)dt

Heraf folger at P(a < X < b) = F(b) — F(a). F(x) kan ikke skrives ved en forskrift.
En serlig vigtig normalfordeling er standardnormalfordelingen X ~N (0,1) med teethedsfunktion
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Med fordelingsfunktion ®(x) = f;f ¢(t)dt. Der geelder for F(x) der beskriver X~N (u, o) at:

F(x) = ® (%)



Kommandoer i Nspire: Standardnormalfordeling
Tethedsfunktionen for standardnormalfordelingen X~N (0,1) kan defineres som
¢(x) = normpdf (x)
Fordelingsfunktionen for tilherende fordelingsfunktion kan defineres som
®(x) = normcdf (-infinity, x)
Sandsynligheden P(a < X < b) kan bestemmes:
P(a <X <b) =normcdf (a,b)

Eksempler pd Nspire-kommander

Definition af ¢p(x): Definition af ®(x): Bestemmelse af P(—1 < X < 1):
f 1.} -=normpd (. 1'} ff{l] : =n0rmcdf[—in f inity,_r] normcdf[' 1, 1}
f{_r]:=nordef{_t} ff{_t]:=normCdf{‘°°,_t] normCdf{'l, 1] 0.682689

Kommandoer i Nspire: Normalfordeling generelt

Tethedsfunktionen for normalfordelingen X ~N (u, o) kan defineres som
f(x) = normpdf (x, u, o)

Fordelingsfunktionen for tilherende fordelingsfunktion kan defineres som
F(x) = normcdf (-infinity, x,u, o)

Sandsynligheden P(a < X < b) kan bestemmes:
P(a < X <b) =normcdf (a,b, u,o)

Eksempler pd Nspire-kommandoer for X~N(10,2):

Definition af f (x): Definition af F (x): Bestemmelse af P(9 < X < 13):
f[_r]::norn‘lpdf{_r, 10,2) ﬁ{.l‘}:=n0rnlcdf{—infinity,.r, 10,2/ normcdf[9, 13, 10,2}
flx):=normPdflx,10,2) fflx):=normCdf(-==,x,10,2) normCdf(9,13,10,2) 0.624655



Grafer for tzetheds- og fordelingsfunktioner

Grafen for ¢ (x) kan tegnes i et grafer-vindue med

kommandoen:
fl (x)=normpdf (x)

Det giver som vist til hgjre, den klokkeformede kurve

med y-aksen som symmetriakse. Specielt geelder at
1

$(0) = =

Grafen for ®(x) kan tegnes i et grafer-vindue med

kommandoen:
fl (x)=normcdf (-infinity, x)

Det giver som vist til hgjre en kurve der konvergerer
mod 0 for x - —oo og mod 1 for x — co. Specielt
geelder at ¢(0) = 0,5.

For X~N(u, o) geelder at teethedsfunktionen f(x) kan

tegnes i et grafer-vindue med kommandoen:
f1 (x)=normpdf (x, u, o)

For X~N(10,2) fas den klokkeformede Gauss-kurve
vist til hejre her, symmetrisk omkring linjen x = 10.

For X~N (u, o) gelder at fordelingsfunktionen F (x)

kan tegnes i et grafer-vindue med kommandoen:
fl(x)=normcdf (-infinity,x,u,o)

For X~N (u, o) fas en kurve der konvergerer mod 0
for x - —oo og mod 1 for x = 1. Specielt gelder at
F(10) = 0,5.
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Fraktil og fraktilfunktion
For standardnormalfordelingen defineres g-fraktilen som x-veerdien x,; om hvilken der geelder:
P(X <xq) = ®(xg) = q
Til fordelingsfunktionen @ herer inversfunktionen ® 1, kaldet fraktilfunktionen. Det gaelder da:
Xq =27 (q)
I Nspire kan g-fraktilen bestemmes med kommandoen:
Xq = invnorm (q)
For fordelingsfunktionen F for X~N (u, o) er q-fraktilen defineret som x-vardien x, saledes at
P(X <x4) = F(xq) =q
Til fordelingsfunktionen F herer inversfunktionen F~1 kaldet fraktilfunktionen. Det geelder da
xq = F ' (q)
I Nspire kan g-fraktilen bestemmes med kommandoen:
Xq = invnorm(qg, 1, o)

Til bestemmelse af o eller y ud fra q, x, og enten u eller o benyttes:

F(xq) =q

@ (x"a_ ”) =q
P! ((D (x"a_ “)) = o 1(q)
()

Denne ligning kan da leses for u eller o. Kendes to fraktiler p og q kan sével 4 som o bestemmes
ved at loses ligningssystemet

Xp—H
o

= 07 (p) og L= = d7X(q)

for pogo.



Med Nspire bestemmes 75%-fraktil for standardnormalfordelingen:

invnorm[ﬂ. TS}

invNorm(O. 75] 0.67449

Det ses at x( 7,5 = 0,6745

Med Nspire bestemmes 75%-fraktilen for normalfordelingen X~N(10,2):

invnorm|0.75,10,2) .
invNorm(0.75,10,2) 11.349

Det ses at xg 75 = 11,35.

Med Nspire bestemmes p for X~N (u, 4) nér x,, = 40 ved at lose # = ®71(0,2):
solve|[40-m)/4=invnorm|(0.2),m|

40-m m=43.3665

=invNorm(O. 2],m

solve

Det er altsa bestemt at u = 43,37

68—55

Med Nspire bestemmes o for X~N (55, ) nar xy g5 = 68 ved at lose — = ®~1(0,85):
68-55
solve =1nvnorm[0. 85],5
s
68-55 s=12.543
solve =1nvNorm(O. 85],3
s

Det er altsa bestemt at ¢ = 12,54

For xo, = 25 og Xy, = 46 bestemmes o og y ved at lose ZiT_” = ®71(0,2) og 467_” = ®71(0,7):

Solve({%—m]ﬁs=invnorm[0. 2] and [46—m}fs=invnorn1{0. 7},m,s]

46—m m=37.9383 and 5=15.3731

25-m . .
=1nvNorm(O. 2] and =1nVNorm(0. 7],m,s

5 5

solve

Det er altsa bestemt at u = 37,94 og ¢ = 15,37.



Undersogelse af om data er normalfordelte

Huvis et storre datasat med n observationer sorteres voksende kan man tildele hver observation en
kumuleret frekvens F(x) ved formlen F(x;) = % Hvis data er normalfordelte, vil vi forvente en

lineeer sammenhang mellem x og forventet F (x)-fraktil, z, 1 standardnormalfordelingen:

Z:(D_l(F(X)):(D_l(@(x;H)):x_ll:%'x_

SRS

o

Et plot af alle (x;, z;) vil give et fraktilplot. Hvis data er normalfordelte kan vi endvidere estimere at

(01 =22+ +(xn—%)?

n-—1

[ = X (middelveerdi af data) og 6 = J (stikprovespredningen af data).

x—f

S sammen med fraktilplottet, vil fraktilplottets punkter tilneermelsesvist

Hvis vi plotter linjen y =

ligge pa linjen, safremt de er tilnermelsesvist normalfordelte.

—
Adata |

I Nspire kan dette gores simpelt, f.eks. ved at oprette

en liste kaldet data, 1 et "Lister og regneark”-vindue ]
44.4009 15

®
1
og derpé placere data pa forsteaksen i et “"Diagrammer || - 35 o755
5
4
5]

- x-40.0734
4.91447

Forventet z
o
o

45.5488
40.6935

og statistik” vindue og hejreklikke pa diagrammet og

veelge “normalfordelingsplot™. Pa figuren ses at

. . - o pes 37.9842 i
fraktilplottet tilnaermelsesvist ligger pé linjen: o 32.312 e
o —— 2428 32 36 40 44 48 52 %6
</ >
X—u F1 data

Pé eksemplet ovenfor kan altsé aflaeses at © = 40,07 og 0 = 4,91.

Hvis der gives obervationsintervaller 14, I, ..., I, med intervalendepunkter a4, a,, ..., a,, og kumu-
lerede frekvenser F(I,), F(I,),...,F (I,,) kan beregnes tilhgrende standardnormalfordelingsfraktiler

og saledes tegnes et punktplot over alle punkter (ai, CD‘l(F (Ii))) pa hvilke der kan laves regression

Eksempel: Et grupperet dataset er givet med nedenstdende frekvenser:

Interval (I) | Intervalfrekvens f(I) | Kumuleret frekvens F(I) | @~ (F(D))
135; 40] 2,5% 2,5% ~1,960
140; 45] 17,5% 20% —0,842
145;50] 27,0% 47% —0,075
150;55] 36% 83% 0,954
155; 60] 15% 98% 2,054
160; 65] 2% 100% %




I et “Lister og regneark”-vindue kan
data indtastet med eksempelvis “start”
og ’slut” veerdier fra intervallerne 1
separate sgjler samt en sgjle med
frekvens. I en sgjle beregnes
kumulerede frekvenser med:

cumulativesum (frk)

Ud fra kumulerede frekvenser

bestemmes normalfordelingen ved

invnorm (kumfrk)

Pa figuren oven for ses indtastningen.
Bemark at sidste interval ma undlades,
da 100%-fraktilen er oo. De agvrige
punkter indtegnes i et punktplot med
intervalendepunkter pa forsteaksen og

fraktiler pa andenaksen.

# |~ start|E slut [C frk D kumfrk E frakdil

= =cumulativesum(frk) | =invhorm(kumfrk)
1 35.| 40. 0.025 0.025 -1.95996
2 40.| 45. 0.175 0.2 -0.841621
3 45.| 50. 0.27 0.47 -0.07527
4 50.| 55. 0.36 0.83 0.954165
S 55.| 60. 0.15 0.98 2.05375

fralktil

2.07 1 =0.1965 x+-9.797
=0 9968
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0.0
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Det ses i eksemplet at bedste rettelinje bliver: y = 0,1965 - x — 9,797.

Det ses at punkterne ligger tilnermelsesvist pa en ret linje, s data er tilneermelsesvist

1 1
normalfordelte med 0 = — =
a  0,1965

Generering af normalfordelte data

Hvis der er behov for en liste med tilfeldigt genererede
tilneermelsesvist normalfordelte data med middelverdi u og

spredning o kan listen genereres med kommandoen:

randnorm (4, o, #Antal data)

Saledes kan en liste pa 1000 verdier normalfordelte med u = 50 og

o = 7 genereres med kommandoen:

randnorm (50, 7,1000)

=5,090gu=—§=

—9,797

T 01965 49,86.

® A data

= | =randnorm(50,7,1000)
1 53.175
2 36.5747
3 45.8197
4 53.2483
5 41.5111

data:=randNorm(50,7,1000)
{ 31.0675,37.6452,53.655,43.7314*



OVERSIGT OVER NSPIRE-KOMMANDOER

I det folgende er X en normalfordelt stokastisk variabel X~N (u, ) hvor andet ikke fremgar

Se prasentation i screencast:
https://youtu.be/IA3fUSJ0ZOE

Beskrivelse Kommando
1 1
P(x) = —- e_i'xz normpdf (x)
V2m

®(x) =f f(t)dt

normcdf (-infinity, x)

b
O(b) — D(a) = f F()dx

normcdf (a, b)

e

1
f(x)=am

normpdf (x, U, o)

F(x) = fx ft)dt =P(X <x)

normcdf (-infinity, x, U, o)

b
F(b) — F(a) = f F(x)dx = P(a < X < b)

normcdf (a, b, u, o)

Fraktilfunktion standardnormalfordeling:
¢~ a) =x a

invnorm(a)

Fraktilfunktion for X~N(u, 0):
F'(a) = Xa

invnorm(a, u,o)

Liste med N tilfeldigt genererede talvardier
tilnermelsesvist normalfordelt med middelverdi u og
spredning o.

randnorm (i, o,N)



https://youtu.be/IA3fUSJ0ZOE

