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Opgave 3.D2.3

”Projektionen af punktet” betyder at man skal finde det punkt, hvor den linje m der er
vinkelret pa [ og gar gennem punktet A(7,20), skeerer /.

En linje 1 gar gennem punktet P(2,5) = (x,,Y,) og har 1 = (_31)som normalvektor.

a) Bestem projektionen af punktet A(7,20) pa linjen [: Her er vist en geometrisk
lesning 1 Geogebra:

Forst tastes punktet A(7,20) ind . Derneest tegnes normalvektoren. Sa tastes punktet P(2,5)
ind. I menuen veelges Vinkelret linje og der klikkes pa vektoren og punktet P og linjen f
fremkommer. Dernaest vaelges igen Vinkelret linje og der klikkes pa punktet A og linjen f,
hvorved linjen g fremkommer. Til sidst bruges skaeringsvaerktajet mellem de 2 linjer og man
klikker pa hver linje og punktet B(11,8) vises. (Husk at fa hele skeermbilledet sat ind inkl.
Algebravinduet).

Fil Rediger Vis Indstillinger Veerktej Vindue Hjaelp

[ P B¥ 1S [c] [s) PN E D

P Algebra vindue X | » Tegneblok

® A=(7,20) 22
-1

en ( 3> 20

® P=(2,5)

® f:x-3y=-13 o

® g:3x+y=41

® B=(11,8)

® tekstl = “P = (2,5)" e

Alternativ lesning: Beregning
a) Bestem projektionen af punktet A(7,20) pa linjen I:
Vi skal dele opgaven op i delopgaver.
1. delopgave: Vi kan finde ligningen for linjen [ pa normalform, da vi kender et punkt og

normalvektoren- vi bruger formel (71):
L (a
(71) a-(x—x0)+b-(y—ys) =0 ogii=})

Vi satter oplysningerne ind i ligningen:

-1-x—2)+3-(y—-5)=0
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Projektionen for punktet A(7,20) pa linjen [ er sa skeeringspunktet mellem [ og m, der star
vinkelret pa [ og gir gennem A. Normalvektoren star vinkelret pa [, sa 7 er retningsvektoren
for m.

2. delopgave: Vi finder linjens ligning for m pa normalform:
Vi finder tveervektoren til 7 der er normalvektor for m:
-(5)
-1
Sa bestemmer vi en ligning for linjen m. Vi seetter igen ind i formel (71) og kender punktet
A(7,20).

S

—3-(x=7)—1-(y—20)=0

Nu kan vi bestemme koordinatseettet til skeeringspunktet mellem [ og m. Vi lgser 2 ligninger
med 2 ubekendte i et CAS-veerktoj (her wordmat):

-1-x=2)+3-(y—5) =0
—3-(x=7)=1-(y—20)=0

() Ligningssystemet loses for x,y vha. CAS-veerktojet WordMat's 'Los
Ligninger' funktion,
x=11 A y=8

Projektionen af punktet A(7,20) pa linjen [ er skaeringspunktet mellem linjen [ og
m, dermed er projektionen lig med B(11,8).

Geometrisk lgsning: Vi kan kontrollere med GeoGebra og indtegne linjerne m og [. Her er
linjerne tegnet ind som anfort pa formen ovenfor, men man kunne reducere dem og fa dem pa
normalform (men det behaver man ikke).

Fil Rediger Vis Indstillinger Vaerktej Vindue Hjzslp

mx/}>®@4\

} Algebra vindue P Tegneblok
@ ligning1: -3x -y = -41 A ligning1
@ ligning2: -x + 3y =13 20
® A=(7,20)
® Q=(11,8)
-1
o= ()
® P=(2,5)

ligning2

E 2 4 ] 8 10 12 4 16
-2

For at gve os reducerer vi de 2 ligninger:
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Vi reducerer og finder ligningen pa normalform)

1 (x=-2)+3-(y-5) =0 —x+2+3y—15=0S —x+3y—13=0
dvs. ligningen for linjen er givet ved: l: —x+3y—13 =0.

Og tilsvarende ligningen for m:

3. (x=7)-1-(y-20)=0&-3x+21-y+20=0&
dvs. ligningen for linjen er givet ved: m —3x—y+41=0

Vi kan se at disse ligninger passer med GeoGebra. GeoGebra skriver ligningerne om, nar vi
taster ind.

CAS med GeoGebra: Vi kunne ogsa lese ligninger med GeoGebras CAS-veerkto;j:

€7 CAS - facit opgave 3.02.3 NY 2022.ggb — o X

7
[=] =1~ 5 lol syl x=[x~] ¢ <<
h T i X = Beregn =

1 | {-3x-y+41,-x+3y-13}
Beregn: {{x =11,y =8}}

Man kan ogsa lese de 2 ligninger med 2 ubekendte i Maple (dem der foretraekker

det): Man bruger samme metode som 1 GeoGebra med “tuborgparenteser” - man skriver bare

solve:

‘Text| |Nonexecutable Math| |Math| (5 2D Math ¥ | | Times I
with(Gym) :

solve({ —3x —y+41,—x+ 3y — 13})

{x=11.y=8}

Opgave 3.D2.4
Givet to vektorer 1 et koordinatsystem
a=("3)oe 5=("3")
a) Beregning af to veerdier af t, hvor a'og b er otogonale:
Hvis 2 vektorer er ortogonale skal det geelde at skalarproduktet af vektorerne er O:
i-b=0 © dlLb
a-z=a1~b1+a2-b2
t—1\ (2t+5) _
("3)-(F57) =0

Ligningen loses numerisk for t vha. CAS-veerktojet WordMat.

t =~ —3,212214 Vv t= 1712214
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Dvs. svareter: t=~-3,21 Vv t=1,71

Man kan ogséa forst beregne prikproduktet:

(tgl)-(2225)=2-t2+3-t—11

Her er det lost ved Alt+b ogsa bagefter lose ligningen:
2-t243-t—11=0

ﬂ Ligningen loses for t vha. CAS-veerktajet WordMat.

t=-3,212214 v t=1,712214

Vi far naturligvis det samme. Man kan lese 2. gradsligning 1 Geogebra og man far det samme:

x=||x=||| ¥ -a) &P

b CAS X
2"t 2+3"t-11=0

-+ 2t243t—-11=0

2 | 91
NBeregn: {t = —3.21,t =1.71}

Man kan lose 2. grads ligning 1 Maple: Her skal man huske at ”afrunde” til fx 2 decimaler.

sohve(2:F + 3¢ — 11=0)

3 T 3 T
4 4 3 4
afrund
—_—
1.71, —3.21

Opgave 3.D1.44
I et koordinatsystem er der givet et punkt P(5,4) og en linje l: x —y + 2 = 0.

a) Bestem afstanden fra punktet P til linjen L.
Geometrisk lesning vha. GeoGebra:
Linjens ligning skrives ind og punktet P ligesa. Sa vaelges afstandsvarktejet og Geogebra
beregner 2,12. Man kan ogsa tegne den vinkelrette linje gennem P og finde skeeringspunktet
med linjen [ vha. skeeringsveerktejet og bagefter markere linjestykket mellem P og A og fa det

til: g = 2,12.



Muligt facitark - Opgaveseet 5B - plangeometri/Ma B/Mange lasningsforslag/BU

Fil Rediger Vis Indstillinger Veerktej Vindue Hjaelp

NP P2 BRSOl el DNIE Y

P Algebra vindue X/ | » Tegneblok
® I:x-y=-2
® P=(54)
afstandPl = 2.12
® TekstPl=“Pl=2.12"
® f:ix+y=9
® A=(3.555)
® g=212

Endelig kan man ogsa beregne afstanden med distanceformlen (74) og fa det samme: Vi afleser
fra ligningen at 1 = (_11) og vi kender P(5,4) = (xq,y,) og ¢ = 2:

P4 normalform:

la-x; +b- -y +c|

dist(P, 1) = 74
va? + b2 79
] [1-5+4 (1) -4+ 2|
dist(P,) = ~ 21213 = 2,12

En anden ligning m er givet ved parameterfremstillingen

m ()= (D) +e ()
b) Bestem skaeringspunktet mellem linjerne m og I:

Den nemmeste metode er at tegne begge linjer ind 1 GeoGebra og bruge skaeringsveerktojet.
Input til Geogebra (bemeerk hvordan parametrisk form skrives ind)

Input: :x-y+2=0| Input: mz(1,1)+*(3,1)
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Fil Rediger Vis Indstillinger Vaerktej Vindue Hjaelp

N % P BEN I'o] [5) P4 N BT Y

b Algebra vindue X|| » Tegneblok

®Ix-y=-2

® m: X =(1,1)+1t(3,1) 2/

® A=(20) /
1

Vi ser at skaeringspunktet mellem linjerne er A(—2,0).

Man kan ogsa vise mere fagligt overblik ved: Parameterfremstillingen for linjen m
omskrives til ligning pa normalform: Vi afleser retningsvektoren fra parameterfremstillingen

og kan sa beregne normalvektoren som "hat” vektor: 7 = G)

L -1

="_(3>

(71) a-(x—x9)+b-(y—y,)=0 0gﬁ=(g)
-1-(x-1D+3-(y-1)=0

=

Geometrisk lgsning vha. Geogebra: Begge ligninger tastes ind 1 GeoGebra og man bruger
skeeringsveerktojet:

Fil Rediger Vis Indstillinger Vaerktej Vindue Hjaelp

N e BRSO () 12 N B T

P Algebra vindue X|| » Tegneblok
® m:x+3y=2
®Ix-y=22

® A=(-20)

Man kan ogséa opstille 2 ligninger med 2 ubekendte altsa finde skaeringen mellem de 2 linjer
ved beregning og CAS-veerktoj fx:

-1-x—-1D+3-(y—-1)=0
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x—y+2=0

ﬁ Ligningssystemet loses for x,y vha. WordMat's 'Los Ligninger' funktion,

x==-2 A y=0.

Vi far igen punktet A(—2,0). Endelig kan man bruge CAS i GeoGebra og Maple:

x=||x=| ' a4
b CAS

1 Pey+2=0,-(x-1)+3(y-1)=0}
NBeregn: {x = —2,y =0}

Man veelger CAS. "Tuborgparenteser” er pa
tastatur eller man bruger: "Vis tastatur” i
dropdown-menuen ogsa kan man velge
“tuborgparenteserne”.

Maple:

solve({x —y+2=0—(x— 1)+ 3(y—1)=0})

Opgave 3.D2.15

{xr=-2.y=0}

Vi ved at cirklen har centrum i €(1,—1) og radius 5.

a) Redegoarelse for at nedenstaende ligning er en ligning for cirklen

For at vise det skal vi bruge kvadratsaetningerne og omskrive vores ligning til cirklens ligning:

(Det er en god ide, at du gar ind pa den lille video vi oprindelig sa da vi leerte denne type

beregning: https:/www.youtube.com/embed/aTh613vg8a8?autoplay=1

Beregning

Forklaring

(x—a)?+(y—-b)?=r2=r?
x?—2ax+a®+y*—2by+b* =12

Cirklens ligning - skrives op og man kan omskrive
til den anforte form. Vi skal bruge
kvadratsesetninger "bagleens” , men vi kender jo a og
b.Viser at: 2ax =2x =>a=10g —2by =2y =>
b=-1

x2—2x+y?*+2y—-23=0

Ligningen skrives op - s leegges a?

og b? til og treekkes fra:

x2—2x+ 12-1% + y2+2y+ 12— 12
-23=0

Sa omskrives til kvadratsaetning

(x—1)2?—-1+(@+1)?2-1-23=0

Sa reduceres

(x—12+(y+1)2-25=0

Sa fas ligningen pa form af cirklens ligning.



https://www.youtube.com/embed/aTh613vg8a8?autoplay=1
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(x—1)?%+ (y+1)% =52 Vi afleser at C(a,b) = C(1,—1) og at radius er:

r = 5 som passer med det opgivne.

Linjen [ er bestemt ved ligningen: l: x — 7y + 17 =0 4:) x=7y—-17
b) Beregning af skaeringspunkterne mellem cirklen og linjen [:

For at lgse denne opgave kan vi isolere x i linjens ligning og seette vaerdien ind i cirklens
ligning:

(x—1)?+(y+1)? =52

((7y —17) = 1)? + (y + 1)? = 52

(7y —18)% + (y + 1)2 =52
Ligningen loses numerisk for y vha. CAS-vaerktojet WordMat.
y=2 V y=3

Vi kan nu beregne de tilsvarende x — veerdier:
y=2:x=7-2—-17=-3
y=3:x=7-3-17=14
Linjen skerer altsa cirklen i (—3,2) og (4,3). Vi kan lave den i Geogebra CAS ogsa:

P CAS X
1| {(x=1)"2+(y+1)*2=5"2 x-7y+17=0}

Beregn: {{x =4,y =3},{x =3,y =2}}

Vi kan tjekke vores losning grafisk 1 Geogebra (men bemeerk - vi skulle beregne
koordinatsaettene!). Her klikker vi pa “cirkel-ikonet” og vaelger ”Cirkel ud fra centrum og
radius”. Vi kunne ogsa have tastet cirklens ligning ind i in-putfeltet og bag efter linjens ligning.

Sa vaelger vi skeeringsveerktojet og far skaeringspunkterne.

€7 GeoGebra Classic 5
Fil Rediger Vis Indstillinger Vesrktej Vindue Hjaelp

Bl > [elola) N =]

» Algebra vindue X | cirkel ud fra centrum og radius
Keglesnit Klik p& centrum og angiv radius
L@ c(x-1p+(y+12=25
~ Linje 5
@ lEx-Ty=A17

~ Punkt

~@ A=(3,2)
~® B=(4,3) 3
~@ c=(1,-1)
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Fil Rediger Vis Indstillinger Vesrktej Vindue Hjslp

DR [Nic)=) FAN EI ES

» Algebra vindue ¥ Tegneblok
Keglesnit -
@ ligning1: (x - 32+ (y -4)°=9
Linje

@ m:X=(0,1)+1(2,2)
Punkt

Crx+y=2

c¢) Bestemmelse af afstanden fra [ til punktet pa cirklen C, der ligger teettest pa | .(IKKE
med I jeres opgavescet) ved beregning:

Vi bruger distanceformlen og finder afstanden fra centrum C(3,4) = (xq,y;) til linjen [:

dist(P,l) = Ia-xl;—\/%w og vi kender l: 2x + 2y —4 = 0 . her afleeser vi a, b og c:

12-3+2-4—4
NerEwr
Vived at r = 3 sa afstanden ma veaere forskellen: d = dist(P,l) —r = 3,535534 — 3 ~ 0,54

dist(P,l) =

~ 3,535534



