1. Deduktion

Premisser |

Et eksempel pé en implikation er:
x er et ikke-negativt reelt tal = (\/; +1) (\/; -1)=x-1

Premissen er, at x er et ikke-negativt tal (ellers eksisterer kvadratroden
ikke). Slutningsreglerne er en definition pd, hvad man forstér ved kva-
dratroden, (s& man kan slutte, at Ve x=x ) og kvadratsztning 2.

Blandt slutningsreglerne er ofte en precis definition af de begreber,
der indgir. Man kan ikke bevise noget om en storrelse, man ikke ved,
hvad er. Desuden indgér tidligere beviste sztninger og regneregler.

Ofte bestar et bevis som nzvnt af en kede af logiske slutninger (de-
duktioner), som fx:

2 2
i‘—+3=11=>%=8:>x2=16=>x=4Vx=—4

Denne kade af implikationer forteller os, at hvis ligningen

x2
2 13=11
2

er opfyldt, mé x vare et af tallene 4 eller -4.
Hermed har vi imidlertid ikke bevist, at de to tal er lgsninger til
ligningen. Det kraver, at implikationerne vender den modsatte vej:
x° x°
x=4vx=—4=x" :16:7:8:>7+3=11

Her stdr, at hvis x er et af tallene 4 eller -4, er ligningen opfyldt, dvs. de

to tal er lgsninger til den.
I et tilfzelde som ovenstdende, hvor implikationer gelder begge veje,

bruger man ofte tegnet <, der leses ,medferer og medfores af*.
Som et eksempel pa, at implikationen ikke altid gelder begge veje,

ser vi pd ligningen:
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2. Indirekte bevis

Muligheder

Vandvognen har kort Gaden er vid
Vandvognen har ikke kort  Gaden er vid
Vandvognen har kert Gaden er ikke vid

Vandvognen har ikke kort  Gaden er ikke vad

2=

Sandhedstabel for implikation

Vx—2=4—x

g
g

Vx=2 =4-x=>x-2=(4—x) = % —9x+18=0
=S x=6vx=3

Her stér, at hvis ligningen er opfyldt, m3 x vaere ct af tallene 6 eller 3
Om den modsatte implikationskade gelder, undersoger man ofte veci
at,gore prove®. I dette tilfelde kan man ikke slutte baglens. Det er k

x =3, der er losning til ligningen. . .

Ovelse 1.1: Implikation
Huvilket led i implikationskzeden ovenfor er d i

et, man ikke kan b b ?
Hvordan kan man se, at x = 6 ikke er losning til ligningen? e bnglens

2. INDIREKTE BEVIS

I.et indirekte bevis b.egynder man med at antage det modsatte (nega-
tionen) 'af def, man vil bevise. Hvis denne antagelse forer til en logisk
modstrid, m4 den vere falsk, og det, man gerne vil bevise, m3 derfor
vare sandr. ’

Som eksempel beviser vi, at der er uendeligt mange primtal. Ft primtal
er et tal, som kun tallet 1 og tallet selv gdr op i. De forste primtal er 1
2 og 3. ,

Hyvis d.er kun er endeligt mange primtal, vil der vare et, der er det
;Emste. Vi kan kalde det 7. Vi ganger nu alle primtal med hinanden og
ar:

1-:2:3-...-m

?ll‘el primtal gir naturligyis op i dette tal, man hvad nu hvis vi legger
tl:

1-2-3-...-n+1

Da alle primtal gdr op i det forste led, er der ingen af dem, der gar op i
hele tallet, og derfor m4 det selv vere et primtal. Det er i modstrid mE:d
at, at 7z er det stgrste primtal, og antagelsen, der forte frem til dette m3
derfor veere falsk. Der er uendeligt mange primtal. ’




3. Induktionsbevis

3. INDUKTIONSBEVIS
Nogle matematikere betragter induktionsbeviser som mindre troveerdigt
end andre beviser. Induktionsbeviser gir ofte ud pé at vise, at en formel,
der indeholder en variabel 7, er sand for alle positive hele tal 7.

Man beviser, at formlen er sand for 7 = 1, at den er sand for 7 = 2, for
n =3 osv., men pi et eller andet tidspunkt bliver man traet og siger, ,0g
sidan kan vi blive ved i det uendelige”. Det vil normalt veere rigtigt, men
kan man nu ogsi vere helt sikker pé, at formlen gelder for n = 32717

Matematisk korrekte induktionsbeviser har en bestemt struktur, som
vi nu skal se.

Setningen om differentiation af en potens:

bevises ofte ved induktion. Ferst beviser man den sikaldte induktions-
antagelse: ,Hvis sztningen er sand for eksponenten 7, er den ogsa sand
for eksponenten 7 + 1.

For at bevise induktionsantagelsen, skal man ud fra:

%w—

|
3
®

bevise, at:

_ii;(xnﬂ) - (ﬂ+ 1) .x”

Det gores ved hjelp af produktreglen:

%(x"“) = %(x ) =1x"+xenx =L+ n)x" qed.

For at komme videre skal vi have noget at ,starte fra“, dvs. viden om,
at sztningen er sand for en eller anden verdi af 7. Vi ved imidlertid fra
tidligere, at sztningen er sand for 7 = 2 (for funktionen »?). Herefter
folger af induktionsantagelsen, at setningen er sand for den verdi, der
er 1 storre, dvs. for 7 = 3. Men sd er den ogsd sand for 7 = 4, 72 = 5 osv.

Sxtningen ma vare sand forallen=>2.

Eksempel 3.1: Sten

En mand samler sten p4 sin mark og leesser dem pd en vogn for at kere dem vak.
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4. Rekursionsbevis

Hver gang han |
&SSer en sten mere pi
J on d ! , pPd vognen, tenker han: ,,Kan vognen baere alle
e sten, kan den ogsa baere én mere“ Derefter fortsetter h Tt
o : er han a
vognen. Til sidst braser vognen na MsGealigsic sten pa

turligvis sammen
Manden gir ud fra induktionsantagelsen:

den ogsd bare 7+1 sten,
Herefter slutter han:

»Hvis vognen kan bere 7 sten, kan

Hyvis vognen kan bare den forste sten, kan den ogsd bare 2 sten

IIVIS V()gne[l kall 1)216 2 sten, ka] ae ()gSa I)Ere 3 sten. ( )sv \/Ognen kan bazre et
thlkCtS()mhelSt at ltal sten.

Hvor er fejlen i mandens resonnement?

Ovelse 3.2: Sumformel

[ integralregningsafsnitter anvendte vi i eksempel 4.3 formlen:

_ nt(n+ 1)?
4

S, =P+2°+3 +. +»°

Bevis ved induktion, at formlen gelder for alle positive hele tal 7.

4. REKURSIONSBEVIS
I sandsynlighedsregningen optraeder den sikalde kombinationsformel-
a

K(nyr)=——

(n—r)!-r!

Formlen udtrykker, at man fra en mangde A7 med 7 elementer kan ud-
tage .K(n,r.) delmeangder eller kombinationer med r forskellige elementer.
Vivil bevise denne formel ved et sakaldt rekursionsbevis.

Bevis:

Vi tenker os, at elementerne i n-maengden Mheddera , a, a a . En

) ) . P2 T3 e Ty
r~kombination er s en mangde af typen {« p Ay .oy @} med rforskellige
elementer fra M. Herefter betragter vi folgende mangder:

A, = mangden af kombinationer, der indcholder « ]
A, = mengden af kombinationer, der indeholder a,

A = mangden af kombinationer, der indeholder #
A, indeholder K(7 — 1,7 — 1) elementer, fordi den ud over « , skal inde-

hol.de r— 1 elementer, der skal udtages fra en 7 — I-mangde.
A2 indeholder ogsd K(n — 1,7 — 1) elementer. Her er det blot a, der er
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