Den retningsafledte

For funktioner af to variable far man at vide, at gradienten er peger i retningen af den stejleste stigning. Et
sadant udsagn bgr give anledning til mindst to spgrgsmal. Hvad med andre retninger? Og hvorfra ved vi, at
den er stejlest? Vi vil forsgge at give et bevis for fglgende seetning:

Seetning 1: Hvis f er en funktion af to variable, og (x,, v,) er et punkt i definitionsmaengden for f, sa peger
gradienten V£ (x,, yo) i retningen af den stejleste stigning for grafen af f i punktet (x,, y,). Stigningen er
bestem ved |Vf (xq, Vo)|-

Satningen kan virke som en ordentlig mundfuld, men det er bare en mere praecis formulering af et upreacist
udsagn.

Retninger
De partielt afledte giver haeldningen i retningerne for de to koordinatakser x og y. Men der er uendeligt mange
retninger at forhold sig til. Et sted, hvor vi har stet pa retninger fer, er i forbindelse med
parameterfremstillingen for den rette linje:
&1
' (Tz)

x (t)) _ (%o
(y(t) = (}’0) tt
T
Her er (x,,y,) det faste punkt, der er na@vnt i setning 1, og vektoren 7 = (7;) er den retning, vi er
interesseret i.

Da vi kun er interesseret i retninger, laver vi nu falgende antagelse. Alle retningsvektorer har leengden 1.
Fordi alle retningsvektorer har den samme laengde, bliver det kun retningen, der far en indflydelse pa den
afledte. Hvis vi har en vektor, der ikke har leengden 1, sa kan vi altid lave en ny vektor med samme retning,
v

men med leengde 1, ved at skrive or

Maden man finder en heeldning i en bestemt retning, er at sammenszatte parameterfremstillingen for den rette
linje med f. Pa den made far man kun den del af s graf, der ligger oven over linjen.

Eksempel: Vi veelger funktionen £ (x,y) = x% — y? og punktet (1,1). Vi vaelger en retning: 7 =
( 0,44721

—0,89443
igennem punktet (1,1) i xy-planen. Oven over linjen tegner vi den kurve, der ligger pa grafen for f

), hvilket sadan cirka er en enhedsvektor. Vi tegner grafen for f og linjen med retningsvektor #

Parameterfremstillingen er:




x()) _ (1 0,44721
(y(t)) =(3)+e: (—0,89443)
Dermed bliver den funktion vi vil finde tangenten til:
f(x(@©,y(®)) = f(1+t-0,44721,1 —t - 0,89443) = (1 + ¢ - 0,44721)% — (1 — t - 0,89443)?

Vi kan nu ngjes med at tegne vores nye kurve og finde heeldningen af den. De er tegnet herunder, hvor billedet
ogsa bliver drejet lidt. Heldningen findes ved at differentiere funktionen oven over. Det er ret let, da den kun
indeholder t som en variabel.

d
%f(x(t),y(t)) =2-(1+t-0.44721)-0.447221 —2- (1 —t - 0,89443) - (—0,89443)
Indseett = 0

=2-044721+ 2-0,89443 = 2,58886
t=0

d
ZF(x(©,y®)

Man skal ikke lade sig narre af billederne, der er drejet, sa haldningen ser negativ ud.

|

Generelt har vi en funktion, der ser sadan ud: f(x(t),y(t)), hvilket vi kan opfatte som en funktion, der kun
afhanger af t. Det vil sige, at det er en funktion med kun en variabel. Hvis vi satter formlen for
parameterfremstillingen ind:

Fx@,y®) = flxo+t -1,y +t-12)

Sé kan vi se, at nér ¢ = 0, har vi f(xo, ¥o). Med andre ord, hvis vi differentierer f(x(¢), y(t)) og setter t = 0

ind i den differentierede funktion, sa far vi heldningen i retningen # = (2) Det giver folgende definition:

Definition: Hvis f er en funktion af to variable, og (x,, y,) er et punkt i definitionsmeengden for f. Hvis 7 =

T . . -
(rz) er en enhedsvektor, og vi har givet fglgende parameterfremstilling:

x(t)\ _ (%o (N
(y(t)) - (yo) tt (T'z)
Sa er den retningsafledte af f i retning 7 givet ved:

d
af(x(t); Y(t)) le=0




Det er en frygtlig mundfuld med parameterfremstillinger og andet bgvl. Sa vi vil straks bevise en satning, der
giver os en simpel formel, uden for mange bgvlede elementer. Men for at kunne ggre det, skal vi kunne
differentiere f(x(¢), y(t)). Vi vil uden bevis angive formlen:

of dx of dy

_f(x(t) YO) =g ey W

Seetning 2: Huvis f er en funktion af to variable, (x,,y,) er et punkt i definitionsmangden for f, og 7 = (2)

er en enhedsvektor, sa kan den retningsafledte af f i retning 7 beregnes med:

Vf(x0,¥0) T

Bevis: Vi beregner:

d d
af(x(t).}’(t))h:o = %f(xo + tr1, Yo + t12) =0

Fra differentiationsformlen far vi:
0 0
af(xo+t-T‘1,y0+t-T2)-T1+@f(x0+t-rl,y0+t-rz)-rz
Vi satter: t = 0.

0 0
af(xo;}’o) T+ @f(xo'}’o) "1

Men det er det samme som:

/6 f(xo»J’o)\

\ o )/ = Vf(x0,y0) - 7
-1 X0, Vo

Hvilket vi skulle vise:

Den stejleste stigning: Bevis for satning 1

Pastanden er, at gradienten er stejlest, men for at kunne sammenligne haldningerne i de andre retninger med
gradienten er vi ngdt til at vide, hvor stejl den egentlig er. Det begynder vi med.

Gradienten behgver ikke veere en enhedsvektor, sa det ma vi lave den om til:

2 Vi (x0,¥0)
|Vf(x0, yO)l

Vi beregner nu den retningsafledte:
Vf(x0,¥0) _ V£ (x0, yo)I?
IV (x0, o) IV (x0, o)

Dermed er haldningen pa gradienten |Vf (x,,yo)|. Da det er en leengde ma gradienten ngdvendigvis veere
positiv, sa nu ved vi, at det er en stigning.

Vf(x0,¥0) 7 = Vf(x0,¥0) - = |Vf(x0,y0)]

For at kunne vise, at gradienten peger i retning af den stejleste stigning, skal vi bruge en ulighed kaldet
Chauchy-Schwarz uligheden. Den siger:




ja-b| <1al -|b|
Her det prikproduktet til venstre og gange til hgjre. Vi giver et bevis til sidst.
Det er nu muligt at bevise farste del af sa&tning 1. Vi beregner den retningsafledte for en vilkarlig retning 7:
IVf (%0, ¥0) - 7| < IV (x0, y0)| - 7] = IVf (%, ¥0)
Det vil sige, at |Vf (xq, Vo) - 7| < |Vf(x,,vo)|. Her har vi benyttet, at # er en enhedsvektor (|7 = 1).

Sa nu ved vi, at alle retningsafledte er mindre end eller lig med tallet |[V£(x,, yo)|. Men det er jo netop
starrelsen pa gradienten.

Det vil sige, at alle retningsafledte er mindre end eller lig med den retningsafledte i retning af gradienten. Vi
har nu bevist s&tning 1

Bevis for Chauchy-Schwartz uligheden
Den ulighed vi skal bevise ser saledes ud:

Hvilket ogsa kan skrives:

Et hurtigt kig pa den tegning, der falger med definitionen for projektion (her d,), viser, at s&tningen er sand,
da projektionen ( d,,) er en katete i en retvinklet trekant, hvor den projicerede vektor ( @) er hypotenusen.




