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Del 1

Grundlaeggende emner






Kapztel 1

Deskriptiv Statistik

I dette kapitel vil deskriptiv eller beskrivende statistik blive introduceret.
Statistik handler om at beskrive og vurdere talmateriale, vi har faet fra
virkeligheden. Statistik er et stort emne i sig selv, og vi vil kun behandle det
indledende, nemlig hvordan man danner sig et overblik over store maengder
tal.

Der er grundlaeggende to mader vi kan fa praesenteret mange tal pa. Den
forste er, at tallene star pa en lang (usorteret) liste, det kaldes ugrupperede
observationer. Den anden made er, at nogen andre har gjort noget ved da-
taene fgr vi far fingrene i dem. Sa kan tallene veere inddelt i nogle grupper.
Det kaldes grupperede observationer.

Vi vil begynde med at behandle den ugrupperede statistik, hvor vi prae-
senterer ni tal, der kan anvendes til at beskrive en datamaengde (der er flere).
Derefter vil vi ggre det samme med grupperet statistik. Til sidst runder vi
lineger regression igen.

1.1. Ugrupperede observationer

Statistik handler om tal, vi har faet fra virkeligheden, f.eks. hgjden af 18-
arige. Disse tal kaldes observationer, og kan sta pa en lang liste. Disse lister
kan undertiden vaere meget lange, hvorfor det kan veere godt at have en
computer til at lave beregningerne for os. Vi tager udgangspunkt i en mindre
liste pa 50 observationer:

1,56 1,66 1,57 1,61 1,63 1,63 1,63 1,64 1,65 1,65
1,65 1,65 1,65 1,656 1,65 1,65 1,65 1,65 1,66 1,66
1,66 1,67 1,68 1,68 1,68 1,68 1,68 1,68 1,68 1,68
169 1,7 1v 17 17 1,7 1,7 1,7 1,7 1,7
7 172 1,72 1,72 1,73 1,73 1,73 1,75 1,76 18
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Tallene oven for er hgjder pa 50 piger malt i meter. Det er de tal, vi skal
beskrive. Hvis vi ser pa vores liste af hgjder, sa kan vi bemaerke, at tallene
er ordnet, og star i numerisk raekkefglge. Hvis vi en dag far nogle tal, der
ikke er ordnet, sa skal de fgrst sorteres.

For at kunne beskrive observationerne vil vi angive en rackke andre tal
— de sakaldte deskriptorer:
Deskriptor ‘ Min @1 m Q3 Max Max—Min Q3—Q1 T o

Veerdi ‘ - - - - - - - - -

Vi vil nu udfylde den ovenstaende tabel. Deskriptorerne Min og Max
giver sig selv. Det er henholdsvis den mindste observation (minimum) og
den stgrste observation (maksimum). Vi kan markere dem pa listen.

1,56 156 157 161 1,63 163 1,63 1,64 1,65 1,65
1,65 1,65 1,65 1,65 1,65 1,65 1,65 1,65 1,66 1,66
1,66 1,67 1,68 1,68 1,68 1,68 1,68 1,68 1,68 1,68
1,690 17 17 17 17 17 17 17 1,7 1,7
1,7 172 1,72 1,72 1,73 1,73 1,73 1,75 1,76 1,8

Vi kan nu tilfaje de to veerdier til tabellen over deskriptorer. Dermed
ved vi, at den laveste pige var 1,56 meter hgj, og den hgjeste var 1,8 meter
hgj.

Vi kan ogsa tilfgje det, der kaldes variationsbredden til listen. Begrebet
dackker over forskellen pa den mindste og stgrste observation og beregnes:

Max — Min =18 —1,56 =0,24

Sa forskellen pa den korteste og leengste er 24 cm.
Deskriptor ‘ Min @1 m Q3 Max Mar—Min Q3—@Q1 T o
Verdi |[156 - - - 18 0,24 - - -
Det neeste vi vil finde er kvartilssettet. Dette ord dackker over, at vi
inddeler vores data i kvarte, det vil sige, fire dele, sa vi har de forste 25%,
de naeste 25% svarende til 50%, og de neeste 25% svarende til 75%.

Vi begynder med at finde midten af vores observationer, hvilket svarer
til 50%. Dette tal kaldes medianen, og betegnes enten som Qs eller mere
almindeligt som m.

Vi har 50 observationer, sa vores median ma ligge mellem den 25. og
den 26. observation.

1,56 156 1,57 1,61 1,63 1,63 1,63 1,64 1,65 1,65
1,65 1,65 1,65 1,66 1,66 1,60 1,66 1,65 1,66 1,66
1,66 1,67 1,68 1,68 1,68 168 1,68 1,68 1,68 1,68
169 1,7 v 17 17 17 17 17 1,7 1,7

1,7 1,72 1,72 1,72 1,73 1,73 1,73 1,75 1,76 1,8
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I dette tilfeelde er det 1,68 meter, der ligger imellem. Det vil sige, at 50%
af pigerne er 1,68 meter eller lavere.

Men hvad nu hvis vi havde haft to forskellige tal? Hvis den 25. observa-
tion var 1,68, og den 26. observation var 1,7. I sadan et tilfzelde tager man
gennemsnittet mellem de to observationer

1,68 +1,7
2

Men séddan er det ikke i vores tilfzelde. Vi tilfgjer vores median til tabellen.
Deskriptor ‘ Min @1 m Q3 Max Maxr—Min Q3—Q1 T o
Verdi |156 - 1,68 - 18 0,24 - - -
Nu er observationerne delt i to dele. I den fgrste halvdel findes der ogsa
en median, som svarer til, at vi har taget halvdelen af halvdelen eller 25%.
Da den fgrste halvdel bestar af 25 observationer, sa ligger den 13. observation
lige i midten. Dette tal kaldes det nedre kvartil, og skrives som Q1.

= 1,69

Vi kan ggre det samme med den anden halvdel af observationerne. Her
kommer det 38. tal til at svare til 75%. Dette tal kaldes det guvre kvartil, og
skrives Q3. Vi markerer tallene pa listen.

1,56 156 157 161 1,63 1,63 1,63 1,64 1,65 1,65
1,65 1,65 1,65 1,65 1,65 1,65 1,65 1,65 1,66 1,66
1,66 1,67 168 1,68 1,68 1,68 1,68 1,68 1,68 1,68
160 1,7 17 17 1,7 1,7 17 17 1,7 17
1,7 1,72 1,72 1,72 1,73 1,73 1,73 1,75 1,76 1.8

Det vil sige, at 25% af pigerne er 1,65 meter eller lavere. Eller omvendst,
at 75% af pigerne er 1,65 meter eller hgjere. Ligeledes er 75% af pigerne 1,7
meter eller lavere. Eller omvendt, at 25% af pigerne er 1,7 meter eller hgjere.

Ligesom med minimum og maksimum er der endnu et tal, vi kan beregne,
nemlig kvartilbredden. Den beregnes som forskellen mellem det nedre og gvre
kvartil.

Qs —Q1=1,7—1,65=0,05

Sa kvartilbredden er 5 cm. Vi tilfgjer tallene til tabellen.

Deskriptor ‘ Min @1 m @3 Max Mar—Min Q3—Q1 T o
Veerdi ‘ 1,56 1,65 1,68 1,7 1,8 0,24 0,05 - -
De tre tal @1, m og Q3 kaldes kvartilseettet for observationerne. De fem

tal Min, @1, m, @3, og Max kaldes det udvidede kvartilset for observatio-
nerne.

1.1.1. Boksplot. Vi vil gerne lave en grafisk repraesentation af vores ob-
servationer ved hjalp af det, der kaldes et boksplot.
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'Min @1 m = @3 Max

Outlier ‘ \ Outlier
Data |- ° ° 1

Figur 1.1. Figuren viser et vilkarligt boksplot. Over hver lodret linje
er der angivet, hvad linjen viser. Der er medtaget to outliers.

Et boksplot tegnes ud fra de fem tal, der udger det udvidede kvartilseet
og de outliers, der ma veere blandt observationerne. Et vilkarligt eksempel

pa et boksplot kan ses pa figur

Fgr et boksplot kan tegnes, skal det udvidede kvartilsaet kendes, samt
eventuelle outliers. Definitionen af en outlier er fglgende.

Definition 1.1 (Outlier). En observation er en outlier, hvis den er mere
end halvanden kvatilbredde under nedre kvartil ()1 eller mere end halvanden
kvartilbredde over gvre kvartil Q3.

Det vil sige, at i vores eksempel, sa skal vi tage kvartilbredden Q3 —
@1 = 0,05 og gange med 1,5: 0,05 - 1,5 = 0,075. Vi skal traekke tallet fra
Q1 for at fa den nedre greense for, hvornar en observation er en outlier
@1—0,075 =1,65—0,075 = 1,575. Dermed er en observation en outlier, hvis
den er lavere end 1,575. Vi har tre sddanne observationer 1,56; 1,56 og 1,57.

Vi skal ggre det samme med Q3. Vi leegger 0,075 til Q3 og far: Q3 +
0,075 = 1,74 0,075 = 1,775. Dermed er en observation en outlier, hvis den
er stgrre end 1,775. Vi har en enkelt observation pa 1,8 meter, der er en
outlier.

Men hvor skal boksplottet sa begynde og slutte, nar der er outliers?
Boksplottet begynder ved den laveste observation, der ikke er en outlier. I
vores tilfeelde er det 1,61. Boksplottet skal sa slutte ved den hgjeste obser-
vation, der ikke er en outlier. I vores tilfselde er det 1,76. Vi har nu alle
oplysninger, der skal til for at tegne et boksplot. Resultatet kan ses pa figur
L2

Inden vi gar videre til den naeste deskriptor, sa er der en raekkefglge, det
er fornuftigt at fglge, nar der skal tegnes et boksplot . Vi laver en liste og
henviser i gvrigt til figur [I.1] og figur [I.2] som viser, hvordan et boksplot kan
se ud.

(1) Tegn en talakse, som boksplottet skal ligge over. Her anvender vi,
at vi kender den mindste og stgrste observation.
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1.61 1.656 1.7 1.76

— TH

1.68

Hgjder (m) | ee

155 16 165 1.7 1.75 1.8

Figur 1.2. Boksplot over hgjder for 50 piger. De to stiplede linjer
angiver, hvor graensen gar for, at en observation er en outlier — de er
normalt ikke med.

(2) Over talaksen, tegner vi de tre lodrette streger, der passer til @1,
m, og Q3. Tegn dem lige hgje (hgjden er ligegyldig).

(3) Forbind toppen og bunden af de lodrette streger, der svarer til @y
og @3, sa vi far en kasse/boks.

(4) Til venstre for boksen: Tegn en lodret streg for den mindste obser-
vation, der ikke er en outlier.

(5) Forbind den venstre streg med boksen med en vandret streg.

(6) Til hgjre for boksen: Tegn en lodret streg for den stgrste observa-
tion, der ikke er en outlier.

(7) Forbind den hgjre streg med boksen med en vandret streg.

(8) Afsezet eventuelle outliere som punkter.

Vi kan nu tegne boksplottet svarende til vores observationer se figur

1.1.2. Sammenligning af boksplot. Et boksplot giver en grafisk beskri-
velse af kvartilerne for nogle observationer. Men et enkelt boksplot er sjeel-
dent szerlig interessant. Den typiske anvendelse af boksplot er til sammenlig-
ninger af observationer fra forskellige grupper. Dermed giver flere boksplot
et hurtigt overblik over forskelle og ligheder.

I figur har vi tegnet boksplottet for de 50 piger. Det vil vaere oplagt
at sammenligne med drenge. I afsnit vil vi se pa et datasat for hgjden
af drenge. Vi tegner boksplottene for de to st observationer i figur
Umiddelbart kan vi hurtigt se, at drengene generelt er hgjere end pigerne.
Men hvad kan vi ellers sige?

En almindelig fejl, nar boksplot bliver sammenlignet, er at sammenligne
ens deskriptorer. For eksempel medianen for drenge og medianen for piger.
Altsa, at 50% af pigerne er under 1,68 meter, og at 50% af drengene er
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1.65 1.78 1.88 2

Hgjder drenge (m) - 4{ s
Hgjder piger (m) |- e }— —‘ ° s

Figur 1.3. Figuren viser to boksplot. Det gverste boksplot viser hgjden
af drenge, og det nederste boksplot viser hgjden af piger. Hgjderne er
malt i meter. De praecise veerdier for kvartilerne er angivet pa figuren.

under 1,83 meter. Selvom det er rigtigt, sa har vi faktisk ikke sammenlignet
piger og drenge. Vi har blot sagt, hvad medianen er for hver af dem og
vi kan konstatere, at det ene tal er hgjere end det andet (hvilket ikke er
overraskende).

En bedre sammenligning fas, hvis der i stedet ses pa forskellige deskrip-
torer, der er teet pa hinanden. For eksempel er den mindste veerdi/hgjde for
drengene praecis det samme som nedre kvartil for pigerne. Det vil sige, at
25% af pigerne er lavere (eller lige hgje) end den laveste dreng. Ligeledes kan
vi se, at nedre kvartil for drengene (1,78m) naesten svarer til den hgjeste vaer-
di for pigerne (1,76m). Dermed er 75% af drengene hgjere end alle pigerne
(undtagen en — outlieren). En sidste sammenligning kunne veere, at kvar-
tilbredden for drengene er 0,1 m, mens den for pigerne er 0,05 m. Dermed
har de midterste 50% af drengene et stgrre spsend end de 50% af pigerne i
midten. Med andre ord, har pigerne en mere ens hgjde end drengene.

Det er med vilje, at vi ikke har skrevet, at drengene er mere spredte end
pigerne. Det skyldes, at begrebet spredning faktisk ikke kan ses ud fra et
boksplot. Netop spredning bliver behandlet i det naeste afsnit.

1.1.3. Middelveerdi og spredning. Nar man har en maengde tal, sa er
det oplagt at beregne gennemsnittet. Det kaldes middelverdien eller mid-
deltallet, og skrives som 7 eller p. Den mest direkte metode er at laegge alle
tallene sammen og dividere med antallet af observationer.

1,56 4+1,564+1,57+1,614+...+1,75+1,78 41,8

T = = 1,676 ~ 1,68
x 50 ’ ’

Dermed er pigerne i gennemsnit 1,68 meter hgje.
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Figur 1.4. Figuren viser boksplot og sgjlediagram for to datasset hen-

holdsvis til hgjre og venstre. I begge tilfeelde er alle deskriptorer ens
undtagen spredningeno.

Vi bemeerker, at der er gentagelser i observationerne. Sa vi kunne ogsa
have skrevet:

1,56-2+157+1,61+...+1,75+1,78 +138
50

T =

Men det er mest effektivt, nar der er mange gentagelser.

Vores tabel ser nu sadan ud:
Deskr. ‘ Min Q1 m Q3 Max Mar—Min Q3—Q@Q1 T o
Veerdi ‘ 1,56 1,65 1,68 1,7 1,8 0,24 0,05 1,68 -
Det sidste, vi vil beregne, er spredningen. Dog, fgr spredningen kan be-

regnes, skal vi fgrst beregne det, der kaldes variansen, og som skrives som
o? eller Var(X).

Det, vi er interesseret i at beregne, er, hvor teet vores data er pa mid-
delveerdien T i gennemsnit. For at illustrere tankegangen giver vi et eksem-
pel:
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Eksempel 1.2. Vi tager to seet observationer. Det fgrste saet star gverst og
det andet star nederst:

Data 1
Data 2

5]-3|-3[0]00][0[3]3]5
5]-5]-3 31313355
De to szt har samme deskriptorer (se figur . Men de er tydeligvis

ikke ens. Det gverste st har flest veerdier, som er 0. Mens det andet seet
ikke har nogle veerdier, der er 0.

0
-3

Begge seet har middelveerdien T = 0 (hvorfor?). Sa hvis vi maler afstan-
den fra observationerne til middelveerdien, sa vil vi kunne kende forskel pa
de to datasat. Maden man gor det pa kaldes varians, og det tal vil vi bruge
til at beregn spredningen for vores observationer.

A
Generelt definerer vi variansen som:
)2 )2 )2
1 —x) + (2 —7T)"+...+(xyp — T
22 Vax(x) — LT (2= ) (2 =)
n
Hvor z1,29,...,xz, er vores observationer, T er middelvaerdien for observa-

tionerne, og n er antallet af observationer.

Som tidligere nzevnt, sé er variansen noget vi beregner for at fa spred-
ningen. Problemet med variansen er, hvis vores observationer har enheden
kg, s har variansen enheden kg2, fordi alle parenteserne er i anden. Derfor
tager vi kvadratroden af variansen for at fa et tal, der har samme enhed som

vores observationer.
o =4/ Var(X)

For vores observationer har vi * = 1,68. Dermed kan vi beregne varian-
sen saledes:
5 (1,56 —1,68)% 4 (1,56 — 1,68)2 + ... + (1,76 — 1,68)% + (1,8 — 1,68)?
o =
50

= 0,002123

Vi tager kvadratroden for at beregne spredningen.

o = +/0,002123 = 0,046

Dermed er spredningen 4,6 cm. Det vil sige, at den gennemsnitlige afstand
til middelveerdien er 4,6 cm. Tabellen ggres feerdig.
Deskr. ‘ Min @, m Q3 Max Mar— Min Q3—0Q1 o
Verdi | 1,56 1,656 1,68 1,7 1,8 0,24 0,05 1,68 0,046
Spredning kan komme til udtryk pa mange mader pa figur[L.5] Nar obser-
vationer generelt ligger langt fra middelveerdien, s& har vi en hgj spredning,
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Figur 1.5. Figuren viser tre eksempler pa fordelinger med stigende spredning.

mens vi har en lav spredning, nar observationerne ligger teet pa middelveaer-
dien. S& overordnet er observationer med lav spredning mere praecise end
observationer med hgj spredning.

1.2. Stikprgver og usikkerhed

I afsnit [T.1] side [3] fandt vi statistiske deskriptorer for hgjden af 50 piger. De
tal, vi fik ud af vores undersggelse, siger noget om preecis de 50 piger. Men
kan vi ogsa bruge dem til at sige noget generelt om hgjderne pa piger?

Ofte nar der laves statistiske undersggelser, sa er vi interesseret i at sige
noget overordnet om for eksempel alle veelgere i et land, eller alle bakterier af
en bestemt type. I det forste tilfeelde kan der afholdes et valg, hvis veelgernes
holdning gnskes tilkendegivet, men noget sadant er dyrt og besveerligt, sa
det kan ikke ggres saerligt ofte. I forhold til bakterier, vil vi aldrig kunne
teste alle bakterier. Det er fysisk umuligt.

Lgsningen pa det ovenstaende er at udvaelge en mindre del og undersgge
den. For eksempel kan vi spgrge 1000 valgere, eller undersgge 100.000 bak-
terier. Nar der pa den made udvelges en del af en helhed, sa kaldes delen
(1000 veelgere, 100.000 bakterier) en stikprove, og helheden (alle veelgere,
alle bakterier) en population.

Ideen er at fa stikprgven til at sige noget om populationen. Regneteknisk
er det ikke seerligt sveert. Derimod er der en lang reekke forhold, der skal
veere pa plads, for vi kan anvende stikprgven.
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Eksempel 1.3. 1 1936 var der praesidentvalg i USA. For demokraterne
genopstillede Franklin Delano Roosevelt (1882-1945). For republikanerne op-
stillede Alfred Mossman Landon (1887-1987). Et tidsskrift — The Literary
Digest — gennemfgrte en meningsmaling ved at udsende et spgrgeskema til
10 millioner amerikanere, hvor de blev spurgt, hvad de ville stemme. Ca.
2,3 millioner svarede. Tidsskriftet vurderede, at Landon ville vinde valget.
Desveerre for tidsskriftet vandt Roosevelt valget med en af de stgrste valgsej-
re i amerikansk historie.

Det, der gik galt for The Literary Digest, var, at stikprgven, selvom
den var meget stor, var lavet forkert. Tidsskriftet havde spurgt personer, de
kunne finde pa tre lister. For det forste havde de spurgt deres abonnenter;
for det andet folk, der ejede en bil; og for det tredje folk, der ejede en telefon.
Med andre ord, sa havde de spurgt personer, der tjente vaesentlig mere end
den gennemsnitlige amerikanske veelger.

Dermed ville de fa et skaevt billede af resultatet. Men der var en anden
faktor, der gjorde, at resultatet blev endnu mere skaevt. Nemlig, at de 2,3
millioner, der svarede, der ville en stor del svare pa spgrgeskemaet, netop
fordi de ikke kunne lide Roosevelt. Hvorimod, de personer, der ville stemme
pa Roosevelt, var mindre tilbgjelige til at sende spgrgeskemaet tilbage.

Det, der kan leeres af dette, er, at det er vigtigere, hvem du spgrger,
og under hvilke forhold du spgrger, end om du spgrger mange. For en stor
stikprgve, der er valgt forkert, giver bare et endnu mere falsk resultat end
en lille stikprgve, der er valgt forkert. A

Der er derfor en raekke elementer, som bgr overvejes i forbindelse med
stikprgver.

(1) Information: Hvad ved vi egentlig? Ved vi, hvad populationen er?
Spurgt anderledes ved vi, hvad stikprgven er en stikprgve af? Nar
vi laver laver en undersggelse, eller laeser om en undersggelse, bgr
vi stille disse spgrgsmal. Det er ogsa vigtigt at kende stikprove-
storrelsen, det vil sige, hvor meget eller mange er der i stikprgven?

(2) Repraesentativitet: Er stikprgven repreesentativ? Det vil sige,
ligner stikprgven populationen? I en meningsmaling bgr de per-
soner, vi spgrger, veere fordelt pa samme made som i samfundet.
For eksempel i forhold til alder, uddannelse, kgn og sa videre. At en
stikprgve er repraesentativ, er ikke det samme som, at den er tilfzel-
dig. Hvis man stiller sig op pa torvet, og spgrger tilfeeldige personer
omkring frokosttid, sa vil man fa spurgt nogle pensionister, skole-
elever, og arbejdslgse, men ikke ngdvendigvis alle dem, der er pa
arbejde. Dermed kan man, ved at spgrge tilfseldige personer, fa en



1.2. Stikprgver og usikkerhed 13

ikke repraesentativ stikprgve. Sadanne fejl kaldes systematiske fejl
eller bias.

(3) Skjulte variable: Hvis vi har en repreesentativ stikprgve, sa er
der andre ting, der kan ga galt. Hvis vi har en type bakterie i en
petriskal med en eller anden form for neering, og vi tilseetter noget,
som er giftigt for bakterien, sa kan det veere, at stoffet faktisk ikke
er giftigt i sig selv, men kun er det i forbindelse med naeringen i
skalen. I forbindelse med meningsmalinger kan der veere problemer
med, at nogen ikke siger sandheden, fordi den maske er pinlig for
dem. Det kan sa skubbe undersggelsen til at vise noget skaevt. Disse
to tilfeelde er eksempler pa skjulte variable.

Det ovenstaende bgr illustrere, at det at lave en stikprgve ikke er nogen
let opgave. Faget statistik handler blandt andet om, hvordan undersggelser
laves, sa de ovenstaende problemstillinger bliver foregrebet.

1.2.1. Middelveaerdi og spredning for en stikprgve. Hvis vi nu har
lavet en stikprgve efter alle kunstens regler, hvad kan stikprgven sa sige
om populationen? Det vi vil, kaldes at lave et estimat eller estimere (vur-
dere) middelvaerdien og spredningen for populationen. Middelveerdien og
spredning for stikprgven er det eneste vi kan beregne, men vil de ogsé pas-
se pa populationen? En made (men ikke den eneste) at svare pa er at se
pa, hvad der ville ske, hvis vi tog flere stikprgver. Vi kan sa spgrge om de
middelveerdier vi beregner for hver stikprgve, i gennemsnit rammer popula-
tionens middelveerdi? Og om de spredninger vi beregner for hver stikprgve,
i gennemsnit rammer populationens spredning?

Hvis populationens middelveerdi, som vi ikke kender, kaldes u, sa viser
det sig, at den kan estimeres direkte ud fra stikprgvens middelveerdi. Sa et

estimat af u er
1+ T2 +x3+ ...+ T

n

T:

Anderledes forholder det sig for spredning af stikprgven. Hvis vi tager
mange stikprgver, og beregner spredningen for hver af dem. Sa vil sprednin-
gerne i gennemsnit ikke give populationens spredning. Vi skal zendre formlen
en lille smule.

Hvis populationens spredning, som vi ikke kender, kaldes o, sa kan
den estimeres ud fra stikprgvespredningen s. Som ssedvanlig beregner vi
stikprgvevariansen fgrst.

2 (1 —2)2 + (20 —2)% + ... + (v, — T)?

n—1
Bemeerk, at den eneste forskel, der er pa stikprgvevarians og populationsva-
rians, er, om der divideres med n — 1 eller n henholdsvis.
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Stikprgvespredningen er sa givet ved:
s=1Vs2

Hvis vi ser pa eksemplet med de 50 piger (se afsnit , sa beregnede
vi spredningen o = 0,046. Hvis vi gentager udregningen, men dividere med
n—1 1istedet for n, sa vil vi fa s = 0,0465 = 0, 047. Sa stikprgvespredningen
er 4,7 cm i stedet for 4,6 cm. Der med andre ord en millimeter til forskel. Vi
skal dog anvende stikprgvespredningen s, hvis vi arbejder med vores obser-
vationer som noget, der skal sige noget om en population. Hvis vi derimod
ikke vil anvende spredningen til andet, end at beskrive lige preecis de obser-
vationer vi har, sa kan vi anvende populationsspredningen o.

Der er en metode, hvormed vi kan omregne fra spredning til stikprgve-
spredning. Vi skal gange med et tal. Formlen for varians kan omregnes ved
at gange med n pa begge sider af lighedstegnet:

o (m —Z)? + (22 -2+ ...+ (zn —T)?

n

n-o?=(x1 -7+ (22 —2)*+ ... + (z, — T)*

Formlen for stikprgvevarians er:

n-o
o (@1 =7+ (22— 7)* + ... + (20 — 7)*
n—1
2
2 no
n—1
52: n .0'2
n—1

Vi tager kvadratroden pa begge sider af lighedstegnet:

5 n 9 n
= - 0° = e
n—1 n—1

Med andre ord, sa kan vi omregne fra spredning til stikprgvespredning
ved at gange med tallet /5.

1.2.2. Statistisk usikkerhed. Det sidste begreb, vi mangler, er statistisk
usikkerhed. Nar vi har taget en stikprgve, sa er vores resultat aldrig helt
sikker. Men vi kan give et bud pa, hvad det rigtige svar burde vaere med
95% sikkerhed. Hvordan skal det forstas?

De situationer,vi ser pa, er dem, hvor vi for eksempel har, at 15% af vores
stikprgve vil stemme pa parti XX til nseste valg, eller situationen, hvor 30%
af bakterier i en petriskal bliver grgnne, nar stof NN tilseettes.
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De to tal 15% og 30% kaldes stikprgveandelen af veelgere eller bakterier.
Den skrives som p. Symbolet: - kaldes en hat, og stikprgveandelen kaldes
p-hat.

Nar vi har stikprgveandelen p, sa mangler vi kun stgrrelsen pa selve
stikprgven, den kaldes n, og forteeller hvor mange observationer, der er i alt
i stikprgven. Den statistiske usikkerhed er sa givet ved:

p-(1—p)
n

+2-

Hvis de 15%, der ville stemme pa partiet XX er taget ud af en stikprgve
pa 1000 personer, sa er den statistiske usikkerhed:

iy /p-(1—p):ﬂ_\/o,15-(1—0,15)
n 1000

= +2.,/0,0001275 = £2 - 0,01129
= £0,02258

Det vil sige, at den statistiske usikkerhed er +2,3%. Det betyder, at
veelgertilslutningen til parti XX kan veere sa lav som 15% — 2,3% = 12,7%
eller sa hgj som 15% + 2,3% = 17,3%. Leeg meerke til at stikproveandelen
ligger midt imellem de to yderpoler. Vi er kun sikker pa, at tilslutningen
til parti XX ligger mellem 12,7% og 17,3% med 95% sikkerhed, I statistik
kaldes det konfidens og intervallet

[12,7%:; 17,3%]

kaldes et 95% konfidensinterval.

Konfidensintervallet kan beregnes direkte med:

[ﬁ—2-\/p7W; 13+2-\/pA'(1nﬁ)]

P& figur vises grafisk, hvordan et konfidensinterval skal forstaes.
Stikprgveandelen p ligger midt i intervallet. Vi har en teoretisk vaerdi, som
vi sammenligner med, for eksempel et resultat fra et folketingsvalg, en ta-
belveerdi for andelen af gronne bakterier. Hvis denne teoretiske veerdi ligger i
intervallet, sa er der ingen gendring eller forskel mellem stikprgven og teorien,
der sammenlignes med. Hvis den teoretiske veaerdi ligger uden for intervallet,
sa er der en eendring eller forskel mellem stikprgven og teorien.

Hvis parti XX fik 10% af stemmer ved sidste valg — hvilket de i teorien
kan fa igen — sa ligger de 10% unden for konfidensintervallet [12,7%;17,3%],
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95% konfindensinterval
N

Ve

—92.

} L
p-(1-p)

S+
[\

Teoretisk veerdi:

Ingen sendring

Teoretisk veerdi:
Andring

Figur 1.6. Figuren viser et 95% konfidensinterval med to teoretiske
veaerdier, intervallet skal sammenlignes med. Hvis den teoretiske veerdi
ligger inde i intervallet, kan vi konkludere, at der ikke er nogen aen-
dring/forskel mellem vores stikprgve og den teoretiske veerdi. Hvis den
teoretiske veerdi ligger uden for intervallet, kan vi konkludere, at der en
endring /forskel mellem vores stikprove og den teoretiske veerdi.

dermed kan vi veere 95% sikre pa, at partiet XX er gaet frem. Omvendt,
hvis partiet XX havde faet 14% af stemmer ved sidste valg, sa ligger 14% i
konfidensintervallet og vi kan ikke sige, at der er sket nogen sendringer.

1.3. Grupperet observationer

Under tiden kan man fa data, hvor observationerne er placeret i nogle grup-
per. Det vil sige, at vi ikke har adgang til de enkelte observationer, men kun
ved noget om hyppigheden eller frekvensen observationerne forekommer med
inden for hver gruppe.

I felgende tabel er der samlet hgjder for 213 drenge.

Hgjde (m)

Hyppighed Frekvens (%)

Kumuleret frekvens (%)

1,65-1,70
1,70-1,75
1,75-1,80
1,80-1,85
1,85-1,90
1,90-1,95
1,95-2,00

6 -
16 -
45 -
66 -
46 -
23 -
11 -

Hyppigheden er antallet af drenge med en hgjde i det givne interval. In-
tervaller har tilsyneladende overlap, saledes optraeder 1,70 bade i intervallet
1,65-1,70 og i intervallet 1,70-1,75. Grunden til det er, at en dreng kunne
male 1,6999 og sa vil det veere sveert at vide, hvad der skal veere den gvre
graense for intervallet 1,65-1,70. Sidan som data er samlet pa i dette tilfael-
de, er intervaller valgt til at vaere abne til hgjre for eksempel 165-170 kan
skrives som [1,65;1,70].
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Bemzerkning 1.4 (Intervalnotation). Et interval er en sammenhaengende
reekke tal, som vi angiver ved at give den mindste og stgrste veerdi for.
For eksempel er [2;5] alle tal mellem 2 og 5. Det kan vi ogsa skrive som
2 < x < 5. Nogen gange vil vi gerne have alle mellem 2 og 5, men ikke 5.
Det vil sige, at vi vil godt have tal som 4,999 med. Vi kan satte lige sa
mange nitaller efter kommaet, som vi har lyst til, sa derfor kan vi ikke rigtig
skrive et tal, som er stgrst. Derfor skrives der [2; 5[, hvilket betyder alle tal
mellem 2 og 5, men ikke 5. Det kan ogsa skrives som 2 < z < 5. Generelt
peger [ vaek fra tallet, hvis det ikke ma vaere med i intervallet. To andre
eksempler er |2; 5], hvor 2 ikke ma vaere med, og |2;5[, hvor hverken 2 eller
5 ma veere med. A

Det fgrste vi vil beregne er frekvensen. Det er, hvor meget hyppigheden
ud af alle observationer er i procent. Vi vil alts& beregne:

hyppighed

frekvens = ;
antal observationer

Det giver folgende beregninger:

6 16 45
— =~ 282 — 1 — =~ 21,1
213 82% 213 7:51% 213 13%
66 46 23
—— ~ 30,99 — = 21,60 — ~ 10,80
213 9% 213 ,60% 213 80%
11
— =~ 51
213 5,16%

Vores beregninger kan indsaettes i tabellen:

Hgjde (m) | Hyppighed Frekvens (%) Kumuleret frekvens (%)
1,65-1,70 6 2,82 -
1,70-1,75 16 7,51 -
1,75-1,80 45 21,13 -
1,80-1,85 66 30,99 -
1,85-1,90 46 21,60 -
1,90-1,95 23 10,80 -
1,95-2,00 11 5,16 -

1.3.1. Histogram. Nar vi nu har fundet frekvenserne, sa kan vi tegne det,
der kaldes et histogram. Et histogram er et sgjlediagram, hvor hgjden af hver
sgjle skal veere, saledes at arealerne af alle sgjlerne til sammen giver 1 eller
100%. Det vil sige, at arealet af hver sgjle skal veere frekvensen.
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Figur 1.7. Figuren viser et histogram over hgjderne for de 213 drenge.

Dog er det sadan, at hvis intervallernes bredde er ens, sa tegnes sgjler
med en hgjde, der passer til deres frekvens. Se figur

Et histogram anvendes typisk til at fa et overblik over, hvordan ob-
servationer er fordelt i et dataseset. Pa figur kan det ses, at de fleste
observationer ligger i midten, og resten er fordelt jeevnt pa begge sider, dog
med lidt flere blandt de rigtig hgje.

Hvis vi ikke har samme bredde pa alle intervallerne, sa skal vi beregne
nogle nye hgjder til vores sgjler. Vi veelger at sla alle intervaller fra 1,65 til
1,80 sammen den nye frekvens bliver sa 2,82% + 7,51% + 21,31% = 31,46%.
Vi slar intervallerne fra 1,80 til 1,90 sammen: 30,99% + 21,60% = 52,58%,
og de sidste to intervaller slar vi ogsa sammen: 10,80% + 5,16% = 15,96%.

Nu mangler vi hgjderne pa sgjlerne. Arealet af et rektangel A beregnes
ud fra hgjden h og bredden b:

A=h-b
Men sa kan vi bestemme hgjden ved at dividere med bredden pa begge sider:
A
h=—
b

Vi laver sa fglgende tre udregninger, hvor vi husker, at arealet skal veere
frekvensen:
31,46% 52,58% 15,58%
~ 21%/m  ~ 5,3%/m °

- _— —— 1
1,80 — 1,65 1,90 — 1,80 2,00 — 1,90 6% /m

Vi kan samle disse beregninger i fglgende tabel:
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Figur 1.8. Histogram over hgjderne for 213 drenge. Intervallerne har
forskellig bredde, hvorfor arealer er beregnet. Rektanglet gverst til ven-
stre angiver, hvor meget 10% fylder.

Hgjde (m) | Frekvens (%) Sejlehgjde (%/m)

1,65-1,80 31,46 2.1
1,80-1,90 52,58 5,3
1,90-2,00 15,58 1,6

I figur er histogrammet, sa blevet tegnet. Laeg meerke til, at der er et
rektangel, der angiver hvor meget 10% udger pa billedet. Det er nodvendigt,
da vi eller ikke ville vide, hvor meget hver sgjle ville svare til i %.

1.3.2. Sumkurve. Da vi behandlede ugrupperede observationer, kom vi
frem til kvartilseettet. Noget sadan kan ogsa findes, nar observationerne er
grupperede. Maden de kan bestemmes pa er ved at anvende en sumkurve.

For at kunne tegne en sumkurve skal man kende de kumulerede fre-
kvenser. De kumulerede frekvenser beregnes ved at fglge listen af frekvenser
nedad, og for hvert nyt tal man kommer til, sa leegger man det til det, man
har faet indtil videre.

Sa vi begynder med frekvensen for intervallet 1,65-1,70. Der er ikke noget
at leegge den til, sa vi skriver bare 2,82% ud for intervallet i sgjlen kumuleret
frekvens. Sa tager vi den neeste frekvens 7,51%, den kan legges til det vi
har nemlig 2,82%, og vi far 2,82% + 7,51% = 10,33%. Det skriver vi ud for
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Figur 1.9. Figuren viser sumkurven for hgjderne af de 213 drenge.
Kvartilssettet er indtegnet, og kan afleeses: Q1 = 1,78m, m = 1,83m, og
Qs = 1,88m.

intervallet 1,70-1,75 i sgjlen kumuleret frekvens. Sa tager vi den naeste ... Til
sidst ender vi pa 100%.

Vores tabel ser nu sadan ud:

Hgjde (m) | Hyppighed Frekvens (%) Kumuleret frekvens (%)
1,65-1,70 6 2.82 2.82
1,70-1,75 16 7,51 10,33
1,75-1,80 45 21,13 31,46
1,80-1,85 66 30,99 62,44
1,85-1,90 46 21,60 84,04
1,90-1,95 23 10,80 94,84
1,95-2,00 11 5,16 100

Ideen er nu at anvende de kumulerede frekvenser til at tegne sumkurven.
Vi placerer den kumulerede frekvens i hgjre intervalendepunkt. Hvilket giver
os punkterne:

(1,65;0)  (1,70;2,82) (1,75;10,33) (1,80;31,46) (1,85;62,44)
(1,90;84,04) (1,95;94,84)  (2,00;100)

Vi afssetter punkterne i et koordinatsystem, og tegner rette linjer i mel-
lem dem. Se figur

Kvartilerne kan nu aflzeses ved at ga vandret ud fra 25%, 50% og 75% til
man rammer kurven, og sa ga lodret ned. Det giver generelt ikke mening at
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bestemme minimum- og maximumvardierne for observationerne med min-
dre de bliver oplyst. Pa figur kan vi afleese kvartilssettet til at veere
(1,78;1,83; 1,88).

1.3.3. Middelveerdi og spredning. Nar vi har observationer vil vi ogsa
gerne beregne middelveaerdi og spredning. Nar observationerne er grupperede,
sa skal vi dog lave nogle antagelser om vores observationer, da vi ikke har
adgang til de konkrete observationer, der har givet anledning de fundne
hyppigheder.

Vi laver en antagelse om, at vores observationer inden for hvert inter-
val er jeevnt fordelt. Det betyder, at observationerne i gennemsnit inden for
intervallet ligger i midten af intervallet. S& vi anvender intervalmidtpunk-
terne til at beregne middelveerdien. Derudover, skal vi ogsa forholde os til
at hvert interval ikke skal teelle lige meget i middelvaerdien, séledes skal in-
tervallet 1,65-1,70 talle meget mindre end intervallet 1,8-1,9. Sa vi ganger
intervalmidtpunkterne med frekvensen.

I vores eksempel kan middelvaerdien sa beregnes med:

T = 1,675-0,0282 + 1,725 - 0,0751 + ... + 1,975 - 0,0516 ~ 1,83

Dermed er drengene i gennemsnit 1,83m hgje.

Hvis z; er det i’te intervalmidtpunkt, og f; er den i'te frekvens, sa kan
middelveerdien beregnes med:

T=x1-fitxa-fot+...+xn-fn

Spredningen kan beregnes pa made, der minder om middelvzerdiens be-
regning. Vi begynder med variansen.

Var(X) = (1,675 — 1,83)% - 0,0282 + (1,725 — 1,83)% - 0,0751
+ ...
+ (1,975 — 1,83)% . 0,0516 ~ 0,0046
Spredningen kan sa beregnes:

o = +/Var(X) = 1/0,0046 ~ 0,068

Det vil sige, at spredningen er 6,8 cm

Med de samme symboler som ved beregningen af middelveerdien, sa va-
riansen beregnes med:

Var(X) = (21 —2)% - fi+ (22 —T)* - fo+ ... + (0 — T)% - fa

Og spredningen kan beregnes:

o =/ Var(X)
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Vi kan ogsa have brug for stikprgvespredningen. Den kraever dog, at vi
omregner alle vores frekvenser. Da vi beregnede frekvenserne dividerede vi
med n og nar vi skal beregne stikprgvespredningen, sa skal vi dividere med
n— 1. Der er en metode til at omregne til stikprgvespredning, hvis vi kender
spredningen. Hvis vi betegner med h en hyppighed, og med f den tilhgrende
frekvens, sa er frekvensen beregnet som:

f:ﬁ@h:f'n
n

_ Den frekvens vi skal bruge til at beregne stikprgvespredningen, kalder vi
f, og den beregnes som:
h

n—1

f=

Vi indsaetter h = f - n:

n—1

_n_

—4, nar vi skal beregne stik-

Dermed skal vi gange vores frekvenser med

provevariansen. Hvis vi ser pa formlen for stikprgvevariansen s2, sa far vi:
=1 -2 i+ (@—2)°2 fot...+(xn—75)° fu
— =P DR
+ @0 =T fo —
Seetter =5 uden for parentes:
§? = nT—ll (1 =2 it (=) fot oot (20 —2) - f)
s% = nri 1 - Var(X)

Sa variansen skal ogsa ganges med ™5 for at omregne til stikprgve-
variansen. Stikprgvespredningen beregnes ved at tage kvadratroden.

Det vil sige, at vi kan beregne vores stikprgvespredning som:

»
|

213
S=\l33_1" 0,068 ~ 0,0683

Hvilket ikke er den store forskel.
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1.4. Teori for histogram og sumkurve

I dette afsnit vil vi praesenterer noget teori, der knytter histogrammer og
sumkurver sammen. Vi indfgrer noget notation, for at kunne beskrive sam-
menhaengen helt generelt. Til sidst giver vi et konkret eksempel.

Vores observationer antages at ligge i nogle pa hinanden fglgende in-
tervaller. Endepunkterne i intervallerne betegnes: xg, x1,x9,...,Z,. Og in-
tervallerne skrives [zq; z1], |x1; ®2], |x2; 3] 0g |Tn—_1; Ty]. Intervallerne bliver
nummereret efter indekset pa deres hgjre intervalendepunkt. Til hvert inter-
val knyttes frekvenser f1, fo, f, ..., fn. Ligeledes antages det, at summen af
alle frekvenser er 1:

fitf+fs+...+fn=1

De kumulerede frekvenser beregnes ved at leegge en frekvens sammen med
de foregéende frekvenser. Folgende skema viser notationen:

Intervalnr. interval frekvens kumuleret frekvens
1 [z0; 71] fi fi
2 |15 9] fo f1+ fo
3 |zo; 23] f3 fitfotf3
n ]xn—ﬂxn] fn f1+f2+f3+---+fn:1

Et histogram er defineret som et sgjlediagram med en sgjle for hvert
interval, hvor hver sgjles areal er frekvensen for intervallet. Bredden af et
interval er givet ved: z; — x;_1. Hvis hgjden af sgjlen kaldes h;, sa kan fre-
kvensen beregnes som:

hi (v —xi1) = fi
Og hgjden bliver dermed:
fi

Ti — Ti—1

hi =

Sumkurven er en stykkevis lineser funktion, hvor hvert stykke er defineret
inden for et af de intervaller, der givet pa forhand. Vi kan benytte formlen:

y=a-(xr—x0)+ Y

til at finde en forskrift for hvert stykke. Punkterne (xg,yo), der skal indga i
formlen kan laves ud fra det venstre interval endepunkt, saledes at de bliver:
Fgrste interval: (xg,0), andet interval: (z1, f1), tredje interval: (x2, f1 + f2)
og sa videre.

Vi mangler haeldningen, som vi kan beregne med a = % For det

i’te interval har vi de to intervalendepunkter (x;—1, fi + fo + ...+ fi—1) og
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(i, f1+ fa+ ...+ fi—1 + fi). Heeldningen bliver sa:

al:f1+f2+---+fz'—1+fz'—(f1+f2+...+f7;—1)

7

T — Ti
_htft o Afiatfi-f-fo—.. —fi)
’ Ti — Ti—1

aiZifi = h;
Ti — Ti—1

Med andre ord, hgjderne af sgjlerne i histogrammet er netop heldnin-
gerne for stykkerne i sumkurven. Vi kan nu opstille en generel forskrift for
en sumkurve:

hl'(.ﬁE—l‘o), ro < x < a1
ho - (x —x1) + f1, r1 <z < a9
f(@) =< hg-(z—x2) + fi + fa, To <z < a3

hn’(x_xn—l)+fl+f2+~'+fn—lv Tpn—1 <z <z

Eksempel 1.5. Fra tidligere havde vi et eksempel med 213 drenges hgjder,
og vi har naet frem til fglgende tabel:

Hojde (m) | Hyppighed Frekvens (%) Kumuleret frekvens (%)
1,65-1,70 6 2.82 2.82
1,70-1,75 16 7,51 10,33
1,75-1,80 15 21,13 31,46
1,80-1,85 66 30,09 62,44
1,85-1,90 46 21,60 84,04
1,90-1,95 23 10,80 94,84
1,95-2,00 11 5,16 100

Vi dropper hyppigheden, og beregner i stedet hgjden pa sgjlerne i histo-
grammet. For eksempel:

2,82%  0,0282
1,70 — 1,65 0,05

= 0,56

Det giver en ny tabel:
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Hgjde (m) | Frekvens (%) Kumuleret frekvens (%) Sgjlehgjde (% /m)
1,65-1,70 2,82 2,82 0,56
1,70-1,75 7,51 10,33 1,50
1,75-1,80 21,13 31,46 4,23
1,80-1,85 30,99 62,44 6,20
1,85-1,90 21,60 84,04 4,32
1,90-1,95 10,80 94,84 2,16
1,95-2,00 5,16 100 1,03

Vi kan nu opstille en forskrift for det fgrste stykke:
hi - (z —x9) = 0,56 - (x — 1,65)
Og for det andet stykke:
he - (x —x1)+ f1 = 1,50 - (x — 1,70) + 2,82
Og for det tredje stykke:

hs - (1’ — xg) + fi+ fo =423 (.T} — 1,75) + 10,33

Samlet kan sumkurven skrives som:

0,56 - (z — 1,65), 1,65 <z < 1,70
1,50 - (z — 1,70) + 2,82, 1,70 <z < 1,75

4,23 (z—1,75)+ 10,33 1,75 <2 < 1,80
f(z)=14620-(x—1,80)+31,46, 1,80 <z < 1,85
4,32 (z—1,85) + 62,44, 1,85 <2 < 1,90

2,16 - (x —1,90) + 84,04, 1,90 <z < 1,95

(1,03 (z —1,95) + 94,85, 1,95 <z < 2,00

For eksempel beregner f(183) den kumulerede frekvens, for 183 cm. Men
det er preecis det samme som arealet fra begyndelsen af histogrammet til
den lodrette linje x = 183. Det er indholdet af figur A

1.5. Linezer regression

I forbindelse med lineser regression er et spgrgsmal om observationerne
(punkterne) er ”langt” vaek fra modellen (linjen)? En made at besvare dette
spgrgsmal pa er ved at se pa hvor spredte residualerne er. Dermed intro-
ducerer vi begrebet residualspredning. Residualernes spredning kan naesetn
beregnes med de formler for spredning vi oven for. Bortset fra, at der skal
divideres med n — 2 i steder for n eller n — 1.
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Figur 1.10. Figuren viser histogram nederst og den tilhgrende sumkur-
ve gverst for hgjderne af de 213 drenge. Medianen pa 1,83m er markeret
bade pa histogrammet og sumkurven. Arealet til venstre pa histogram-
met er praecis 50%, hvilket ogsa kan findes pa andenaksen hos sumkur-

ven.

Et residual r; er givet ved r; = y; — f(x;), hvor (z;,y;) er den i’te
observation. Residualspredningen bliver sa

5= \/ (s — S @) + (2 = f(@2)* £+ (g — S (n))?

n—2

Residualerne er den lodrette afvigelse mellem observation og model. Der-
med er enheden for residualerne den samme som andenkoordinaterne for
observationerne. Det samme er sandt om residualspredningen.

Residualspredningen er ”lille”, hvis den er 10 eller flere gange mindre
end variationsbredden af andenkoordinaterne for observationerne.
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For at fa en fornemmelse af, hvad tanken er, sa giver vi et eksempel:

Eksempel 1.6. Vi forestiller os, at vi har et franskbrgd, som vi skaerer
skiver af. Vi maler lzengden af franskbrgdet, nar det er helt, og efter hver
skive vi har skaret. Fglgende tabel giver sammenhaengen:

Antal skiver skaret ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3
Laengde brgd (mm) | 102 | 93 | 81 | 70

En lineaer regression pa de ovenstaende observationer giver:
f(z) = —10,8z + 102,7

hvor x er antal skiver skaret brgd, og f(z) er leengden af brgdet malt i mm.
Vi bruge modellen til at beregne modelvaerdierne: f(0) = 102,7, f(1) = 91,9,
f(2) =81,1 og f(3) = 70,3. Eller pa tabelform.

Antal skiver skaret 0 1 2 3
Laengde brod (mm) | 102 93 81 70
Modelveerdier f(z) | 102,7 | 91,9 | 81,1 | 70,3

Nu kan vi regne residualerne r; = y; — f(x;): r1 = y1 — f(z1) = 102—102,7 =
-0,7,70=93-919=1,1, r3 =81 — 81,1 = —0,1 og r4 = 70 — 70,3 = 0,3.
Tabellen bliver sa:

Antal skiver skaret 0 1 2 3

Laengde brgd (mm) | 102 | 93 | 81 | 70

Modelveerdier f(z) | 102,7 | 91,9 | 81,1 | 70,3

Residualer y — f(z) | -0,7 | 1,1 |-0,1 | -0,3

Nu kan vi beregne residualspredningen. I dette eksempel er n = 4:

s \/(yl — f(21))? + (2 = f(22))* + .. + (Yn — f(zn))?
n—2
B \/(—0,7)2 + 1,12 + (—0,1)2 + (—0,3)2
- 4—2

~ 0,9487 mm

Sa residualspredningen er 0,9487 mm, fordi mm er enheden for anden-
koordinaterne for observationerne. Vi skal afggre om residualspredningen er
stor. Til det formal er vi ngdt til at se pa variationsbredden af andenkoor-
dinaterne for vores observationer. Det er let i dette eksempel. Den stgrste
leengde er 102 mm og den korteste leengde er 70 mm, sa variationsbredden
er 102 —70 = 32 mm. Forholdet mellem variationsbredden og residualspred-
ningen er:

32

0.0487 = 3373
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Figur 1.11. Figuren viser et rutediagram for udfgrelsen og modelvur-
dering ved linezer regression.

En lineser model
er for usikker

Dermed er residualspredningen mere end 10 gange mindre end variations-
bredden og vi kan godt anvende modellen. A

Den teknik, der er gennemgaet indtil videre om lineser regression, kan
indfanges i et rutediagram. Se figur



Kapztel 2

Eksponentielle
funktioner 1

Dette kapitel vil, som det fgrste af to kapitler, handle om eksponentielle
funktioner. I modsatning til linesere funktioner, der har en fast vaekst, sa
har de eksponentielle funktioner en relativ veekst. Det vil sige, at de vokser
eller aftager med en vis % pr. z-enhed.

Saledes vil vi begynde med at se pa procentregning. Iseer hvordan man
laegger procenter til eller trackker dem fra. Denne behandling giver anledning
til at introducere eksponentielle funktioner, som en generel made at arbejde
med %-veekst.

Vi vil beskrive eksponentielle modeller, der kommer ud fra virkelige data.
I den forbindelse vil vi behandle eksponentiel regression og vi vil se pa det
seerlige tilfeelde, hvor vi har faet givet to punkter.

I forleengelse heraf vil vi skulle beskrive potenser og redder. Da det spiller
en central rolle i anvendelsen af eksponentielle funktioner.

Vi afslutter med at gennemga noget teori for eksponentielle funktioner,
ud fra hvad dette kapitel giver mulighed for at sige noget om.

2.1. Procentregning

En gang i mellem stgder man pa meningsmalinger, med udsagn om at sé og
s4 mange procent mener et eller andet. Det, der bliver sagt, er, at en vis del
mener noget. For eksempel, hvis 32% mener, at julemusik er reedsomt. Sa ved
vi noget om den andel, der har den holdning. Procent betyder hundrededele,
sa 32% er tallet 0,32.
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Procenter er ret lette at regne ud. Hvis 64 ud af 256 mener, at julemusik
er raedsomt. Sa svare det til
64
— =0,26=25
256 ’ %
Her oversaettes 0,25 til 25%. Oftest ggres det ved at gange med 100%. Eller
ved at flytte kommaet to pladser til hgjre.
I denne situation har vi en del (de 64) af en helhed (de 256), andelen i
procent kan s& beregnes som:
del

helhed

Hvis nu vi ved, at 37,5% af de 256 synes, at julemusik er rsedsomt. Sa
kan vi regne ud hvor mange, der mener det.

256 - 0,375 = 96

procent =

Her har vi divideret procenterne med 100% eller flyttet kommaet to pladser
til venstre. I dette tilfeelde har vi en andel i procent (37,5%) og en helhed
(de 256). Delen kan sa beregnes:

del = helhed - procent

Til sidst kan vi forestille os, at vi ved, at 40% synes, at julemusik er
reedsomt, og det svarer til 56 personer, hvor mange personer har vi sa spurgt
i alt? Her mangler vi helheden, mens vi kender delen og andelen i procent.
Udregningen er

56
— =14
0,4 0
Eller skrevet generelt:
hethed = —2!
procent

Bemsaerkning 2.1. Der to almindelige fejltagelser ved regning med procent.
Den forste er direkte forkert. Nogle gange ser man fglgende udregning:
64
256
Problemet er her, at der er sat lighedstegn, sa det der kommer til at sta er
25 = 25% eller % = 25, hvilket aldrig er rigtigt.

Den anden fejltagelse er ikke forkert. Den er bare uhensigtsmeessig i
forhold til de udregninger vi skal lave senere. Der kunne sta

256

— 37,56 =25,6-37,5=96

100
Ideen er at beregne, hvad en procent af 256 er, og sa gange med antallet af
procenter. Men vi vil skulle dividere procenttallet med 100 i de udregninger,

vi stgder pa. Sa denne form for udregning vil vi ikke lave. A

=0,25-100 = 25%
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2.2. At legge procenter til og traekke procenter fra

At laegge procenter til noget sker ret ofte ude i virkeligheden, for eksempel
leegges der 25% moms pa varer. Ligeledes trackkes der ogsa procenter fra
for eksempel skat af indkomst eller rabat i en butik. Det viser sig, at der er
nogle effektive mader at ”laegge til” og ”treekke fra” pa. Men for vi kommer
hen til dem, skal vi se pa, hvorfor vi har brug for effektive metoder.

Eksempel 2.2. Her skal vi se, hvordan man ikke skal ggre. Vi forestiller os,
at vi har 100 kroner, og vi gnsker at leegge 5% 1 rente til 4 gange.

Forste gang 100-0,05=5 5% af 100 kr.
100 4+ 5 =105 laeg til 100 kr.
Anden gang | 105 -0,05 = 5,25 5% af 105 kr.

105 + 5,25 = 110,25 laeg til 105 kr.

Tredje gang 110,25 - 0,05 = 5,51 5% af 110,25 kr.

110,25 + 5,51 = 115,76 laeg til 110,25 kr.

Fjerde gange 115,76 - 0,05 = 5,79 5% af 115,76 kr.

115,76 + 5,79 = 121,55 laeg til 115,76 kr.

Der er rigtig mange udregninger, der skal udfgres for at frem til et svar.

Og det er uhensigtsmaessigt, hvis det nu er 100 gange, der skal laegges pro-
center til. JAN

Eksemplet oven for er ikke helt meningslgst. Leeg meerke til, at det belgb,
der laegges til hver gang vokser fra gang til gang. Det begynder pa 5 og slutter
pa 5,79. Det er det, der bliver betegnet rentes rente. Folgende er en visuel
beskrivelse af, hvad der foregar.

+5 +5,25 +5,51 +5,79
TN N TN TN
kr. | 100,0 | 105,0 (110,25 | 115,76 | 121,55

N N N A

+5% +5% +5% +5%

Pilene i toppen af tabellen viser det, der kaldes den absolutte endring.
Det er forskellen mellem to tal, og det kan beregnes ved at traekke de to tal
fra hinanden. Pilene i bunden af tabellen viser det, der kaldes den relative
@ndring. Det er forholdet mellem to tal, og det kan beregnes ved at dividere
de to tal med hinanden, og trackke en fra. Se formel pa side

Vi har nu set et eksempel pa, hvordan man ikke skal ggre. Det vi gerne
vil frem til er at lave hele udregningen pa én gang. Hvis vi skal forbedre ud-
regningen i eksemplet , sa kunne vi sla nogle af udregningerne sammen.
Udregningen i de to forste linjer kunne skrives: 100 + 100 - 0,05 = 105. Der
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vil dog stadig veere en udregning for hver gang, der skal leegges procenter
til. Vi kan ggre det bedre.

Hvis vi ser pa en anden udregning 100 - (1 + 0,05), sa ser det ikke ud
som om den har noget med de tidligere udregninger at ggre, men hvis vi nu
ganger ind i parentesen:

100 - (14 0,05)
=100 - 14 100 - 0,05
=100 + 100 - 0,05

Men det er jo netop den udregning, vi foreslog som alternativ lige for. Det vil
sige, at hvis vi gnsker at laegge 5% til noget, sa skal vi gange med 1+0,05. Det
kan vi skrive simplere som 1,05. Et tal vi ganger pa for at lsegge procenter
til kalder vi en fremskrivningsfaktor

Vi kan nu definere to vigtige begreber.

Definition 2.3. Et tal r kaldes en vekstrate, hvis det svare til et antal
procenter enten positivt eller negativt. Tallet 1+ kaldes en fremskrivnings-
faktor.

Hvis B er begyndelsesveerdien, S er slutveerdien, og r er vaekstraten, sa
lasgges procenter til eller traekkes fra B, med fglgende formel:

(2.1) S=B-(1+r)

Eksempel 2.4. Hvis vi tager det tidligere eksempel , sa er vaekstraten
r = 0,05, fordi vi har en @&endring pa 5%. Vi har sa en fremskrivningsfaktor,
der er 1+ 0,05 = 1,05. Vi vil laegge 5% til 250 kr. Sa er begyndelsesveerdien
B = 250, vaekstraten r = 0,05 og fremskrivningsfaktoren 1,05. Vi kender
ikke slutveerdien S. Udregningen bliver:

S=B-(1+r)=250-1,05=262,5
Sa slutveerdien er S = 262,5 kr. A

Eksempel 2.5. I definitionen stod der, at vaekstraten kan vaere negativ.
Antag, at en person skal traekkes 40% i skat. Sa er vackstraten: —0,4 og
fremskrivningsfaktoren er 1+ (—0,4) = 1—0,4 = 0,6. Hvis personens indtaegt
er 250000 kr. Sa kender vi begyndelsesveerdien B = 250000, veekstraten —0,4
og fremskrivningsfaktoren 0,6. Vi kender ikke slutveerdien. Uderegningen
bliver:

S = 250000 - 0,6 = 150000

Sa slutveerdien er S = 150000 kr. A
Eksempel 2.6 (Moms). Det klassiske eksempel pa at leegge procenter til

er moms. Hvis vi har en vare, der koster 134 kr uden moms, hvad koster
den sa med moms? Vores vakstrate er 256% = 0,25, og derfor er vores
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fremskrivningsfaktor: 1 + 0,25 = 1,25. Vi leegger 25% til ved at gange med
de 1,25.

134-1,25 =167,5
Sa varen koster 167,5 kr.

Hvis vi nu omvendt ved, at en vare koster 205 kr. med moms, hvad koster
den s& uden moms? Her ved vi, at det tal vi mangler x skal ganges med 1,25
for at give 205. Sa vi skal lgse ligningen z - 1,25 = 205. Vi dividerer med
1,25.

205
1,25
Sa varen har kostet 164 kr. JAN

=164

Bemaerkning 2.7. Mange har leert, at man kan regne tilbage til uden
moms ved at gange med 0,8. Det er kun rigtigt, fordi momsen er 25%. Her
er forklaringen hvorfor. Fremskrivningsfaktoren 1,25 kan skrives som en brgk
% Ligningen oven for bliver sa:

5

.2 =9
T 1 05

Vi ganger med brgken % pa begge sider af lighedstegnet:

5 4 4

2 2 =905 =

Y15 5

4 gar ud med 4, og 5 gar ud med 5
4
z=205-- =164

5
Men brgken % er praecis 0,8. Sa huskereglen passer, indtil momsen bliver
lavet om. A

2.2.1. At regne frem og tilbage mellem tal og procenter. I det
ovenstaende naede vi frem til, at det at leegge procenter til et tal bedst
gores ved at gange med en fremskrivningsfaktor 1+ r. I eksempel 2.6] sa vi,
at hvis man regne tilbage til det oprindelige tal (f.eks. prisen uden moms)
skal man dividere med fremskrivningsfaktoren. Men hvis man skal finde,
hvor mange procent noget har sendret sig med, hvad sa?

Eksempel 2.8. Hvis vi har 413 dygtige elever pa en skole, og der aret efter
er 501 dygtige elever, hvor mange procent er det sa vokset? Vi kan opstille
en ligning, for vi ved, hvad vi begynder med B, og hvad vi slutter med .5,
men vi kender ikke vores fremskrivningsfaktor 1 + r. Ligningen er

S=B-(1+r)
501 = 413 - (1 + 1)
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Denne ligning kan lgses ved dividere med 413 pa begge sider af lighedstegnet.
Det giver:

501 =413 - (1 + )
501

it |
a3~ T

o0l _
413
1213075 — 1 =1
r = 0,213075 = 21,3075%

=T

Dermed er sendringen 21,3%.

Omvendt, hvis antallet af dygtige elever falder til 353 elever, sa er kan
vi stadig opstille en ligning:

S=B-(1+7)

353 = 413 - (1 +7)
353 14
20 14y
413

B3

413

0,8547 —1 =1

r = —0,1453 = —14,53%

Det vil sige, at antallet falder med 14,53%. Bemeerk, at udregningen skal
give et negativt resultat! Nar der blive mindre af noget, sa svarer til det til
at traekke procenter fra. Og vi regner procenter med fortegn. A

Vi kan samle de ovenstaende betragtninger i en ssetning:

Saetning 2.9. Hwis begyndelse verdien er B, slutverdien er S, og vekstrate
er r, sa gelder folgende tre ligninger:

(2.2) S=B-(1+7)

S
(2.3) =1 r#l
(2.4) r:%—l B#0

Bevis. Udgangspunktet er S = B - (1 + r). Vi udleder formel ved at
dividere med (1 + 7):
S=B-(1+r)
S
1+r
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Vi ser, at 1 +r # 0, for ellers dividerer vi med 0. Dermed er r # —1. Vi
udleder formel 2.4

S=B-(1+r)
Dividerer med B
S
E =1 —+7r
Traekker 1 fra
S
E —1=r
Vi ser, at B # 0, for ellers vil vi dividere med O. O

2.2.2. Laegge til og traekke fra flere gange. Hvis man ganger med en
fremskrivningsfaktor, sa kan man lsegge procenter til eller treekke fra et tal.
Hvis vi gnsker at leegge 5% til 100 kr. 4 gange, sa kan vi skrive:

100-1,05-1,05-1,05-1,05
Men det at gange med det samme tal 4 gange er det samme som at skrive

100 - 1,05* = 121,55

Vi behgver ikke at leegge den samme procent til hver gang. Fglgende
udregning viser, hvordan man laegger 5% til 3 gange og 7% til 2 gange:

1,05% 1,072

Eksempel 2.10. Antag, at vi har 500 bakterier, og der kommer 3% ekstra
til hver time. hvor mange bakterier er der efter 12 timer? Vi beregner forst
fremskrivningsfaktoren. Da veckstraten er 3% har vi 1 + 0,03 = 1,03 som
fremskrivningsfaktor. Derfor vil fglgende udregning give antallet efter 12
timer:
500 - 1,03'* = 712,88 ~ 713
A

Eksempel 2.11. Hvis vi har en vaeske, hvor der fordamper 2% hver time,
og vi begynder med 400mL, hvor meget er der tilbage efter 4 timer? Vores
vaekstrate er —2% = —0,02, det er negativt, da der forsvinder veeske. Frem-
skrivningsfaktoren er 1 + (—0,02) = 1 — 0,02 = 0,98. Udregningen bliver
sa.
400 - 0,98* = 368,95
A

Hvis vi er interesseret i at bestemme veekstraten, sa skal der arbejdes
lidt. Vi gentager et tidligere eksempel:
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Eksempel 2.12. Hvis vi har 413 dygtige elever pa en skole, og der 5 ar
efter er 501 dygtige elever, hvor mange procent er det sa vokset pr. ar? Vi
kan opstille en ligning, for vi ved, hvad vi begynder med, og hvad vi slutter
med, men vi kender ikke vores fremskrivningsfaktor 1 + r. Ligningen er

501 = 413 - (1 4 17)°
Denne ligning kan Igses ved dividere med 413 pa begge sider af lighedstegnet.
Det giver:

501 =413 - (1 41)°
501

by g | 5
a3~ (47

Vi tager den femte rod pa begge sider af lighedstegnet:

¥ &—1—#7“
413
5/ 501 _
m 1—7’

1,039388 — 1 =r
r = 0,039388 = 3,9388%

Dermed er den arlige eendring 3,94%.

Omvendt, hvis antallet af dygtige elever falder til 353 elever pa 10 ar, sa
kan vi stadig opstille en ligning:

353 =413 - (1 + )"0

0,844 — 1 =r
r=—0,0156 = —1,56%

Det vil sige, at antallet falder med 1,56% pr. ar. Bemeaerk, at udregningen
skal give et negativt resultat! Nar der blive mindre af noget, sa svarer til det
til at traekke procenter fra. Og vi regner procenter med fortegn. JAN

2.3. Eksponentielle funktioner

Vi kan nu give en definition af hovedemnet for dette kapitel, nemlig en
eksponentiel funktion:
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Definition 2.13 (Eksponentiel funktion). Ved en eksponentiel funktion
forstas et funktionsudtryk pa formen:

f(z)="b-a", a>0,0>0

hvor a er en fremskrivningsfaktor, og b er en begyndelsesveerdi. Funktions-
veerdien f(x) atheenger af den uafheengige variabel z. Givet en vaekstrate r,
saera=1+r.

Med andre ord, sa er en eksponentiel funktion en funktion, der leegger
procenter til eller traekker procenter fra x gange.

Eksempel 2.14. Vi forestiller os, at vi ssetter 200 kr. i banken til 10% i
rente pr. ar (hvilket er totalt urealistisk). Eftersom vi begynder med 200 kr.
sa er det vores begyndelsesveerdi b = 200. Vi har en vakstrate pa 10%, sa
a=1+r=1+0,1 = 1,1. Sa vores eksponentielle funktion vil i dette tilfeelde
veere
f(xz)=200-1,1"

hvor f(z) er hvor mange penge i kr. der star pa kontoen efter = ar. Vi kan
sa begynde at regne ud hvor mange penge, der er pa kontoen efter nogle ar.

Efter et ar f(1) = 200 - 1,11 = 220. Efter to ar f(2) = 200 - 1,12 = 242.
Efter tre ar f(3) = 200-1,1% = 264,2. Efter fire ar f(4) = 200-1,1* = 292,82,
Og sa videre. Hver gang arstallet stiger med en, sa vokser belgbet ikke det
samme antal kr. Det skyldes, at vi hele tiden leegger 10% til storre og stgrre
tal. Men derimod er den relative forskel mellem to pa hinanden fglgende
belgb altid 10%. Fglgende tabel viser indholdet i denne sammenhaeng;:

+1 +1 +1 +1
SN N N Y
x 0 1 2 3 4
f(z) | 200 | 220 | 242 | 264,2 292,82
N AN A A

+10%  +10%  +10%  +10%

A

Eksempel 2.15. Hvis vi forestiller os, at vi har 200 mL vand teet ved koge-
punktet, og der fordamper 10% af vandet pr. time. Sa vil vores begyndelses-
veerdi veere b = 200. Vores vaekstrate er —10% og vores fremskrivningsfaktor
ersaa=1+r=1+(-0,1) =1-0,1 =0,9. Dermed er vores eksponentielle
funktion:
f(xz) =200-0,9"

hvor f(x) meengden af vand i mL efter  timer. Vi kan sa begynde at regne
ud hvor meget vand, der er tilbage efter nogle timer:
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Efter en time er der f(1) = 200 - 0,9! = 180. Efter to timer er der
f(2) =200 0,92 = 162. Efter tre timer er der f(3) = 200 - 0,9% = 145,8.
Efter fire timer er der f(4) = 200 - 0,9 = 131,22. Og si videre. Hver gang
der gar en time, sa falder meengden af vand ikke med den samme maengde.
Det skyldes, at vi traekker 10% fra mindre og mindre tal. Men derimod er
den relative forskel mellem to pa hinanden fglgende maengder altid —10%.
Fglgende tabel viser indholdet i denne sammenhaeng:

+1 +1 +1 +1
R
x 0 1 2 3 4
f(x) | 200 | 180 | 162 | 145,8 | 131,22
N N AN A

-10% -10% —-10% —10%

YA

Fra de to eksempler oven for kunne man fa den idé, at nar veekstraten
er positiv, sa vokser en eksponentiel funktion hurtigere og hurtigere, mens
nar vaekstraten er negativ, sa aftager en eksponentiel funktion langsommere
og langsommere. Det er faktisk rigtigt. Graferne for de to funktioner i de

ovenstaende eksempler (eksempel og [2.15)), kan ses pa figur

Grafen for en eksponentiel funktion vil altid ligge over forsteaksen (en
eksponentiel funktion er en positiv funktion). Derudover, vil grafen for en
eksponentiel funktion altid skeere andenaksen i (0,b). Hvorfor vi kan finde
begyndelsesvaerdien ved at se, hvor grafen skaerer andenaksen. Bemeerk, at
graferne ogsa eksisterer til venstre for anden aksen. Sa vi kan derfor godt
seette negative tal ind pa . Sa vi skal kunne regne f.eks. 1,273 ud. Det
vender vi tilbage til.

2.4. Regression og beregning

Som med linegere funktioner er det muligt at udfgre regression, hvor resulta-
tet er en eksponentiel funktion. Typisk vil man anvende et computerprogram
til at foretag de beregninger, der ligger til grund for regressionen. Hvordan
de konkret ggres skifter fra program til program, sa det vil ikke interessere
os her. Til gengeeld vil vi give to eksempler, hvor det kunne give mening at
udfgre eksponentiel regression.

Eksempel 2.16. Det forste eksempel er Brutto NationalProduktet (BNP)
for et land. Oftest opggres BNP i dollar pr. person. Hvordan BNP beregnes
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— f(x) =200 - 1,1* — g(z) = 200 - 0,97

Figur 2.1. Graferne for f(z) =200-1,1% og g(x) = 200 - 0,9".

BNP 1,000 Tantal kerner
80,000 +
60,000 + s
40,000 | 500 1
20,000 | -~
antal ar efter 1966 : timer
20 ., 40 54 10, 20,
ad o“. ¢ .‘. ". . L
_T"‘L’l.‘; n P 0“ . .
20 40 L.
. “10 .20
~20,000 | .
o2 .

Figur 2.2. Koordinatsystemet i gverste venstre hjgrne viser punkter
og regression for BNP (i dollar pr. person) for et land, som funktion
af antal ar efter 1966. Lige nedenunder i nederste venstre hjgrne er det
tilsvarende residualplot. I koordinatsystem i gverste hgjre hjorne findes
punkter og regression for antallet af atomkerner, som funktion af antal
timer. Lige nedenunder i hgjre hjgrne er det tilsvarende residualplot.

skal ikke interessere os her. Dog er der en ting ved BNP, der giver anledning
til en eksponentiel model for BNP. @konomer taler om vakst, som angives
i % af BNP. Dermed er vaeksten de % BNP vokser (forhabentlig) med hvert
ar. Til venstre pa figur Er BNP for et land angivet som punkter og
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regressionslinjen er placeret bedst muligt i forhold til disse punkter. Under
regressionen er residualplottet tegnet.

Modellen er givet ved formlen:
f(x) = 4205,7 - 1,062%

hvor f(x) angiver BNP pr. person i dollar, = ar efter 1966. Modellen vurde-
rer, at BNP i 1996 var 4205,7 dollar, mens vaeksten har veeret pa 6,2% pr.
ar

Vi kan se pa residualplottet, at antagelsen om at BNP vokser eksponen-
tielt i begyndelsen af data ser ud til at veere korrekt. Mens det mod slutning
ser ud til at ga meget darligt. Sa umiddelbart vil en eksponentiel regression
over alle arene ikke vaere den rigtige model, men maske kunne den veere
fornuftig for de fgrste mange tal. A

Eksempel 2.17. Et andet eksempel kunne veere et radioaktivt stof. Hvis
vi begynder med et antal atomkerner af stoffet, s& kunne det teenkes at over
tid, s& henfalder kernerne, og vi far dermed mindre af stoffet. Til hgjre pa
figur ses en tzenkt situation. Da hver kerne har en vis sandsynlighed for
at henfalde, sa giver det mening med eksponentiel model.

Modellen er givet ved formlen:
f(x) =1023,6 - 0,95"

hvor f(z) er antallet af atomkerner efter x timer. Modellen vurderer antallet
af kerner til at begynde med er 1023,6, samt at antallet af kerner falder med
5% pr. time.

Fra residualplottet kan vi se, at en eksponentiel model giver mening.
Residualerne er spredt usystematisk omkring forsteaksen og afvigelserne er
ganske sma i forhold de malte antal kerner. A

Regression er noget vi bruger, nar vi har mange maledata, vi gnsker at
beskrive. Men hvis vi har praecis to punkter, sa findes der to formler, der
kan bruges til at beregne a og b i en eksponentiel funktion f(x) =b-a®.

Hvis vores to punkter skrives som (z1,y1) og (x2,¥2), sa kan a beregnes

ved:
a = 2% %
t/ 1

e

a®t

og b kan beregnes ved:

Vi giver et eksempel pa anvendelsen af formlerne.
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Eksempel 2.18. Hvis vi har to punkter (3,9) og (5,81). Sa kan vi veelge
det forste punkt til at veere (x1,y1) og det andet punkt til at veere (2, y2).
Det vil sige,

($1;y1) = (379)
(z2,y2) = (5,81)

Nu kan vi saette ind 1 formlen for a forst:

Y2

a = z2—z1/ZZ2

Y1

_5—3§
— Vo
= J9=3

Sa a = 3. Nu kan vi beregne b ved at indseette i dens formel:
Yo 9 9 1

et 3P 27 3
Sa b= é Det vil sige, at forskriften for den eksponentielle funktion, hvis
graf gar igennem de to punkter er:

2.5. Potenser

Det folgende afsnit omhandler potenser, som er en made at regne med gange
og dividere. Vi vil fgrst motivere potenser ved at se pa noget tilsvarende med
plus.

Hvis vi ser pa plusstykket:
24242+24242

sa kan vi enten lave alle fem additioner, eller vi kan se, at vi laegger 2 til sig
selv 6 gange. Dermed kan vi skrive:

2+2+2+2+2+2=2-6

6 gange

Den sidste udregning 2 - 6 er lettere at udfgre, og det fylder mindre end
det lange plusstykke.

Vi kan ggre det samme med gangestykker. Hvis vi har gangestykket
2:-2.2-2-2.2
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sa kan vi se, at vi ganger 2 med sig selv 6 gange. Det har vi en made at skriv
pa som er lettere at laese

2.2.2.2.2.2=26
—_—

6 gange

Den sidste udregning 26 er lettere at taste ind pa en lommeregner /computer,
og det fylder mindre.

Bemeerkning 2.19. Laeg maerke til, at de to beregninger pa ingen made er
ens. F.eks. giver 2-6 = 12, mens 25 = 64. En meget ofte forekommende fejl
er at forveksle disse to mader at skrive henholdsvis plus- og gangestykker
pa. A

Vi kan nu indfgre nogle begreber for potenser.
Definition 2.20 (Potens). En potens er et regneudtryk pa formen
aP

hvor a og p er tal. Tallet a kaldes grundtallet, og tallet p kaldes eksponenten.
Potenser kommer for gange og dividere; og plus og minus i regnearternes
hierarki.

Vi kan nu regne med potenser.

Eksempel 2.21. En meget almindelig udregning er:
42=4-4=16
FEn mere kompliceret udregning er:
—4% = —(4-4) = 16

Her skal man laegge meerke til, at potensen 42 kommer for minus i regnear-
ternes hierarki og skal derfor regnes fgrst. Hvis der er —4, der skal ganges
med selv, s skal man skrive:

(—4)2 = (—4) - (—4) = 16

Eksponenten behgver ikke veere 2, men kan veere alle mulige tal for
eksempel 310, A

2.5.1. Lgsning af ligning med potens. Det forste sted potenser indgar
er i at kunne Igse en ligning. Vi tager et eksempel:

z? =16
Her er det muligt at geette en lgsning, nemlig 4, idet 4 - 4 = 16, og dermed

4% = 16. Sa det er en lgsning. Der er imidlertid ogsa en anden lgsning. Nemlig
—4. Fordi (—4) - (—4) = 16 og dermed (—4)? = 16. Sa der er to lgsninger.
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Hvis vi ikke kan geette en lgsning til ligningen, sa er vi ngdt til at have
en metode til at bestemme lgsningerne. Metoden er det, der kaldes en rod.
Den mest kendte rod kaldes for kvadratroden. Hvis vi skriver:

V25

sa gnsker vi at bestemme et tal, som nar det bliver ganget med sig selv,
giver 25, vi kan hurtigt indse, at det ma veere 5, fordi 5 -5 = 25, sa vi kan
skrive

52 =25 5=125

Med andre ord s& omggr /- potensen -2. Dog er det saledes, at ligninger

x? = a typisk har en positiv og en negativ lgsning. Sa vi bgr skrive

P?=aer= +va
hvor symbolet & betyder, at der er to tal et positivt og et negativt.

Kvadratroden er et af de eneste steder i matematik, hvor vi skjuler et
tal der ikke er 1, men derimod 2. Vi burde vi skrive v/25 = 5. Hvilket kan
laeses som den anden rod af 25.

Det burde indikere, at der er andre rgdder. For eksempel kubikroden:
/- eller den 10’ende rod Y/-. Hvis vi har ligningen

° =27

sa kan vi se, at det giver

r=v27=3

Grunden til at 23 = 27 ikke har en negativ lgsning er at et negativ tal
ganget med sig selv tre gange giver et negativt tal. For eksempel

(-8)° = (=8) - (=3) - (-3) =9+ (-3) = —21
Generelt er det sadant, at en lige eksponent i en potens regner et negativt

grundtal til et positivt tal, og en ulige eksponent regner et negativt grundtal
til negativt tal.

Det betyder at fglgende udregning ikke giver mening
vV—4 =vas

mens

V-27=-3
Definition 2.22 (rod). Givet ligningen
al =b
sa er en rod en lgsning til ligningen (hvis den eksisterer) skrevet som

a= b
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e Hvis p er et positiv lige heltal (p > 0), sa skal b veere ikke-negativ
(b >0).
e Hvis p er et positivt ulige heltal (p > 0), sa kan b veere alle tal.

e [ alle andre tilfeelde vil vi kraeve, at b > 0.

Bemaerkning 2.23. Det sidste krav kan faktisk ggres mere blgdt, hvis for
eksempel p er en brgk. Men det giver en hel del saertilfelde, sa vi tager den
begraensning, der er mest sikker, det vil sige, som ikke kommer til at give
problemer. A

Vi skal se senere, at en rod kan opfattes som en potens. Men det kraever,
at vi indfgrer nogle regneregler.

2.5.2. Regneregler med falles grundtal. Vi begynder med regnereg-
ler, hvor grundtallet er det samme. Husk, at potenser omhandler gange og
dividere, hvorfor der ikke er regneregler for plus- og minusstykker.

Vi ser pa 2% - 23. Det kan vi begynde med at skrive op:
20.28=2.2.2.2.2.2.2=2.2.2.2.2.2.2=27
—_—— Y—
4 3 4+43=7
Med andre ord, s kan vi beregne 24 - 23 = 24+3 = 27,

Det kan vi ogsa se helt generelt:

a-a'=g-a-...a-a-a-....a=g-a-...-aqa=a"?

P q p+q
Dermed har vi vores fgrste regneregel:

(2.5) aP - gl = Pt

Vi kan pa en lignende made finde en formel hvor vi dividerer. For eksem-

pel 3—2 Her skal vi husk brgkregnereglen a - g = %b = ¢-b. Vi laver fglgende
beregning
5 3
—_——— 5—3=2 —A—
2 2.2.2.2.2 573 222 0 | _ o
25 2.2.2 2-2-2 B
N—— N——
3 3

Det vil sige, at vi kan lave fglgende udregning 3—2 =273 =22,

Vi kan ogsa se pa udregningen helt generelt:

P q
a?  a-a a-a Pl a-a a
—_—— =%-a+...- @ ———— =gl 1. 1 =gl ¢
al a-a:...-Q a-a-... a
N—_—— ——

q q
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Det giver os vores anden regneregel:
ap
Z_ gpa
(2.6) ik
Vi kan ogsa tage en potens af en potens. For eksempel (42)3. Det kan vi
beregne pa folgende made:

3 3
29 _ (4.4) =10 (4.4) (4.4 =423 = 46
(4%)" = (4\;) (424) (424) (424) 4 4

Det vil sige, at vi kan lave fplgende udregning: (42)3 =423 = 46,
Helt generelt har vi:

(@)'=la-a-...-qa
———
P
q
=a-a a-a-a- G .. Q-G ... Q
—_—
P P P
— gP
Det giver os den tredje regneregel:
(2.7) (aP)? = aP?

2.5.3. Tre vigtige regler. Fra definition af en rod har vi en ligning
aP = b, og en lgsning a = ¥/b. Hvis lpsningen indszettes i ligningen, s far vi:

a?l = <%)p =b
Omvendt, hvis vi indseetter a? = b i a = Vb, sa far vi

a= /b= Var

Med andre ord er potens og rod det omvendte af hinanden. Den oplysning
gor det muligt at finde en potens, der angiver en rod! Fra regneregel har
vi:

(a?)? = P
Vi kan overveje, hvad der skal til for at fa a?? til at give a? Hvis g = %D, far
vi
W=’ — b —a' = a

Det betyder, at hvis vi satter

1
%:ag

sa har vi fundet en beskrivelse af rgdder som potenser.
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Der er en sarlig eksponent, som man ofte vil fa brug for, nemlig 0. Hvad
giver a’? For at kunne besvare spgrgsmalet, anvender vi regneregel . Hvis
vi har a?, sa kunne vi ogsa skrive a?*?, da p = p + 0. Udregning bliver sa:

al = aPt0 =P . 4"

Med andre ord er a? = a? - a’. Men det eneste tal, vi kan gange med, og fa
det tal vi begyndte med, er 1. Sa derfor er reglen:

a’ =1

Vi har ikke sagt noget om, hvorvidt eksponenterne ma vaere negative.
Det méa de godt, men hvad skal det betyde? Hvis vi har potensen a~P, sa
kan vi skrive —p = 0—p. Og sa kan vi benytte regnereglen 2.6 til at beregne,
hvad a™P skal veere:

Dermed er

Det giver tre regler, som vi noterer her:

1

(2.8) Ya=ar
(2.9) a® =1

1
P —
(2.10) at=—

2.5.4. Regneregler med falles eksponent. Vi mangler to regneregler.
Det de har tilfeelles er, at grundtallet ikke ngdvendigvis er det samme, men
eksponenterne er ens.

Hvis vi gnsker at beregne 23 - 43, s& kan vi ggre folgende:

23.43=2.2.2.4-4-4=(2-4)-(2-4)-(2-4) =(2-4)?
3 3 3

Dette argument kan vi lave helt generelt.

a - P=ag-a-...-a-b-b-...-b=(a-b)-(a-b)-...-(a-b) =(a-b)?

-
P P M

Dermed er regnereglen:

(2.11) a? - b’ = (a-b)?
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23
)

Den sidste regneregel handler om division. Hvis vi har 73, sa kan vi regne

det pa fglgende made:

2 2.2.2 2 2 2 2\?
43 4-4-4 4 4 4
3

Dette kan ogsa ggres helt generelt:
aP a‘a-p...'a a a a a\P
W bbb :B'E'“"B:(B)

p p

Dermed er den sidste regneregel:

sy

Bemarkning 2.24 (0° =?). Der er mange udregninger, vi kan lave med
potenser, men der er en enkelt udregning, der ikke giver mening, nemlig

0°.

Her er resultatet ikke defineret, det vil sige, at vi ikke kan give udregningen
et tal som resultat. Sa hvad gar galt? Hvis vi antager, at 0° gav et resultat,
sa kunne vi lave fglgende udregning:

20 2\°
2- (2

Her har vi benyttet regneregel 2.12] Det, der star i parentesen, giver ikke
mening. Det er forbudt at dividere med nul! Det betyder, at vi ikke kan sige,
hvad 0° giver, og det er derfor udefineret. A

2.6. Teori for eksponentielle funktioner
I eksempel pa side sa vi pa den eksponentielle funktion
F(x) =200 1,17

Det der kendetegnede denne funktion, var at hver gang = voksende med en,
sa voksende funktionsveerdierne f(z) med 10%. Vi ved fra tidligere, at der
leegges 10% til ved at gange med 1,1. Det vil sige, at hvis vi skulle forstgrre
x med 4, sa skulle vi gange 4 gange med 1,1, men det svare til at gange med
1,1%. Det kan vi vise pa folgende tabel.
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+4

Faktisk geelder det helt generelt. Hvis x vokser med 4, sa svare det til at

gange funktionsveerdien med a*. Tabellen neden for viser det mere generelle
tilfeelde.

+4

Figur[2.3] viser det samme som tabellerne. Her er det dog tre, der leegges
til x 1 ene tilfeelde.

Denne egenskab ved eksponentielle funktioner kan vi nu bevise. Vi vil
anvende potensregnereglerne fra sidste afsnit.

Seetning 2.25. Huvis f(x) = b-a” er en eksponentiel funktion, og h er et
tal, sa gelder det

flz+h) = f(z)-d"
Bevis. Beviset er en af udregning af f(z + h).

fx+h)=0b-a""
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+1
+3

T

-3 -2 -1 1 2 3

Figur 2.3. Grafisk illustration af situationerne, hvor der leegges en og
tre til et fgrstekoordinat og ganges med a og a® i andenkoordinaten.

Potensregneregel

O

Vi pastod, at grafen for en eksponentiel funktion gar igennem punktet
(0,b). Eller sagt anderledes, at grafen skeer andenaksen i b. Det kan vi let
vise. Da x = 0, sa kan vi indsaette det i formlen for en eksponentiel funktion

flx)=0b-a"

Her har vi benyttet regneregel Det vil sige, at nar = 0, sa er f(0) = b,
og grafen for f gar igennem (0, b).

Vi er ogsa i stand til at bevise formlen for beregning af a ud fra to
punkter.

Seetning 2.26. Hwvis punkterne (r1,y1) og (x2,y2) er givet, hvor x1 # 2
09 y1,y2 > 0, sa eksisterer der en eksponentiel funktion f(x) = b-a®, hvis
graf gar igennem de to punkter, og a kan beregnes ved:
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Og b kan beregnes ved:
Y1

a®t

Bemaerkning 2.27. Der er to krav til forste- og andenkoordinaterne. Det
fgrste krav 1 # a9 er ngdvendigt, fordi hvis z1 = x4, ville de to punkter ligge
lodret over hinanden, og der findes ingen funktion, der sa ville passe. Kravet
om at y1,y2 > 0 er ngdvendigt, fordi vi kraever at eksponentielle funktioner
har a,b > 0, og derfor kun antager positive funktionsveerdier. A

Bevis. Antag, at punkterne (z1,y1) og (x2,y2) opfylder kravene i satnin-
gen. Hvis der findes en eksponentiel funktion, hvis graf gar igennem de to
punkter, sa geelder:

flx1)=b-a" =y
f(w2) =b-a™ =y,
Vi isolerer b i den fgrste linje:
b-a™ =y
un
a*1
Dette giver os beviset for b. Vi indsaetter dette i anden ligning:

b-a™ =y

1
ar? a® =y
o _ b2
a*t  an

Potensregneregel

aF2T — 92
Y1

a= [v2
n

Dette giver formlen for a. Dermed findes der en eksponentiel funktion, hvis
graf gar igennem punkterne. O



Kapzitel 3

Logaritmer

Dette kapitel introducerer en familie af funktioner kaldet logaritmer. Vi be-
gynder med titalslogaritmen, som har anvendelse i naturvidenskab i forbin-
delse med Richterskalaen (jordskeelv), pH-skalaen (kemi) og decibelskalaen

(lyd).
Vi introducerer sa logaritmer generelt og viser deres store anvendelses-
muligheder inden for lgsning af ligninger.

Derefter viser vi en sammenhaeng mellem logaritmer og eksponentielle
funktioner, og det, der kaldes et enkeltlogaritmisk koordinatsystem.

Til sidst introducerer vi en vigtig logaritme, den sakaldte naturlige lo-
garitme. Her vil vi ogsa stgde pa Eulers tal e.

3.1. Titalslogaritmen

I forrige kapitel var vi inde pa, at potenser og redder er hinandens omvendte.
Hvilket vi kunne bruge til at bestemme grundtallet i en ligning som z3 = 27.
Men hvad nu hvis vi skal bestemme eksponenten. Det vil sige, at ligningen
kunne komme til at se sadan ud

3" =27

I et sadant tilfselde vil vi maske kunne geette os til, at x = 3 lgser ligningen.
Men vi vil gerne kunne ggre det helt generelt. Sa vi er ude pa at finde det
modsatte af f.eks. 3%. Vi vil dog begynde med

10*
Den omvendte funktion til den funktion vil vi kalde titalslogaritmen

log(x), x>0

At de to funktioner er omvendte af hinanden, betyder fglgende:

log (10°) =2 og 10'°8@) =z
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Figur 3.1. Grafen for titalslogaritmen log(z).

Det vi skrev efter log(z), nemlig = > 0 er en angivelse af hvilke veerdier
det er tilladt at seette ind i en logaritme. Vi mé kun saette positive tal ind i
en logaritme. Vi siger, at logaritmens definitionsmaengde er de positive tal.

Bemszerkning 3.1 (gammeldags notation). I seldre tekster om matematik
kan vi finde skrivemaden log 3, hvor der mangler parenteser. Denne skri-
vemade er uheldig. Dels fordi den ikke kan bruges pa moderne lommereg-
nere og computere og dels fordi den skjuler, at det er en funktion, vi har
med at ggre. Stgder man pa notationen, sa skal man huske selv at satte
parenteserne. A

Titalslogaritmen har den saerlige egenskab, at den teeller antallet af nuller
i for eksempel 1000. Generelt har vi:

log(0,0001) = —4 log(10000) = 4
log(0,001) = -3 log(1000) = 3
log(0,01) = —2 log(100) = 2
log(0,1) = —1 log(10) =1
log(1) =0

Seerligt kan vi se, at selvom vi ikke ma satte negative tal ind i en logaritme,
sa kan logaritmen godt give et negativt resultat.

Pa figur har vi tegnet grafen for titalslogaritmen. Det er en voksende
funktion, men den vokser meget langsomt. For eksempel skal vi helt ud til
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100 pa fersteaksen, fgr vi kommer op til 2 pa andenaksen. Og vi skal ud til
1000 pa fgrsteaksen for at komme op pa 3 pa andenaksen!

Der findes mange anvendelser af titalslogaritmen. Den indgar for eksem-
pel i Richterskalaen, i pH-skalaen og i decibelskalaen.

Eksempel 3.2 (decibelskalaen). Decibelskalaen maler styrken af lyd. For
eksempel males almindelig samtale pa skalaen til at ligge imellem 60 og 70
decibel, mens en motorsav kan larme op til 110 decibel. At hviske kan ggres
ved 25 decibel.

Decibel méles ved at male en kraft P, og den forholder man til en refe-
rencekraft Py. Decibel er sa defineret ved formlen:

P
0

Normalt siger man, at hvis lyden bliver dobbelt sa kraftig sa stiger decibel
med 3. Det er faktisk ikke sveert at vise. Hvis P er det dobbelte af Py, sa
gelder P = 2- Py. Hvis vi indseetter det i formlen, sa far vi, da log(2) ~ 0,3

P 2P
10 - log (P> =10 - log <PO> =10-log(2) ~ 10-0,3=3
0 0

Argumentet kan godt ggres mere generelt og praecist end det ovenstaende.

A

3.2. Logaritmer og ligninger

Vi vil nu introducere logaritmer generelt, for der er visse egenskaber, som
alle logaritmer deler.

Definition 3.3. Lad a vaere et positivt tal med a # 1, sa er logaritmen med
grundtal a (a-talslogaritmen) den funktion

log, (), x>0

som opfylder
log,(a®) = og a'°&® =g

Hvis a = 10 kaldes logaritmen med grundtal 10 for titalslogaritmen, og vi
skriver den som log.

Bemszrkning 3.4 (totalslogaritmen). I datalogi, hvor man arbejder med
computere har man ofte brug for totalslogaritmen. Den har faet notationen

lg(z),

fordi den anvendes sa ofte. A
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Der er med andre ord uendelig mange logaritmer, en for hvert positive
tal (a # 1). Logaritmer har ogsa en rackke egenskaber til faelles. Den vigtigste
er, at de kan lgse ligninger. Egenskaber skriver vi ned i en seetning, som ikke
bevises her.

Seetning 3.5. Huis logaritmen med grundtal a er givet ved log,(x), sa gelder
folgende for alle a.

(31) loga(l) =0

(3.2) log,(a) =1

(3.3) log,(p - q) = log,(p) + log,(q)
L. o) —lo

(3.4 g, () = o (9) ~ oz (0

(35) loga (px) =x- loga(p>

Det er isaer den sidste regel, som kan anvendes til at 1gse ligninger.

Eksempel 3.6. Vi gnsker at lgse ligningen

3 =27
Ligningen kan lgses ved at anvende titalslogaritmen pa begge sider af lig-
hedstegnet. Dog skal vi lige se, at begge sider er positive, for ellers dur en

logaritme ikke. 3% er en eksponentiel funktion, og den er positiv, og det er
27 ogsa. Sa vi gor fglgende:

3" =27
log (3%) = log(27)
x - log(3) = log(27)
_ log(27)
- log(3)

Det sidste resultat spgrger vi en lommeregner om. Vi kunne ogsa have be-
nyttet tretalslogaritmen logs.

3" =27
logz (3") = log3(27)
x =logs(27) =3
Her har vi benyttet, at log,(a”) = z. For at kunne bruge denne teknik skal

vi kunne beregne logs(27), hvilket maske er noget sveert pa en almindelig
lommeregner. A

Eksempel 3.7. Vi kan lgse ligninger, der stammer fra eksponentielle funk-
tioner. Hvis vi har funktionen

f(z) =200-1,17
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og ligningen

f(z) = 1000
sa kan vi lgse den pa fglgende made.
f(x) = 1000
200 - 1,1* = 1000
17 = 1000
200

= 1000
log (1,1%) = log (200>

1
x - log(1,1) = log <200000>

_ log (%) _ log(5)

~ log(1,1)  log(1,1)
Udregningen er noget lang, men ikke umulig. Faktisk giver den en generel
metode til at lgse eksponentielle ligninger. Lad os isolere z i folgende:

~ 16,886

y=>b-a"

Y_ e

b
log (%) = log (a”)
log (%) =z -log(a)
log (3)

I
8

—
)
oS!
—
S
~
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1,000 44 1000 4103
100 4
500 |
104
1 2 3 1 2 3

Figur 3.2. To tegninger af 10%, tegningen til venstre er det normale.
Det kan vaere sveaert at aflaese andenkoordinater, nar z er mellem 0 og 1.
I koordinatsystemet til hgjre er der taget logaritmen til 10”. Bemeerk,
hvordan andenaksen er inddelt, og at der ikke er samme afstand imellem
hver markering pa aksen.

3.3. Enkeltlogaritmisk koordinatsystem

Eksponentielle funktioner kan vokse meget hurtigt, hvorfor det kan vaere
vanskeligt nogle gange at se pa og afleese en graf for en eksponentiel funktion.
Iseer hvis man bade har brug for at aflaese smé og store anden koordinater.
Det viser sig, at der er en metode til at f4 bedre overblik over en eksponentiel
funktion.

Hvis vi tager logaritmen til funktionsveerdierne for en eksponentiel funk-
tion, sa bliver dens graf til en ret linje. Se figur [3.2] Inddelingen af anden-
aksen @endrer sig, og man skal tage sig i agt, nar der aflaeses. Koordinat-
systemet, hvor der er taget logaritmer af funktionsveaerdierne, kaldes for et
enkeltlogaritmisk koordinatsystem

Der er en forholdsvis simpel udregning, der viser, at eksponentielle funk-
tioners graf bliver til ret linje, nar vi tager logaritmen til funktionsveerdierne.
Udgangspunktet er den eksponentielle funktion:

y=b-a
Vi tager logaritmen pa begge sider af lighedstegnet
log(y) = log (b-a®)

Fra logaritmeregneregel [3.3}

log(y) = log(b) + log (a”)
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Fra logaritmeregneregel

log(y) = log(b) + x - log(a)
log(y) = log(a) - « + log(b)

Det sidste udtryk er en lineser funktion med heeldning log(a) og begyn-
delsesvaerdi log(b). Linesere funktioner har en graf, der er en ret linje, hvorfor
grafen for en eksponentiel funktion i et enkeltlogaritmisk koordinatsystem
ogsa er en ret linje.

Bemaerkning 3.8. Fgr computere blev almindelige, benyttede man i natur-
videnskab det, der kaldes enkeltlogaritmisk papir. Hvis ens méalinger nsesten
1a pa en ret linje 1 pa et sadant papir, sd kunne man anvende en eksponentiel
model til at beskrive data. Det ggr man ikke mere, men grafer og malinger,
kan ofte blive illustreret i et enkeltlogaritmisk koordinatsystem for at give
et godt overblik. A

3.4. Den naturlige logaritme

Der en sezerlig logaritme, som vi er ngdt til at beskrive. Den kaldes den
naturlige logaritme. Den skrives som In(z).

Bemaerkning 3.9 (en almindelig fejl). Udtrykket In(z) bliver ofte leest
forkert som in(z). Det forste bogstav i In(x) er et lille L. A

Ovenfor har vi beskrevet, hvordan logaritmer er defineret ud fra et
grundtal, s& hvad er grundtallet for den naturlige logaritme? Grundtallet
for den naturlige logaritme er et tal, der er opkaldt efter Leonhard Euler
(1707-1783). Det kaldes Eulers tal, og har bogstavet e, og er ca. lig med:

e~ 2,718281828459 . ..

Dermed er den naturlige logaritme defineret som:
In(z) = log, ()

Den naturlige logaritme opfylder alle de samme regneregler som alle
andre logaritmer. Det er ofte normalt at definere de andre logaritmer ud fra
den naturlige logaritme:

_ In(x)

~ In(a)

Det er en noget kedelig gvelse at vise, at det definerer alle logaritmer. Sa
det vil vi ikke ggre her.

log, ()

Den omvendte funktion til In(z) er e®, hvor e er tallet fra for. Dermed
opfylder de to funktioner:

In(e®) =z og €@ =g
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Hvilket fgrer os frem til en sidste anvendelse af den naturlige logaritme,
nemlig at den kan anvendes til at definere, hvad vi for eksempel mener med
27, Da vi har, at €(®) = 2. i kan vi indseette 27 pa z. Sa far vi

6ln(27') — 97

Fra logaritmeregneregel [3.5 kan vi skrive:
e71'-1n(2) — 97

Dermed vil vi definere, hvad vi forstar ved en potens med en generel
eksponent:
P Q)
Her er vi ngdt til at kraeve, at a > 0, for ellers giver udtrykket In(a) ikke
mening. Igen er det en kedelig opgave at vise, at potenser defineret pa denne
made faktisk opfylder potensregnereglerne. Sa det vil vi ikke ggre.



Kapztel 4

Eksponentielle
funktioner 11

I dette kapitel vil vi feerdigggre vores behandling af eksponentielle funktio-
ner. Vi begynder med at introducere den naturlige eksponentielle funktion,
som typisk anvendes i naturvidenskab.

Derefter beskriver vi en sarlig egenskab ved eksponentielle funktioner,
nemlig tilstedeveerelsen af en konstant kaldet enten fordoblings- eller halve-
ringskonstanten, alt efter om funktionen er voksende eller aftagende.

Til sidst introducerer vi et begreb, som vil ga igen i disse noter, nemlig
veeksthastighed.

4.1. Den naturlige eksponentialfunktion

I kapitlet om logaritmer introducerede vi den naturlige logaritme, som er
logaritmen med Eulers tal som grundtal. I naturvidenskab og i matematik
er det normalt at anvende Eulers tal som udgangspunktet for eksponentielle
funktioner. Det skyldes dels, at der er visse ting, der bliver lettere, men ogsa
at Fulers tal dukker op igen og igen.

Definition 4.1 (Naturlig eksponentialfunktion). Ved den naturlige ekspo-
nentialfunktion forstas funktionen

flz) =¢€*
hvor e =~ 2,718281828459... er Eulers tal. En eksponentiel funktion kan
skrives

flo)=b-e
hvor k # 0 er et vilkarligt tal, og konstanten b betegnes begyndelsesvaerdien.

For de almindelige eksponentielle funktioner geelder det, at nar a > 1,
sa vokser funktionen, og nar 0 < a < 1, sa aftager funktionen. For de
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— k>0 1Y —k<o0
15 1
10 {
5,
X
—2 2 -2 2

Figur 4.1. Graferne for henholdsvis en voksende naturlig eksponentiel
funktion k& > 0 til venstre, og en aftagende naturlig eksponentiel funktion
k < 0 til hgjre.

eksponentielle funktioner baseret pa e er det saledes, at det er k, der afger
om funktionen er voksende eller aftagende. Nar k > 0, s& vokser funktionen,
og nar k < 0, sa aftager funktionen (se figur . Med andre ord sa opferer
k sig mere som heldningen i en lineser funktion.

Eksempel 4.2. Hvis vi har funktionen
f(x) =234- 0o
sa er b = 234, og k = 0,5. Denne funktion er voksende.
Hvis vi har funktionen
g(x) = 43270757
sa er b =432, og k = —0,75. Denne funktion er aftagende. A
Vi kan ofte have behov for at regne frem og tilbage mellem de almindelige

og naturlige eksponentielle funktioner. Med andre ord, vi gnsker at kunne
omforme mellem

fla)=1b- e
0g
g(z) =b-a"
Vi ser straks, at der ikke er behov for at ggre noget ved b, det er det sam-

me tal i begge funktioner. Derimod skal vi omregne € til a®. Vi har en
potensregneregel, der siger, at a?? = (aP)?. Vi kan anvende den regel pa e*?:

x
U (€k>

Dermed ma det gelde, at
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En umiddelbar konsekvens af den formel er, at vi kan se, at nar & > 0, sa er
ek > 1. Derimod, nar k < 0, sa geelder det, at
1
—k
- — <1
e o
Det vil sige, at kendetegnene for hvornar f(z) = b - a® vokser eller aftager,
afheenger af de tilsvarende kendetegn for e**.
Vi kan ogsa regne den anden vej. Hvis vi kender a, sa kan vi beregne k.
Vi lgser ligningen a = €*.

a=e
In(a) =1In (ek>

In(a) =k

Her benytter vi, at In(x) og e er hinandens omvendte funktioner. Det vil

sige, at

a=eé k =In(a)

Eksempel 4.3. I eksempel [4.2] havde vi funktionen
f(z) =234 - "5
Her kan vi afleese, at & = 0,5, og dermed er a = %% = 1,64872. Dermed
bliver den omskrevne funktion til
f(x) =234 -1,64872"
Hvis vi har funktionen
g(x) =75-0,88"

sa kan vi omregne: k = In(0,88) = —0,12783. Dermed bliver den omskrevne
funktion til

g(z) =75 o—0,12783z

4.2. Fordoblings- og halveringstid

Eksponentielle funktioner har en szrlig egenskab kaldet fordoblingstid eller
halveringstid (alt efter om funktionen vokser eller aftager).

Eksempel 4.4 (Fordoblingstid). Vi forestiller os, at vi har en gryde med
lunken sovs. I den gryde er der ogsa en bakterie af den ubehagelige slags. Da
sovsen har en, for bakterien god, temperatur, og der er rigeligt med naering,
sa vil bakterien dele sig i to pa et tidspunkt. Med andre ord, vi gar fra en
bakterie til to bakterier, og antallet af bakterier er blevet fordoblet. Den
tid, det tager, er praecis den samme som, hvis vi begyndte med en million
bakterier, og ventede til der var to millioner bakterier. Tiden det tager for
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antallet af bakterier at blive fordoblet afthsenger ikke af, hvor mange bakterier
vi begynder med. A

Den grundlaeggende idé i fordoblingstiden er, hvis vores fgrstekoordinat
vokser med f.eks. 3, sa bliver funktionsveerdien fordoblet.

+3 +3 +3 +3
SN, N N, Y
x 0 3 6 9 12
f(x) 5 10 20 40 80
N N AN A
-2 -2 -2 -2

I den ovenstaende tabel vokser fgrstekoordinaterne med 3, mens funk-
tionsvaerdierne bliver fordoblet. Vi siger, at fordoblingstiden er To = 3. Se
figur [4.2] for en grafisk illustration.

Eksempel 4.5 (Halveringstid). Hvis vi forestiller os, at vi har to radioaktive
atomer, sa vil der ga noget tid, og sa vil en af atomerne henfalde, og vi har
et atom tilbage. Den tid, det tager for atomerne at blive halvt s& mange,
kaldes halveringstiden. Hvis der er to millioner atomer, sa vil tiden det tager
for atomerne til at henfalde til en million atomer veaere den samme som fra to
til et atom. Tiden, det tager for atomerne at blive halvt sa mange, atheenger
ikke af det antal atomer vi begynder med. Det vil altid veere den samme
tid A

Den grundlseggende idé i halveringstiden er, hvis vores fgrstekoordinat
f.eks. vokser med 5, sa bliver funktionsveerdien halveret.

+5 +5 +5 +5
TN N TN Y
x 0 5 10 15 20
f(z) | 64 32 16 8 4
N AN AN AN
1 1 1 1
1 1 1 1

I den ovenstaende tabel vokser vores fgrstekoordinat med 5, mens funk-
tionsveerdierne bliver halveret. Vi siger, at halveringstiden er T}/, = 5. Se
figur [4.2] for en grafisk illustration.

Hvis vi har en tabel som ovenfor eller en graf som i figur sa kan
vi veere heldige, at det er let at aflaese en fordoblings- eller halveringstid.
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o 9
vl
31 >
I /0=5—-(-1)=6
1

1 1 3 5

Figur 4.2. Figuren til venstre viser en eksponentielt voksende graf.
Der er indtegnet fordoblingen af andenkoordinater, og endringen i
fgrstekoordinater. Figuren til hgjre viser en eksponentiel aftagende graf.
Der er indtegnet halveringen af andenkoordinater, og endringen i

forstekoordinater.

Generelt vil vi gerne kunne bruge en formel til at regne tiderne ud. Da det
vil veere mest praecist.

Hvis vores eksponentielle funktion er f(x) =b-a®, sa har vi formlerne:
_log2) . log(3)
logla) ~ * ™ Tog(a)

hvor T5 er fordoblingstiden, og T} /o er halveringstiden.

T

Hvis vores eksponentielle funktion er f(z) = b-e*®, sa har vi formlerne:

In(2 In (3
T = n}i) Ty = n]i2)

hvor T5 er fordoblingstiden, og T} o er halveringstiden.

Eksempel 4.6. Hvis antallet af bakterier i en sovs er givet ved
flz) =45-1,127

hvor f(z) er antallet af bakterier efter x timer, sa kan vi beregne fordob-
lingstiden til:

_ log(2) _ log(2)
~ log(a)  log(1,12)
Dermed er antallet af bakterier fordoblet efter ca. 6 timer.

T

~ 6,12

Hvis antallet af radioaktive atomer er givet
g(x) = 16000 - ¢~ %05®

hvor g(z) er antallet af atomer efter x timer, sa er halveringstiden:

In (1 In (1
TR
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I I1
—
Y1 1=

x1 I

111 IV
2.y _— 2.
Y1 1= Y1
]

[[5 = 10 — 21

Figur 4.3. Figuren viser de fire trin, der er forbundet med at bestemme
en fordoblingstid.

Dermed er antallet af atomer halveret efter ca. 14 timer. AN

Maden, hvorpa vi ville aflaese en fordoblingstid, giver en idé til, hvordan
formlerne for fordobling- og halvering kan bevises. Hvis vi ser pa figur
sa bestar fremgangsmaden af fire trin.

I Velg et forstekoordinat ;.
II Bestem det tilsvarende andenkoordinat 1,
IIT Gang andenkoordinatet y; med to og find placering af 2 - y;.
IV Bestem forstekoordinatet xo til 2 - y1, og beregn fordoblingstiden
=2y —m

Dette kan vi nu anvende til at bevise:

Seetning 4.7. Hvis f(z) = b-a® er en eksponentiel funktion, sa er fordob-
lingstiden for f givet ved:

_ log(2)
log(a

b

~—
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Bevis. Vi valger et punkt (x1,y1) pa grafen for f. Vi ganger andenkoodi-
naten med 2, og far et nyt punkt (2,2 - y1) pa grafen for f. Da punkterne
ligger pa grafen geelder fglgende:

2.y1 =b-a"
y1 =b-a™
Vi dividerer de to formler med hinanden:
291 b-a™
yl - b . aml
a®?
e E
2=qa"""

Ud fra vores konstruktion ved vi, at T = x9 — x1. Sa det indsaetter vi i den
sidste formel, og isolerer T5.

Hvilket vi skulle vise. O

Bemaerkning 4.8. I beviset oven for har vi benyttet titalslogaritmen, men
vi kunne lige sé godt have valg den naturlige logaritme. Sa ville vore formel

have set saledes ud:
In(2)

- In(a)

Hvis vi har en eksponentiel funktion pa formen f(z) = b-e*®, si kan vi
bruge ovenstaende formel, nar vi husker, at a = e*. Dermed far vi:

~ In(2)  In(2) In(2)

~In(a)  In(ek) Kk

Hvilket er den anden formel for fordoblingstid.

15

T

Beviserne for halveringstid foregar pa samme made som det ovenstaende
bevis, andenkoordinaten ganges blot med % i stedet for 2. A

4.3. Vaxksthastighed

En eksponentiel funktion vokser med en konstant andel i %. Sa hvis der
er 100 kr pa en konto til 10% i rente pr. ar, sa vokser belgbet til 110 kr.
Hvis der derimod er 1.000.000 kr. pa en konto til 10% i rente pr. ar, sa er
belgbet vokset til 1.100.000 kr. I det fgrste tilfeelde er den absolutte sendring
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9

Figur 4.4. Figuren viser en voksende (venstre) og en aftagende (hgjre)
eksponentiel graf. Pa hver graf er der udvalgt to punkter, og der er tegnet
to linjestykker der tangerer grafen i punkterne. Pa hver graf er der valgt
et punkt, som der zoomes ind pa.

10 kr pa et ar, i det andet tilfeelde er det 100.000 kr pa et ar. Denne forskel
betyder, at eksponentielle funktioner ikke vokser (eller aftager) med den
samme hastighed.

Det ovenstaende indledende eksempel illustrerer det begreb, der kaldes
vaeksthastighed. Vaeksthastighed er et udtryk for, hvor meget en stgrrelse
endrer sig til et bestemt tidspunkt. Hvor stor zendringen er vil vi opfatte som
heeldningen i et punkt. P4 figur [{.4]er der tegnet en voksende og en aftagende
eksponentiel graf. I to punkter pa hver graf er der afsat et linjestykke, der
har samme heeldning som grafen i det givne punkt. Pa hver graf zoomes der
ind pa et af punkterne, og vi kan se, at linjestykket er ikke til at skelne fra
grafen. Vi siger, at linjestykket tangerer grafen, og at linjen, linjestykket er
en del af, er en tangent.

Vi vil nu definere, hvad vaeksthastigheden for en funktion er.

Definition 4.9. Lad f veere en funktion, og lad (xg, f(z¢)) veere et punkt
pa grafen for f, sa er vaksthastigheden, nar = = xg, et tal skrevet som
J'(x0) (leeses som f-meerke af x(), der angiver haeldningen af grafen for f i

punktet (zq, f(zo)).

Definitionen introducerer f’ (laeses som f-meaerke), som ogsa kaldes den
afledte funktion af f. Formalet med f’ er at fa en funktion, der angiver
hzeldninger i stedet for funktionsveerdier. Saledes regner f’ noget andet ud
end f.

For at kunne beregne en veaeksthastighed, sa skal vi omforme vores funk-
tion. Den proces kaldes at differentiere. Vi giver nogle regneregler, som vi
bagefter viser, hvordan anvendes. P& venstre side af tabellen kan vi sla det
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op, som vores funktion ligner, og pa hgjre side af tabellen star der, hvad
funktionen skal laves om til.

flf
e’ e’
ek k. ek
a® | a”-In(a)
In(z) 1

Eksempel 4.10 (e”). Hvis vores funktion hedder

flz) =€
sa kan vi finde det til venstre i tabellen, og se, at det skal laves om til
flz)=e"
Med andre ord, er der ikke sket noget. Det er derfor e” bliver kaldt den
naturlige eksponentialfunktion, fordi den opfgrer sig meget paent. A

Eksempel 4.11 (*%). Hvis vores funktion hedder
flz) =™

sa kan vi finde det til venstre i tabellen, og se, at det ligner e**, hvor k = 3.
Det skal laves om til k - 5%, eller nar k = 3

f’(x) —3. eSx

Eksempel 4.12 (a®). Hvis vores funktion hedder
f(z) = 0,65

sa kan vi finde det til venstre i tabellen, og se, at det ligner a®* med a = 0,65.
Det skal laves om til a® - In(a), eller nar a = 0,65

#'(x) = 0,65 - In(0,65)

Eksempel 4.13 (In(x)). Hvis vores funktion hedder
f(z) = In(z)

sa kan vi finde det til venstre i tabellen, og se, at det skal laves om til

fla)=—

xT
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I vores eksempler pa eksponentielle funktioner oven for har vi faktisk
ikke en hel eksponentiel funktion. Vi mangler en b-veerdi som i f(x) = b-a”.
Men det er faktisk ikke sveert at gore noget ved. Der er en generel regneregel,
hvis k er et tal (en konstant), og f er en funktion, sa geelder:

(k- f(2)) =k- f()
Vi lader altsa tallet sta, og ganger med f-meerke.
Eksempel 4.14. Vi har en eksponentiel funktion
f(z) =72 %"
Vi gnsker at bestemme vaeksthastigheden, og ggr fglgende:
fl@) = (72-%57) =72 (57) = 72.0,5 - %57 = 36 - 05"
Dermed er f/(z) = 36 - %% A

Vi vil nu vise, hvordan vacksthastighed kan anvendes til at sige noget
om eksponentielle modeller.

Eksempel 4.15. 1 eksempel pa side [38 havde vi en model for BNP for
et land givet ved
f(x) = 4205,7 - 1,062°
hvor f(x) er BNP pr. person i dollar, x ar efter 1966. Vi differentierer f, det
vil sige, at vi beregner f.
f'(x) = (4205,7 - 1,062%)’
= 4205,7 - (1,062")’
= 4205,7 - 1,062% - In(1,062)
f'(z) = 252,99 - 1,062"
Vi kan nu beregne vaeksthastigheder for forskellige arstal. I ar 1966:
f'(0) = 252,99 - 1,062° = 252,99
Det vil sige, i ar 1966 voksede BNP med 252,99 dollar pr. person pr. ar.
I ar 1990:
£/(24) = 252,99 - 1,062%* ~ 1071,74
Det vil sige, i ar 1990 voksede BNP med 1071,74 dollar pr. person pr. ar.
I ar 2010:
£/(44) = 252,99 - 1,062* = 3569,28
Det vil sige, i ar 2010 voksede BNP med 3569,28 dollar pr. person pr. ar.

Selvom der er forskellige vaeksthastigheder, sa er vekstraten konstant
6,2% pr. ar. A
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Eksempel 4.16. 1 eksempel pa side [40] havde vi en model for antallet
af atomkerner givet ved:

f(x) =1023,6 - 0,95"
hvor f(x) angiver antallet af atomkerne efter x timer. Vi differentierer f,
det vil sige, at vi beregner f’.
f'(x) = (1023,6 - 0,95%)
=1023,6 - (0,95%)
= 1023,6 - 0,95% - In(0,95)
f'(z) = —52,5- 0,957
Vi kan nu beregne vaeksthastigheder for forskellige tidspunkter. Efter 0 ti-
mer:
f'(0) = =52,5-0,95" = =525
Det vil sige, efter 0 timer sa falder antallet af atomkerner med 52,5 kerner
pr. time.

Efter 10 timer:
f'(10) = —=52,5- 0,959 ~ —31.4
Det vil sige, efter 10 timer sa falder antallet af atomkerner med 31,4 kerner
pr. time.
Efter 20 timer:
£'(20) = —52,5- 0,95 ~ —18.8
Det vil sige, efter 20 timer sa falder antallet af atomkerner med 18,8 kerner
pr. time.
Selvom der er forskellige vecksthastigheder, sa er vekstraten konstant

—5%. A

Eftersom vacksthastigheden angiver hacldningen for en graf i et punkt, sa
kan den ogsa forteelle om grafen vokser eller aftager. Hvis grafen har positiv
haldning, sa vokser den, og hvis grafen har negativ heeldning, sa aftager
den.

Hvis vi ser pa vores eksponentielle funktion
flz)=b-e

sa kan vi differentiere den, og fa:
/
f@) = (b-e)

()

=b-k-eb”
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Det vil sige, at f'(x) =b- k- k.

Vi forudsatte b er positiv, og potensen e** er ogsa positiv. Sa hvorvidt
f'(z) er positiv eller negativ afheenger udelukkende af k. Dermed, hvis k& > 0
(k er positiv), sa er f’ positiv. Og den eksponentielle funktion f har posi-
tive heeldninger alle steder. Derfor vokser den. Omvendt, hvis k& < 0 (k er
negativ), sa er f’ negativ. Og den eksponentielle funktion f har negative
haeldninger alle steder. Derfor aftager den.

kx

Det samme argument kan laves for funktionen
f(x) =1b-a®
her athaenger det bare af In(a). Idet
f'(x) =b-In(a) - a”
Hvis 0 < a < 1, sa er In(a) < 0, og f’ er negativ. Og funktionen f aftager.
Hvis a > 1, sa er In(a) > 0, og f’ er positiv. Og funktionen vokser.

Hermed har vi argumenteret for de pastande, vi kom med om udseendet
pa graferne for eksponentielle funktioner.
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Potensfunktioner

Dette korte kapitel handler om potensfunktioner. Disse funktioner anvendes
til at beskrive situationer, hvor linezre eller eksponentielle funktioner ikke
helt slar til.

Vi vil begynde med at beskrive funktionen og give nogle eksempler. I
den forbindelse vil vi se pa de forskellige grafer for potensfunktioner.

Herefter vil vi se pa, hvordan vi kan bestemme en forskrift ud fra to
punkter. Derefter vil vi behandle en vigtig vaekstegenskab ved potensfunk-
tioner, nemlig det, der kaldes ”procent-procent”-veaekst. Til sidst behandler
vi veeksthastigheden for en potensfunktion.

5.1. Definition og grafer

Forskriften for en potensfunktion ligner forskriften for en eksponentiel funk-
tion, sa de ma ikke forveksles.

Definition 5.1 (Potensfunktion). En potensfunktion er givet ved forskrif-
ten:

flx)=0b-2° b,x >0

Bogstaverne b og a hedder ikke noget seerligt i en potensfunktion. Dette
skyldes, at i modseetning til linezere og eksponentielle funktioner, sa betyder
b og iseer a ikke noget i forhold til virkeligheden. De har dog indflydelse pa
udseendet af grafen for en potensfunktion.

Vi giver et eksempel pa en potensfunktion.

Eksempel 5.2. I biologi findes disciplinen aliometri, hvor man sammen-
ligner kropsdele af et dyr. For eksempel har hannerne hos vinkekrabben en
overdimensioneret klo, som blandt andet bruges til at keempe om hunnerne.
Vaegten af kloen f(x) og vaegten af hele krabben x, begge malt i mg er givet
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ved:
f(x) = 0,036 - 21356

Dette illustrerer, at a sjeldent er et helt tal.

Hvis krabben vejer 350 mg, sa kan vi beregne vaegten af kloen:
£(350) = 0,036 - 35013%6 = 101,4 mg
Hyvis kloen vejer 50 mg, sa vejer krabben:

f(z) = 0,036 - 213%6
50 = 0,036 - 21356

50 _..1,356
0,036
1,356 50 —
0,036
x ~ 207,8

Det vil sige, at krabben vejer 207,8 mg.

Seerligt interessant er det, nar krabben vejer 1 mg. Sa far vi
f(1) = 0,036 - 1135 = 0,036 mg
Dette indikerer, at b forteeller veegten af en krabbe pa 1 mg. A

Eksempel 5.3. For et pendul aftheenger svingningstiden (tiden det tager at
svinge frem og tilbage) af leengden af snoren pendulet heenger i — i hvert fald
nar der er tale om ”sma” udsving. En formel for svingningstiden kan veere:

fa)=2-a2

hvor f(z) er svingningstiden i sekunder og x er leengden af snoren i meter.
Det saerlige ved denne funktion er, at det er en skjult kvadratrod. Vi har en
generel potensregneregel:

Sa vi kan ogsa skrive vores forskrift saledes:
f@) =2 vz

Dermed har vi en formel der er lettere at regne med. Hvis leengden af
snoren er 4m, sa er svingningstiden: f(4) = 2-v4 = 2-2 = 4s. Derimod
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hvis svingningstiden er 8 sekunder, sa kan vi lgse ligningen:

f@)=2-Va
8=2-\x
8

S=VE

4=z

42 = /7
16 =«

Det vil sige, at snoren skal vaere 16 meter lang, for at svingningstiden er 8
sekunder. A

Graferne for potensfunktioner er noget mere bgvlede end for linezre og
eksponentielle funktioner. Der er 5 forskellige tilfeelde. Tre af tilfseldene er
vigtige og kan ses pa figur

Nar a < 0 (dvs. a er negativ), sa er grafen for en potensfunktion af-
tagende. Nar a > 0 (dvs. a er positiv), sa er grafen for en potensfunktion
voksende. Der er to forskellige mader grafen kan vokse pa. Hvis 0 < a < 1
(dvs. hvis a ligger mellem 0 og 1), sa bliver den hastighed grafen vokser med
langsommere og langsommere desto stgrre z bliver. Omvendt hvis a > 1
(dvs. a er storre end 1), sa stiger vaeksthastigheden desto stgrre x bliver.

Der er 5 tilfaelde, men vi har kun beskrevet de tre. De to sidste tilfselde er
a = 0 og a = 1. Disse to tilfeelde er ikke szerligt brugbare ude i virkeligheden.

Hvis a = 0, sa kan vi beregne f(x) =b- 2% Det gores saledes:
fx)=b-2"=b-1=0

Med andre ord, nar a = 0, sa er en potensfunktion en konstant funktion
f(x) =b.

Hvis a = 1, sa kan vi beregne f(x) =b-z?% Det gores saledes:
f(x)=b-zt=b-z

Med andre ord, nar a = 1, sa er en potensfunktion, en lineser funktion, med
heeldning b og en begyndelsesvaerdi pa 0, det vil sige: f(x) = bz.

5.2. Topunktsformel

Lige som med linezere og eksponentielle funktioner, sa findes der en formel
for at beregne a, nar vi kender to punkter (x1,y1) og (x2,y2) pa grafen for
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— a>1
31 —0<axl1
— a<0
2.5 1
2,
1.5 ¢
1,
0.5 ¢
0 L L L L L L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figur 5.1. Figuren viser de tre vigtige tilfeelde for graferne af potens-
funktioner. De to voksende grafer, hvor a > 0 og 0 < a < 1, samt den
aftagende graf, hvor a < 0. I alle tre tilfeelde er b = 1, hvor alle graferne
gar igennem punktet (1,1).

en potensfunktion. Formlen er:

log

SIS

log

H‘H
SNy
— [ N—

Vi giver et eksempel:
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Eksempel 5.4. Hvis vi har punkterne (1,3) og (3,27), sa kan vi beregne a
i potensfunktionen, hvis graf gar igennem de to punkter:

_ log (Z—f)

g (2)

o log (%)
log (1)

I :(C)
log(3)

En lommeregner eller andet forteeller os, at det giver a = 2. Vi kan ogsa
regne det ud, hvis vi husker 9 = 32

o Los(9)
log(3)
log(3?

“ 7 log(3)

~ 2-log(3)

‘7 Tlog(3)

Tilsidst kan vi beregne b ved at indsatte et punkt i den generelle formel:
flx) =0z

3=b-1’©3=b-13=0
Dermed er formlen vi mangler givet ved:

f(z) =322

Vi beviser nu saetningen:

Seetning 5.5. Huvis (x1,y1) 09 (x2,y2) er to punkter i forste kvadrant, med
11 # 19, 84 findes der en potensfunktion f(x) = b-x?, hvis graf gdir igennem

punkterne, og
y2
log (y1) U1
a=—7>—=  o09b==

x
log (%) 1
Bevis. Hvis grafen for en potensfunktion f(xz) = b- 2%, skal gar igennem de
to punkter (x1,y1) og (x2,y2), sa gelder fplgende to ligninger:
y1 =b-xf

yo =b-x§
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Vi dividerer de to formler med hinanden.

y2  b-xj
U1 - b- I(ll
a
Y2 _ a% b gar ud
1 o
Y2 <9€2>a
Z == potensregneregel
Y1 T
Y2\ z2\* . o .
log| =) =log| | — tager logaritmen pa begge sider
Y1 I
log (y2> =a-log <332> logaritmeregneregel
(il 1
y
log (ﬁ) o
a=—-= dividerer

o ()

Konstanten b beregnes:

yr=>b-xf
1

5.3. Procent-procent vaekst

Potensfunktioner har en seerlig egenskab, nemlig nar den uafhaengige variabel
(z) sendres med en procent, sa sendres den athaengige variabel (y) ogsa med
en procent. Denne egenskab kaldes ”procent-procent”-vaekst. Vi giver et
eksempel:

Eksempel 5.6. Vinkekrabben, sa vi tidligere, har en sammenhzeng mellem
klo- og kropsveegt. Givet ved

f(z) = 0,036 - 3%

Hvis vi gnsker at fa en krabbe til at veje 25% mere, sa kan vi gange
krabbens veegt med fremskrivningsfaktoren svarende til 25%. Den kan vi
beregne til at veere 1,25.

Nu vil vi gerne vide, hvor mange flere procent kloen kommer til at veje?
Vaegten af kloen er f(z), og veegten af kloen for den krabbe, der vejer 25%
mere er f(z-1,25). Andringen i procent er sa:

f(z-1,25) 0,036 (x-1,25)13¢ 0,036 - 21356 . 1,251:356

= =1 251,356
f() 0,036 - 21,356 0,036 - 21,356 ’
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Med andre ord, sa kan vi beregne kloen procentvaekst ved at beregne
1,250356 — 1 ~ 0,35330
Eller 35, 3%. A

Eksemplet oven for er en kende besveerligt, men vi kan bruge det til at
udlede en formel, der kan benyttes til at beregne procent-procentvaeksten:

Seetning 5.7. For en potensfunktion f(x) = b-x® gelder det, at en pro-
centendring v af den uafhengige variabel medforer en procentendring r,
af den afhengige variabel, og sammenhaengen imellem de to er givet ved:

L4+ry=1+r)"

Bevis. Fremskrivningsfaktoren svarende til en vaekst pa r, er givet ved:
1 + 7. Og fremskrivningsfaktoren svarende til en vaekst pa ry er givet ved:
1+7,. Andringen i den afheengige variabel givet en sendring i den uafheengige
variabel kan beregnes som:

(L4ry) - f(2) = flz-(1+73))
fl@-(1+7z))
147y @)
_ b (x-(1+1y,))*
bz
Cbea® (T4 rg)?
b-x®

L4+ry=(14ry)"

O
Eksempel 5.8. Dermed kan det forrige eksempel skrives som:
Ldry=1+7)"=1+7r,= (140,251 = 1251356 — 1 3533
Det vil sige, r, = 1,3533 — 1 = 0,3533 = 35,33%. A

5.4. Vaksthastighed

Veaksthastigheden for potensfunktioner er let at beregne, og det kan anven-
des til at beskrive udseendet pa graferne for potensfunktioner. Vaeksthastig-
heden for en potensfunktion f(x) = 2 beregnes som f'(x) = a - 2%~ 1.

Eksempel 5.9. Hvis vi har funktionen: f(z) = 23, s& kan vi beregne vackst-
hastigheden f’ ved at se, at f ligner 2%, hvor a = 3. Dermed kan vi omskrive
dentila -2 ' =3 2371 =322
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Hvis vi har funktionen f(z) = 2 - m%, sa fglger den ogséd regnereglen.

Totallet foran x lader vi sta med et gange efter sig. I dette tilfeelde er a = %,

og vi kan omskrive til % cpal = % - 273, Dermed har vi
1 1
f'(z) :2-5-13_5 — g2

Eksempel 5.10. I eksemplet med krabben :
f(z) = 0,036 - 3%
kan vi beregne veaeksthastigheden:
f'(x) = 0,036 - 1,356 - 2139571 = 0,0488 . 29356
Vi kan sa se, hvor hurtigt en krabbe pa 100 mg vokser.
f(100) = 0,0488 - 100%3% = 0,2515

Det vil sige, at kloen hos en 100 mg krabbe vokser med 0,2515 mg klo pr.
mg kropsvaegt. A

Det sidste vi vil benytte vaeksthastighed til er at argumentere for udse-
endet af graferne (se figur [5.1)).

Helt generelt kan vi bestemme en funktion for veeksthastigheden for en
potensfunktion f(x) =0b-z? Den vil vaere givet ved:

fllx)y=b-a-2*"
Potensfunktioner ligger i forste kvadrant, hvor de er positive.

Vi begynder sa at sige bagfra med a < 0. Hvis a er negativ, sa vil b-a ogsa
veere negativ (da b > 0), og dermed vil hele f” veere negativ. Sa nar a < 0,
vil vecksthastigheden for f veere negativ,, og dermed aftager funktionen. Se
figur

Hvis 0 < a < 1, sa er f’' ogsa positiv, fordi gangestykket b-a - x%~
bestar af positive tal. Dermed vokser f, fordi den har positiv vasksthastighed.
Bemeerk dog, at vacksthastigheden har en eksponent a—1 som er negativ (da
a < 1). Det vil sige, at veeksthastigheden er en aftagende potensfunktion.
Sanar 0 < a < 1, sa er f voksende, men den hastighed, den vokser med, er
aftagende.

1

Hvis a > 1, sa er f’ positiv. Sa f vokser. Vaksthastigheden f’ er ogsa
en positiv funktion, fordi a — 1 > 0 (da a > 1), Det vil sige, at f vokser og
den hastighed, hvormed den vokser, stiger ogsa.
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f I
a<0 F
—
O<axl1
—
1<a
—

Figur 5.2. Venstre sgjle viser de tre mulige grafer for potensfunktioner
a<0,0<a<1ogl< a. Hgjre sgjle viser resultatet af at differentiere
— bestemme vacksthastigheden — i hver tilfaelde.






Kapzitel 6

Andengradspolynomier

Andengradspolynomier optreeder overalt i matematik. De er nogle af de
simpleste eksempler pa funktioner, der ikke er monotone — det vil sige, kun er
voksende eller aftagende. Derudover giver andengradspolynomier mulighed
for at vise nogle af de teknikker, der kan anvendes pa mere komplicerede
funktioner.

Vi begynder dette kapitel med at praesentere andengradspolynomiets for-
mel og tre saerlige tal, som kaldes polynomiets koefficienter. Herefter viser vi
grafen for et andengradspolynomium, og beskriver koefficienterne betydning
for grafens udseende.

Herefter vil vi beskrive nogle seerlige punkter pa grafen for andengradspo-
lynomiet, nemlig toppunktet og nulpunkterne. I forbindelse med nulpunk-
terne vil vi introducere begrebet en andengradsligning. Nar vi har en ligning
bliver spgrgsmalet, hvordan lgser vi ligningen?

For at kunne give et bevis for formlen for toppunktet, og vise de pastande
vi har lavet om grafen for et andengradspolynomium, er vi ngdt til at for-
holde os til vaeksthastighed. Hvilket vi angriber som det naeste.

Til sidst vil vi give to alternative formler for andengradspolynomier, der
bedst anvendes, nar vi har en situation fra virkeligheden, der kan beskrives
med et andengradspolynomium.

6.1. Formlen for andengradspolynomiet

Det er forholdsvis let at definere begrebet et andengradspolynomium.

Definition 6.1. Et andengradspolynomium er en funktion, der er givet ved:
f)=a-2* +b-2+c a#0

Tallene a, b og c kaldes andengradspolynomiets koefficienter.
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Definitionen giver os en funktion med nogle bogstaver. Vi kan se fra f(x),
at x er en uafhsengig variabel, og dermed ma a, b og ¢ veere konstanter. Vi
kraever, at a # 0, for hvis @ = 0, sa har vi f(z) = 0-2?+b-2+c = 0+br+c =
bx 4 c. Det er en linezer funktion med nogle andre bogstaver, end dem vi er
vant til. Men vi ville definere et andengradspolynomium, og det skal vaere
noget andet end en lineser funktion, sa derfor kraever vi, at a # 0.

Utrolig meget kan siges om et konkret andengradspolynomium, hvis vi
ved, hvad a, b og c er. Derfor giver vi indtil flere eksempler pa hvordan
koefficienterne skal aflzeses.

Eksempel 6.2. Vi begynder med f(z) = 222 — 3z + 5. Det skal laeses som:

2
@)= 20 B 45
a b c
Koefficienten a er det tal, der star foran 2, og vi aflaeser det til a = 2.
Koefficienten b er det tal, der star foran x, vi skal have fortegnet med, sa det
aflacses til b = —3. Koefficienten ¢ er det tal, der ikke ganges med 22 eller z.
I dette tilfselde er det ¢ = 5. Dermed har vi samlet:

a=2,b=-3,¢c=5

Det er ikke altid, at alle koefficienter optraeder i formlen. For eksempel:
f(x) = —422 + 2, her mangler der tilsyneladende et tal. Det skyldes, at
tallet er 0. Vi kan nemlig ogsa skrive formlen som: f(z) = —42% + 2z + 0,
fordi det at laegge 0 til noget ikke @endrer noget.

f(x) = —4 2* 42 -2 +0
~ =~~~
a b c
Dermed har via = -4, b=2, ¢ =0.

Det samme kan vi komme ud for med b. For eksempel: f(z) = 3z% — 1,
her kan vi skrive: f(x) = 322 +0-2 — 1. Fordi 0 gange noget giver nul, og
det 0 laegger vi til noget, som sa ikke sendrer sig:

pr— . 2 . [e—
fle)=_3 2 +0 -z —1
a b c
Dermed er a =3, b=0, ¢ = —1.

I matematik er der nogle tal vi skjuler. Ofte er det tallet 1. Det kan ogsa

ske ved andengradspolynomier. Et eksempel: f(z) = 2> — x. Umiddelbart

kan vi ikke se nogle tal foran x? eller z. Men der er faktisk 1 og —1. Fordi
1-22=2% o0g —1-2=—2x.

fle)=_1 2* —1 - 40
a b c

Dermed era =1, b= -1, ¢=0. A
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20

10 ¢

T 2 N—"2 1

Figur 6.1. Ovenfor ses grafen for andengradspolynomiet f(z) = 2 —
x — 2. Graferne for andengradspolynomier kaldes parabler.

Bemaerkning 6.3 (En almindelig fejl). Hvis andengradspolynomiet er f(z) =
22 + x, sd er en typisk fejl, at der aflaeses a = 2% og b = x. Det er altid for-
kert! Variablen x har intet med a og b at ggre. Hvis man har begaet denne
fejl bgr man laese det ovenstaende eksempel grundigt. A

Efter at have laest nogle sider om andengradspolynomier, sa kan nav-
net maske undre. Det hedder et andengradspolynomium, fordi den stgrste
eksponent, der optreeder i formlen er 2. Generelt har de forskellige dele af
polynomiet nogle navne.

forsteordensled

2
flx)=  a-x +b-x +c
Andenordensled konstantled

Seerligt kaldes a for den ledende koefficient.

6.2. Graferne for andengradspolynomier

Pa figur[6.1]ses et eksempel pa grafen for et andengradspolynomium. Anden-
gradspolynomiernes grafer kaldes parabler. Et seerligt kendetegn ved graferne
for andengradspolynomier er, at der er et omrade, hvor grafen vokser og et
omrade, hvor grafen aftager.

Udseendet for graferne for andengradspolynomier er bestemt af forteg-
nene — positiv/negativ — pa koefficienterne a, b, ¢, samt om b og ¢ er 0.
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—a>0
a<0

Figur 6.2. Figuren viser de to mader andengradspolynomier kan se
ud pa alt athaeengig af veerdien af a.

Dermed er der to mulige grafer bestemt af a, og tre mulige grafer for hen-
holdsvis b og ¢, hvilket giver 2 - 3 -3 = 18 mulige grafer (nar vi lserer om
nulpunkter, vil vi opdage, at der er endnu flere).

Vi vil gennemga nogle af graferne for de forskellige koefficienter:

6.2.1. Koefficienten a. Koefficienten a har indflydelse pa om grafen be-
gynder med at aftage og sa vokse, eller om grafen begynder med at vokse
for sa at aftage. Nar vi ser fra venstre mod hgjre. Se pa figur [6.2}

Nar a > 0 — det vil sige, nar a er positiv — sa begynder grafen med at
aftage for sa at vokse. Det kaldes, at parablens grene vender opad.

Nar a < 0 — det vil sige, nar a er negativ — sa begynder grafen med at
vokse for sa at aftage. Det kaldes, at parablens grene vender nedad.

Stedet pa grafen, hvor grafen skifter fra at veere aftagende til voksende
eller omvendt, kaldes toppunktet. Dette seerlige punkt vil vi interessere os
for senere.

6.2.2. Koefficienten b. Koefficienten b kreever lidt tilveenning, se figur
[6.3] Den forteeller om grafen for andengradspolynomiet er voksende eller
aftagende der hvor grafen skerer andenaksen. Sa ideen er: Find der hvor
grafen skeerer andenaksen, hvis grafen vokser, sa er b > 0, det vil sige,
positiv, hvis grafen aftager, sa er b < 0, det vil sige, negativ. Hvis grafen
hverken vokser eller aftager i skeeringen med andenaksen, sa er b = 0. I det
sidste tilfselde ligger toppunktet pa andenaksen.
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b<0 b=0

b>0
\,
BN

Figur 6.3. Figuren viser de tre forskellige muligheder b > 0, b < 0 og
b = 0. I hvert tilfzelde er der bade tegnet grafen, hvor a > 0 og hvor

a < 0.
—0c>0
c<0
CcC =
[~
yd 1 N

Figur 6.4. Figuren viser de 3 mulige placeringer af skaeringen med andenaksen.

6.2.3. Koefficienten c. Koefficienten ¢ angiver simpelthen, hvor grafen
for et andengradspolynomium skeaerer andenaksen. Se figur[6.4] Saledes, hvis
¢ > 0 — det vil sige, nar ¢ er positiv — sa skaerer grafen andenaksen over
forsteaksen. Hvis ¢ < 0 — det vil sige, ¢ er negativ — skeerer grafen andenaksen
under forsteaksen. Til sidst, hvis ¢ = 0, sa skaerer grafen i origo (0, 0).

Det er forholdsvis let at vise, at ¢ angiver skeeringen med andenaksen.
Vi ved, at nar vi er pa andenaksen, sa er z = 0. Hvis vi ser pa det generelle
andengradspolynomium: f(z) = ax?® + bx + ¢, sa kan vi saette z = 0 ind.

f0)=a-0°4+b-0+c=04+0+c=c

Det vil sige, at f(0) = ¢, og at grafen for et andengradspolynomium skeerer
andenaksen i (0, ¢).

6.2.4. Hvordan skitserer man et andengradspolynomium. Hvis vi
far et andengradspolynomium, som vi skal skitsere, sa er der forskellige
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c b a
2 2 2
-2 -2 -2
—4 —4 —4

Figur 6.5. Et eksempel pa hvordan det er muligt at skitsere f(z) =
—z? — 2z + 3.

mader at ggre det pa. Men den metode, der er lettest at anvende er at
tage koefficienterne i bagvendt rackkefglge:

(1) Begynd med at tegne et koordinatsystem (husk de negative akser).
(2) Afseet ¢ pa andenaksen.

(3) Afseet et lille linjestykke igennem ¢, som har en heldning, som er
b.

(4) Tegn selve parablen ud fra a — skal grenene vende opad eller nedad?

Vi giver et eksempel.

Eksempel 6.4. Vi ser pa andengradspolynomiet f(z) = —22 — 2z + 3. Vi
begynder med at aflaese a, b og ¢. Vi ser, at a = =1, b= —2 og ¢ = 3. Vi
kan nu begynde at skitsere, se figur

Vi tegner fgrst et koordinatsystem, hvor der er plads til bade positive og
negative veerdier. Sa afssetter vi punktet (0,3) pa andenaksen, da ¢ = 3. 1
det punkt afseetter vi et lille linjestykke med heeldningen —2, da b = —2. Det
kan ggres ved at ga en ud og to ned. Til sidst kan vi tegne selve parablen.
Da a = —1 ma grenene vende nedad, og derfor er det meste af parablen til
venstre for andenaksen. A

6.3. Toppunkter

Alle andengradspolynomier har ét sserligt punkt, der bliver kaldt toppunk-
tet. Toppunktet ligger pa grafen for andengradspolynomiet lige der, hvor
grafen skifter fra at veere aftagende til voksende eller fra at veere voksende
til aftagende. S& toppunktet ligger enten i toppen af grafen eller i bunden.

Se figur
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Figur 6.6. To parabler med toppunktet markeret.

Bemszerkning 6.5 (Et darligt navn). Ordet toppunkt giver associationer
til en top, men toppunktet kan ogsa ligge i bunden, hvorfor ordet er et af de
darligste 1 matematik. A

Der er mindst tre mader at beregne koordinatsaettet til toppunktet pa.
Den fgrste bruger en formel. Nummer to anvender den samme formel, som
den fgrste metode, men har endnu en formel, som de fleste regner forkert
med. Den sidste metode, som anvender vacksthastighed, er mest generel,
hvilket vil sige, at den ogsé virker for mange andre funktioner. Af de tre
metoder er den fgrste og sidste at foretraekke. Metode 3 vil blive gennemgaet
i afsnittet om veeksthastighed side [94]

6.3.1. Metode 1. Vi beregner forst forstekoordinatet til toppunktet, og
sa anvender vi forskriften til at beregne andenkoordinatet. Formlen for
fgrstekoordinatet er
b
YT 9
Det vil sige, at hvis vi kender koefficienterne i vores forskrift, sa kan vi saette
ind og regne ud.

Vi beregner toppunktet for f(z) = 222 — 4z — 1. Vi aflacser, at a = 2 og
b = —4. Vi saetter ind i vores formel:

2a 2.2 4

Nu ved vi, at fgrstekoordinatet er x = 1. Sa kan vi saette ind i forskriften f.

y=f(1)=2-1"-4-1-1=2-4-1=-3
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Dermed er koordinatseettet for toppunktet: (z,y) = (1, —3)

6.3.2. Metode 2. Denne metode anvender, at toppunktet kan beregnes

SOom
—b —d
20’ 4a

Her er d = b? — 4ac. Sa der skal regnes en hel del, og for mange gar det galt.

Igen bruger vi f(z) = 222 — 42 — 1. Vi har beregnet forstekoordinatet i
metode 1, s& vi vil kun beregne andenkoordinatet. Forst beregner vi:

d=0*—4ac=(—4)?-4-2-(-1)=16-8- (-1 =16+8 =24
Derefter beregner vi andenkoordinatet:

—-d =24 =24 5
4a 4.2 8
Dermed er andenkoordinatet y = —3.

6.4. Nulpunkter

Selve andengradspolynomiet er historisk set ikke det, der oprindelig har
veeret interessant for matematikere. Derimod har ligninger som 22 + 4z —
3 = 0 veeret i fokus. En sadan ligning kaldes en andengradsligning. Hvis en
andengradsligning kan lgses, kaldes lgsningerne nulpunkter eller rgdder.

Grafisk kan nulpunkter opfattes som parablens skseringer med forste-
aksen. Hvis vi har et andengradspolynomium f(z) = 22 4 4z — 3, s& svarer
ligningen 22 + 4z — 3 = 0 til at finde de z-veerdier, der opfylder f(z) = 0,
men det svarer til at finde de z-veerdier, der giver en y-veerdi pa 0.

Ud fra, hvad vi ved om udseendet pa et andengradspolynomiums graf, sa
kan vi forestille os tre tilfzelde. I det fgrste tilfeelde skaerer grafen forsteaksen
to gange. I det andet tilfeelde skaerer grafen fgrsteaksen preecis én gang, nem-
lig toppunktet. I det sidste tilfeelde skeerer grafen ikke fgrsteaksen. Se figur
Nu er det sa heldigt, at vi ikke behgver at kunne tegne grafen for anden-
gradspolynomiet for at afggre, hvor mange gange den skaerer forsteaksen. Vi
kan beregne et tal, der kaldes diskriminanten. Diskriminanten kan beregnes
ud fra kendskabet til a, b og c¢. Formlen er:

d=b>—4-a-c
Der er folgende tre tilfeelde:

d > 0 Hvis d er positiv, sa er der to nulpunkter.
d =0 Hvis d er nul, sa er der preecis ét nulpunkt, nemlig toppunktet.

d < 0 Hvis d er negativ, sa er der ingen nulpunkter.
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—d >0
d =
d<0

Figur 6.7. Tre parabler, der viser de tre tilfselde, ingen nulpunkter, ét
nulpunkt, og to nulpunkter

Eksempel 6.6. Hvis vi tager ligningen 22 + 42 — 3 = 0, Sa kan vi afggre
hvor mange nulpunkter der er ved at beregne diskriminanten. Vi aflaeser at
a=1,b=40gc=-3.

d=0"—4-a-b=4>—-4-1-(-3)=16—-4-(-3)=16+12=28 >0

Dermed er der to nulpunkter. Vi ved dog ikke, hvad de er. A

Nu mangler vi at beregne nulpunkter, det er der en formel der kan hjaelpe
med. Formlen er:
_ —b+Vd

- 2.a
Symbolet £ betyder, at vi skal lave to udregninger, en for — og en

for +. Teknikken er, at forst beregne diskriminanten d, og derfor beregne
nulpunkterne, hvis de findes.

Eksempel 6.7. Vi prover at Igse ligningen 2% — 4z + 3 = 0. Vi aflaeser, at
a=1,b=—4og c=3. Vi beregner diskriminanten:

d=0"—4-a-c=(-4)2*-4-1-3=16-4-3=16—-12=4>0
Dermed er der to nulpunkter, som vi sa beregner:

_ —bi\/&: —(—4)iﬂ:4i2

2-a 2-1 2
Vi kan nu beregne de to lgsninger. Vi begynder med minus:
4—-2 2
r= — = — = 1
2 2
Sa tager vi plus:
442 6
= — = - = 3
2 2
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Dermed er lgsningerne til ligningen: = 1 eller z = 3. A

6.4.1. Nar man ikke behgver formlen 1. Det er ikke alle andengrads-
ligninger, hvor det giver mening at anvende formlen. I nogle tilfeelde er det
hurtigere at lgse ligningen direkte. Et eksempel kunne veere 22 —16 = 0. Her
era=1,b=0 og c = 16. Formlen for nulpunkter vil godt kunne bruges,
men lad os lgse ligningen direkte:

22 —16=0
Vi laegger 16 til pa begge sider af lighedstegnet
2% =16
Vi uddrager kvadratrodden pa begge sider af lighedstegnet

r==+V16
r =44

Nu kan det undre, at der star . Det skyldes at —4 ogsa er en lgsning til
ligningen 22 — 16 = 0, fordi den passer ind: (—4)2—16 = 16 — 16 = 0. Det vil
sige, at nar b = 0, s& har vi en hurtig metode til at 1gse andengradsligningen.

6.4.2. Bevis for nulpunktsformlen. Vi gnsker nu at bevise nulpunkt-
sformlen. Men for vi ggr det, bgr vi lige se pa et eksempel, der giver os
metoden til at lgse en generel andengradsligning.

Eksempel 6.8. Vi gnsker at lgse ligningen 22 — 22 — 8 = 0, men vi vil ggre
det uden at anvende nulpunktsformlen. Vi begynder med at laegge 8 til pa
sidder af lighedstegnet:

2?2 —2r =38
Nu er ideen at prgve at lave ligningen om til noget, der ligner f.eks. 22 = 16,

som vi har set, hvordan vi lgser oven for. Udtrykket x? — 2 ligner noget fra
en kvadratszetning for eksempel (p — q)? = p? + ¢* — 2pq. Hvis vi skriver:

2> — 2r
p? —2pq

Sa kan vi se at der mangler noget, nemlig ¢. Sa hvis x = p, hvad skal ¢ =7.
Vi har at 2z = 2pg = 2xq, da x = p, men sd ma q = 1, idet 2zq = 2z-1 = 2x.
S4 vi laegger det manglende ¢? = 12 til pa begge sider af lighedstegnet:
2 2 _ 2
z° 4+ 1 2v =841
p? +q2  —2pq +q2
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Da vi har p? + ¢® — 2pg = (p — q)? eller 22 + 12 — 22 = (z — 1), har vi:

(z—-1)2%=9
z—1=4+V9
r—1=43
r=1+3
Dermed er lgsningerne: t =1 -3 = —2ellerx =1+ 3 =4. JAN

Det eksemplet viser vil blive benyttet mere generelt i beviset for fglgende
seetning:

Szetning 6.9. Andengradsligningen ax® + bx + ¢ = 0 har lgsninger givet

ved:
—b++d
a::i\f, d=VV —4-a-c
2-a

Hvis d < 0, sa er der ingen lgsninger. Hvis d = 0, sa er der en lgsning. Hvis
d > 0,sa er der to lgsninger.

Bevis. Vi gnsker at lgse ligningen:
az? +br+c=0
For at undga brgker, ganger vi pa begge sider af lighedstegnet med 4a.

ax’ +br+c=0
4a~(am2+bx+c):4a00
4a’z? + dabx + 4ac =0

Vi treekker 4ac fra pa begge sider af lighedstegnet:
4a?2® + dabr = —4ac
Da 4 = 22, kan vi skrive: 4a?2? = 224222 = (2ax)?
(2ax)? + 4abx = —4ac
Vi anvender fgrste kvadratsaetning: p? + ¢ + 2pg = (p + ¢)*:

(2ax)? + 4abx, = —4ac
p2 +2pg
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Det vil sige, at vi saetter: 2ax = p. Dermed har vi

dabr = 2pq
4dabx =2 - (2azx) - q
dabr = dax - q

Dermed ma g = b. Sa vi leegger b? til pa begge sider af lighedstegnet.

2 2 _ 2
(2ax)* + b° +4abr = b —4dac

p? +¢>  +2pg +¢?

Da p? + ¢% + 2pq = (p + ¢)? eller (2ax)? + b? + dabx = (2ax + b)? har vi:
(2azx + b)? = b* — 4ac

Vi kalder b? — 4ac for d, og uddrager kvadratroden pa begge sider af ligheds-
tegnet

2ax +b=+Vd
2ax = —b+Vd
—b+Vd
r=——
2a
Pastandene om antallet af lgsninger, folger af denne formel. O

6.5. Vaxksthastighed

Som med mange andre funktioner, sa er det muligt at beregne et anden-
gradspolynomiums vaeksthastighed forskellige steder pa dens graf. Formaélet
med at beregne en vaksthastighed kunne veere at bestemme den hastighed
en kanonkugle rammer med, eller at finde det punkt, hvor vaeksthastigheden
er nul, hvilket er i toppunktet.

Nér vi skal beregne en vacksthastighed, sa skal vi omforme vores funktion
f tilenny f’ kaldet f-maerke. For et andengradspolynomium skal vi anvende
fglgende tre regler:

Disse tre regler er en omskrivning af nogle mere generelle regler, til
andengradspolynomier.
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f(z) = —2%+ 62+ 2

10 ¢

Figur 6.8. Grafen for f(z) = —2° + 62+ 2. De tre punkter er stederne
pa grafen for f med fgrstekoordinat x = 1, x = 3 og © = 5. De sorte
linjestykker har samme haeldning som vaeksthastigheden i de tre punkter.

Eksempel 6.10. Vi har et andengradspolynomium f(x) = —22 + 6z + 2.
Vi gnsker at kende veeksthastigheden, nar x = 1, x = 3, og z = 5. For at
kunne ggre det er vi ngdt til at omforme vores andengradspolynomium:

f(z) = —2%+ 6242
fl(z)=—-22+6

Nu kan vi beregne vaeksthastigheden:

ff(ly)=-2-1+6=-2+6=4
f'(3)=-2-3+6=-6+6=0
f'(6)=-2-5+6=-10+6=—4

Det vi kan se ud af det ovenstaende er, at nar x = 1, sa er vaecksthastigheden
4, dermed vokser f, nar x = 1, fordi den har en positiv veeksthastighed der.
Nar z = 3, sa er vacksthastigheden 0, det vil sige, at f er konstant, nar
x = 3. Nar z = 5, sa er vaeksthastigheden —4, det vil sige, at f aftager, nar
x = b, fordi veeksthastigheden er negativ. Hvis man ser pa grafen for f, vil
man kunne forvisse sig om at det er rigtigt. Se figur A
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Eksempel 6.11. Vi forestiller os, at vi skyder en kanonkugle afsted. Kug-
lens hgjde over jorden kan i dette tilfaelde beskrives ved:

flz)=—442 22 +100-z+2, 0<z

hvor f(z) er hgjden over jorden malet i meter, og x er tiden efter affyring
malt i sekunder. Vi gnsker at bestemme den lodrette hastighed, nar kuglen
lander pa jorden.

Det fgrste, vi ggr, er, at vi finder ud hvor lang tid, der gar for kuglen
lander pa jorden. Da jorden er 0 meter over jorden. Skal vi lgse f(z) = 0.
Hvilket er en andengradsligning. Vi regner lidt og finder ud af det tager ca.
22,64 sekunder for kuglen at ramme jorden.

Nu beregner vi forskriften for vaeksthastigheden:
flz) = —4.42 - 2% +100 - x + 2
f'(z) = —9.82- 2+ 100

Sa indseetter vi tiden x = 22,64

1/(22,64) = —9.82 - 22,64 + 100 ~ —100,14

Dermed rammer kuglen med hastighed pa —100,14m/s. Enheden meter i se-
kundet kommer af, at veeksthastigheden er sendringen i y-vaerdi pr. sendring
i z-veerdi. A

6.5.1. Metode 3 til beregning af toppunkt. Her anvender vi vaekst-
hastighed til at beregne toppunktet. Vi bemserker, at toppunktet er kende-
tegnet ved, at vaeksthastigheden i punktet er 0. Det vil sige, at vi skal finde
den z-veerdi, der far ligningen f’(x) = 0 til at passe.

Vi genbruger f(z) = 222 — 4z — 1. Og differentierer:
fllx)=2-22% -4 =4z —4
Vi lgser f/(x) =0:

fiz)=0
dr —4 =0
dr =14
4
= - = 1
T
Dermed ved vi nu, at ferstekoordinatet er £ = 1. Andenkoordinatet

beregnes som i metode 1 pa side Dermed er toppunktet igen (1, —3).

Fordelen ved denne metode er, at den virker pd4 mange andre funktioner
end andengradspolynomier, og sa kreever den ikke, at der huskes en formel.
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6.5.2. Bevis for toppunktet. I det folgende vil vi bevise toppunktet. Vi
anvender den egenskab, at toppunktet er kendetegnet ved, at vaeksthastig-
heden er 0. Dermed skal vi helt generelt lgse f'(z) = 0.

Szetning 6.12. Et andengradspolynomium f(x) = ax? + bz + ¢ har et top-
punkt 1
—-b —d
=—,— d = b* — dac.
(2,9) <2a,4a), ac

Bevis. Vi betragter polynomiet f(z) = ax? + bx + ¢, hvor a # 0. Vi diffe-
rentierer f, og far

f(x) = 2ax + b,
og lgser f'(x) =0, for finde det z, hvor veeksthastigheden er 0.

f(@) =0
200 +b=0
2ax = —b
—b

T= 5,

Vi mangler at finde y-veerdien for toppunktet. Vi indssetter z = g—f i

f@):
f(x) = azx® 4+ bx +c

() ()

Vi bruger en potensregneregel pa det fgrste led, og ganger b pa teelleren i

det andet led
A
:a(2%2 BT

Vi ganger med a pa telleren i det fgrste led

b2 b2
“da 2 €
Vi forleenger brgken i det andet led med 2
oW
da  4a €
Vi seetter pa feelles brokstreg
b? — 20
= —'— C



96 6. Andengradspolynomier

Vi forlenger det sidste led med 4a

_ b dac
 da 4a
Vi seetter pa feelles brokstreg
B —b + dac
N 4a
Vi saetter — uden for parentes
~ —(b* — 4ac)
N 4a
_—d
- da
Hvilket var, hvad vi skulle vise. O

6.5.3. Andengradspolynomiets grafs udseende. Vibegyndte dette ka-
pitel med at beskrive sammenhsengen mellem koefficienterne a, b og ¢ og
grafens udseende. Vi argumenterede kun for ¢ betydning, se side Men
vi er nu i stand til at argumenterer for a og b’s betydning for grafen. Vi
begynder med b.

At b kan benyttes til at sige om grafen vokser eller aftager i skeeringen
med andenaksen skyldes, at b netop angiver veeksthastigheden /hzeldningen i
skaeringen med andenaksen. Det er muligt at vise dette meget let. Vi ser pa
det generelle andengradspolynomium f(x) = az? + bx + ¢, og differentierer
det.

f(z) =2az +0b
Nar vi er pa andenaksen, sa er x = 0. Sa det kan vi seette ind i formlen for
2
fl0)=2a-0+b=0+b=10
Med andre ord, f’(0) = b, hvilket vil sige, at veeksthastigheden ved skeerin-
gen med andenaksen netop er b.

For at vise a’s betydning for grafen, begynder vi med at bemearke, at
der er et toppunkt med fgrstekoordinat z = 5—5, hvor vaeksthastigheden er
0. Hvis vi ved, hvordan vaeksthastigheden er pa hver side af toppunktet, sa
ved vi ogsa om grenene vender opad eller nedad.

Hvis vi ser pa f'(z) = 2ax + b ser vi, at det er en lineser funktion,
med haldningskoefficient 2a og begyndelsesvaerdi b, se figur Hvis a > 0,
sa ved vi (fra 1.g), at f/(z) er en voksende funktion, derfor antager f'(z)
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a>0 a<0

d

Figur 6.9. Mulige udseender for f'(z) = 2ax + b for et andengradspo-
lynomium. Pa graferne angives, hvor vaeksthastigheden for f er positiv
eller negativ.

negative veerdier pa venstre side af z = 5—;’, og positive veerdier pa hgjre
side af x = ;—é’. Det vil sige, at veeksthastigheden er negativ til venstre for
toppunktet og positiv til hgjre for toppunktet. Hvilket netop er kendetegnet

for, at grenene vender opad.

Hvis a < 0, sa er f'(x) = 2ax + b en aftagende lineser funktion. Derfor
antager f’(x) positive veerdier til venstre for toppunktet og negative veerdi
til hgjre for toppunktet. Det vil sige, at veeksthastigheden er positiv for
toppunktet og negativ efter toppunktet. Hvilket netop er kendetegnet for,
at grenene vender nedad.

6.5.4. Vaxksthastigheden i nulpunkterne. Hvis vi har et andengradspo-
lynomium med nulpunkter, s er der en seerlig simpel formel for veekstha-
stigheden i nulpunkterne.

Ideen er at tage formlen for nulpunkterne:
_ —b+Vd

2a
og seette den ind i formlen for vaeksthastighed for et generelt andengradspo-

x

lynomium:
f(x) = 2az +b.

/ (—bi\/&) :2a<—bi\/3> o

Det giver:

2a 2a
= —b+Vd+b
= +d
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Figur 6.10. Billede af vandstraler, der danner parabler

Dermed ved vi, at vaeksthastighederne i nulpunkterne er plus/minus kva-
dratroden af diskriminanten, og det vil sige, at stgrrelsen af vaelsthastigheden
i nulpunkterne er den samme.

6.6. Andre formler for andengradspolynomier

Under tiden kan vi komme ud for at skulle frembringe andengradspolyno-
mier, der beskriver en eller anden situation. Et eksempel kunne vaere, at vi
skulle beskrive vandstralerne pa figur [6.10

6.6.1. Formel ud fra toppunkt. Den fgrste formel kan bedst anvendes,
nar vi kender toppunktet og enten a eller et ekstra punkt. Formlen er givet
ved:
f(xy=a-(x—h)?+k,  hvor (h k)= (_—b, _—d)
2a " 4a
Med andre ord, sa er h fgrstekoordinatet til toppunktet, og k er andenkoor-
dinatet til toppunktet.

Eksempel 6.13. Hvis vi ser pa figur[6.10] sa kan vi lave et koordinatsystem
med origo i den forreste vanddyse. Det kan se ud som om toppen pa den
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95 [9 —15 -1 —05 0.5

Figur 6.11. Grafen for f(z) = —2-(x+1)?+2. Bemaerk, at toppunktet
ligger i (—1,2).

forreste vandstrale er 2 meter over jorden og 1 meter vandret fra dysen.
Dermed toppunktet have koordinater (h, k) = (—1,2). Forstekoordinatet er
negativt, da toppunktet ligger til venstre for dysen. Vi kan satte ind i vores
formel, og far:

f@)=a-(x—h)2+k=a-(x—(-1)?+2=a-(z+1)>+2

Vi mangler at beregne a. Da vi har indsat koordinatsystemet, sa origo
er i ved vanddysen, ma grafen ga igennem (0, 0). Det saetter vi ind i formlen:

fx)=a-(z+1)*+

f(0)=a-(0+1)2+2=0
O=a-(0+1)*+
O=a-1+2

—2=a

Samlet bliver formlen:
fa) = —2- (@ + 1) +2,

hvor f(z) hgjden i meter, og x er afstanden fra vanddysen i meter. Se figur
0. 111

Vi kan omforme vores forskrift f til et almindelig andengradspolynomi-
um ved at haeve parentesen:

flz)==2-(z4+1)*+2
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Anvender fgrste kvadratsaetning: (a +b)? =a? +b>+2-a-b
=2 (22 +12°42.2-1)+2
Ganger ind i parentesen
=—2.22-2.1-2-2. 242
=222 — 4z
Dermed kan formlen ogsa skrives som:
f(x) = —22% — 4z

A

Hvis vi har et generelt andengradspolynomium f(x) = ax?® + bx + ¢, sa
kan vi undersgge om vores nye formel f(z) = a - (z — h)? + k faktisk er den
samme funktion. Vi kan haeve parentesen og indsatte koordinatsaettet for
toppunktet.

Szetning 6.14. Givet et andengradspolynomium f(x) = ax? + bx + ¢ med
toppunkt (h, k) = (_b _d). Da geelder det:

2a’ da

ax? +br+c=a-(x—h)*+k

Bevis. Vibegynder med at haeve parentesen, og sa indsaetter vi toppunktet.

f(x)=a-(z—h)?+k
=a- (> +h*—2-2-h)+k
:a.x2+a.h2_2.a.x.h+k

Indseetter toppunktet: (h, k) = (7b 7d)

2a7 4a

—b\? b —d
p— . 2 . —_— —_ . . R — —
=a-r°+a <2a> 2ax2a+4a
., (0?2 2a-(-b)  —d
=a-z°+a (2a)? T % + 1a

b? —d
f— 2 " —_— . —_— —
=a-z°+4a 1 ( b)+4a

B2
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Dad="b>—4-a-b, far vi:
—a-2?4brt—F —
=a-224+b-x+—+

a

Saetter pa feelles brgkstreg:

2 _ 12 4
:a-x2+b-x+b b° + 4ac
4a
4
—a- bt ——
4a

—a-2’+b-x+c

Dermed far vi det den samme funktion ved at anvende den nye forskrift. [

6.6.2. Formel ud fra nulpunkter. Den anden formel forudsaetter, at vi
kender nulpunkterne for et andengradspolynomium, og enten a eller et ekstra
punkt. Formlen er givet ved:

fle)=a-(z—x1) - (z — x9), hvor x; og 2 er nulpunkter

Det vil sige, at vi skal have nulpunkter, for at kunne anvende formlen.
Maden at skrive f op pa kaldes for en faktorisering af f.

Eksempel 6.15. Hvis vi ser pa figur pa side Sa kan vi legge
koordinatsystemet, sa forsteaksen ligger langs jorden, og andenaksen gar
igennem toppunktet.

Vanddysen, og der hvor vandet rammer jorden, er ca. 1 meter vaek fra
andenaksen. Sa vores nulpunkter er dermed x1 = —1 og x2 = 1. Vi mang-
ler et punkt, men toppunktet ma ligge i (0,2). Sa nu kan vi bestemme en
forskrift for f.

Indsaetter (0, 2):

2=a-(0+1)-(0-1)
2=q-1-(-1)
2=a-(-1)

—2=a
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—_

15 L1 —05 05

Figur 6.12. Grafen for f(z) = -2 - (z+1)- (z —1).

Dermed er forkskriften:

fl@)==2-(z+1)-(z 1),

1.5

hvor f(x) er hgjden i meter, og = er afstanden fra andenaksen i meter. Se

figur

Vi kan omforme f til et almindeligt andengradspolynomium ved at gange

parenteserne ud.
fl@)==2-(x+1)-(z-1)
=2 (2*—x+a—1)
=2.22-2.0-2-(-1)
=—2.2%42
Dermed kan formlen ogsa skrives som:

flz)=—-2-2%+2

A

6.6.3. Nar man ikke behgver formlen 2. Visse ligninger kan lettest
lgses ved at dele dem op pa en smart made. En made, det kan ggres pa, er

ved nulreglen.

Nulreglen siger kort fortalt, at hvis der er to tal, der ganget sammen

bliver nul, sa ma et af tallene veere nul (evt. begge tal). I symboler

a-b=0=a=0V b=0
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Symbolet V betyder eller. Denne egenskab kan anvendes, hvis man har
en ligning som:

z-(x—3)=0
r=0V xz—-—3=0
=0V x=3

Et mere kompliceret eksempel kunne veere:
(x—=2)-(x+7)=0
r—2=0V xz+7=0

r=2V x=-7

Et endnu mere kompliceret eksempel:
(2r—3)-(z+4)* Vz—-2=0
20 —-3=0V (z4+4)?=0V Vz—2=0
2r=3V 2x+4=0V z—-2=0

3
xzi Vie=—4V z=2

I de ovenstaende ligninger er det lige til at anvende nulreglen. Men ofte

er der noget, der skal ggres inden nulreglen kan anvendes. Meget ofte er
tricket at seette uden for parentes.

Ideen med at satte uden for parentes kommer fra det, der kaldes den
distributive lov. Den siger folgende i symboler:

a-(b+c)=a-b+a-c

Leeses der fra venstre mod hgjre, star der, at man ma gange ind i en parentes.
Leaeses der hgjre mod venstre, star der, at man ma ssette uden for parentes.
Hvis viser pa a-b+a-c, sa er der to led ab og ac. Der optraeder det samme
bogstav a, hvilket kaldes en feelles faktor. Det er sadanne fzelles faktorer, der
ma sattes uden for parentes.

For eksempel, sa kunne vi have udtrykket 2 - (x + 3), her kan vi gange
ind i parentesen 2x + 6. Men hvis vi har udtrykket 2z + 6, sa kan vi veelge
at seette 2 uden for en parentes: 2 - (z + 3).

Hvordan hjselper det at saette uden for parentes til at lgse en ligning?
Hvis vi har ligningen:

32?2 — 122 =0,
sa kunne vi lgse den med nulpunktsformlen. Men vi kunne ogsa velge, at
seette den feelles faktor x uden for en parentes.

z-(3x —12) =0.
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Hvis man er i tvivl om man har regnet rigtig, sa kan man gange ind i
parentesen igen.

Nu kan vi bruge nulreglen:
z-(3x—12)=0
xr=0V 3xr—-12=0
x=0V 3xr=12

=0V x= 4
x x 3

Vi har nu lgst en andengradsligning pa en noget lettere made end med
nulpunktsformlen.

Et mere kompliceret eksempel kunne veere:
(2 —z)-e 4 (x—4)-eT=0

Vi har e=% som feelles faktor

Nulregel:

Da e™® # 0, har vi:

22 =4
r=+V4=+2
6.6.4. Bevis for faktorisering. Den nye funktion, vi far ud fra faktorise-

ring, giver den samme funktion som et almindeligt andengradspolynomium
med samme nulpunkter og a-veerdi. Det kan vi bevise.

Szetning 6.16. Givet et andengradspolynomium f(x) = ax® + bx + ¢ med
rodderne x1 og o (muligvis den samme rod), da gelder det at:

(6.1) az’ + bz +c=a(z — z1)(x — x2)
Bevis. Vi beviser, at hgjresiden er identisk med venstresiden. Vi begynder
med at gange parenteserne ud.

a(x —x1)(z — 22) = a(a? — xxo — T + T120)

(6.2) _ a($2 —z(z1 + x2) + T122)
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Vi er nu interesseret i at beregne x; + x2 og x12x2. Da 1 og z9 er rgdder

kan vi benytte udtrykket for nulpunkter, se side @ Vi saetter 1 = =5, Vd
0og To = %@‘/& og beregner:
—b—Vd —b++d —b—Vd\ [—b+Vd
T+ x9 = + T1Tg =
2a 2a 2a 2a
—b—b—Vd+Vd (=b — Vd)(—=b+Vd)
1+ T2 = T1To =
2a 4a?
—2b b —bVd+b/d— i
T+ X0 = — T1To = 3
2a 4a
tp e 20 _v-d
I To = a 1T = 4a2
Da d = b? — 4ac for vi i det sidste udtryk: zao = % = % = 2.

Dermed er 1 + 29 = %b 0g T1To = g Dette kan vi seette ind i udregningen

fra [6.2]
a(x? — z(x1 4+ 20) + 1172) = @ <x2 —z () + >

Vi ganger a ind i parentesen:

=ax? — (=bz+c

=ar’+br+c
Hvilket vi skulle vise. U






Kapzitel 7

Cirkler

Dette kapitel vil omhandle cirkler. En cirkel bestar af alle de punkter, der
er den samme afstand fra et centrum. Dermed er vi ngdt til at behandle
afstande. Vi begynder med endimensionelle afstande, hvilket vi udvider til
to dimensioner.

Derefter behandler vi ligningen for en cirkel, og hvordan en sadan op-
stilles, samt hvad vi kan aflaese fra ligningen.

Cirklens ligning kan omformes, bade ved at haeve de parenteser, der op-
treeder i ligningen, men ogsa ved at ga den anden vej, og samle parenteserne
sammen igen. Hjzlpemidlet til dette bliver de fgrste to kvadratsasetninger.

Det sidste emne er skaeringen mellem linjer og cirkler, hvor vi kommer
til at skulle lgse andengradsligninger.

7.1. Afstande

Hvis vi har to veerdier pa tallinjen, for eksempel —2 og 4, sa er det let at se,
at afstanden mellem de to tal er 6. Vi kan endda regne afstanden ud ved at
sige 4 — (—2) = 44 2 = 6. Det virker, fordi vi stter det sterste tal forst.
Hvis vi lavede den omvendte udregning, sa ville vi fa —2 — 4 = —6, hvilket
naesten er afstanden, hvis det ikke var fordi, det er et negativt tal.

Nogle gange kan vi ikke pa forhand sige hvilket af to tal, der vil veere
det stgrste for eksempel, hvis vi bare far to variable x1 og xo, for sa hjslper
vores huskeregel ikke. Desuden vil vi gerne have, at afstanden fra —2 til 4 er
den samme som afstanden fra 4 til —2. Maden, hvorpa vi undgar at skulle
holde styr pa, hvilket tal, der er stgrst, kaldes numerisk verdi. Den er givet

som en gaffelfunktion:
x 0<x
|z =
-z <0
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Den numeriske veerdi fjerner fortegn fra tal. Hvis vi gnsker at beregne
| — 6], sa ser vi, at —6 < 0, sa derfor er det den nederste formel, vi skal
benytte, nemlig —x. Hvis vi indsaetter —6, far vi —(—6) = 6. Dermed har
vi slettet det negative fortegn. Hvis vi derimod beregner |6], sa ser vi, at
0 < 6, og derfor skal vi anvende den gverste formel z. Hvis vi indsaetter 6 i
den, far vi 6. Dermed ser vi, at numerisk veerdi ggr negative tal positive, og
lader alle andre tal veere. Men hvordan hjeelper det til at beregne afstande?

I eksemplet med —2 og 4 kan vi prove at beregne | —2 — 4| = | — 6| = 6.
Det vil sige, at ved at sztte udregningen, der skulle give afstanden, ind i
numeriskvaerdifunktionen, sa far vi et positivt tal, som derfor kan anvendes
som afstanden. Det giver anledning til en definition

Definition 7.1 (Afstand 1-D). Hvis x; og z2 er to tal, sa er afstanden
imellem dem givet ved:
w2 — 1]

En seerlig egenskab ved numerisk veerdi er, hvis man satter den i anden
for eksempel | — 6|2, s& kan man droppe numerisk veerdi tegnet og bruge
parenteser i stedet. For eksempel har vi: | — 6|2 = 62 = 36, og med parentes
(—6)? = (—6) - (—6) = 36. Det vil sige, at numerisk veerdi er overflgdig, hvis
vi seetter den i anden. Generelt sa har vi:

vy — 21]* = (w2 — 21)?

Den relation vil blive nyttig i det, der kommer.
Vi vil nu se pa afstande i to dimensioner. Her bliver situationen noget

anderledes, vi har bade beliggenhed i forhold til forsteaksen og i forhold til
andenaksen. Det vil sige, at beregning af afstande skal tage hgjde for det.

Hvis vi har givet to punkter A(x1,y1) og B(z2,¥2), sa kan vi beregne
afstanden imellem dem skrevet |AB|, se figur Vi begynder med at be-
regne afstanden vandret og parallelt med forsteaksen ved at skrive |z — z1].
Ligeledes kan vi beregne afstanden lodret og parallelt med andenaksen ved
at skrive |ys — y1|. Hvis vi szetter en ret linje mellem de to punkter, sa bliver
den linje til hypotenusen i en retvinklet trekant, hvor den ene katete har
leengden |z9 — x1], og den anden katete har laeengden |yo — y1|. Ved hjeelp af
Pythagoras’ ssetning, sa kan vi skrive:

hyp? = kat? + kat?
|ABJ? = |22 — 21> + [y2 — 0n|?
Numeriskvaerditegnene er ligegyldige:
|AB|* = (22 — 21)* + (y2 — 11)?

|AB| = /(22 — 21)% + (y2 — 41)?
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Y1

Y2 — B(z2,92)

Figur 7.1. Figuren viser princippet bag afstandsformlen.

Det giver ogsa en formel for afstanden mellem to punkter:

Definition 7.2 (Afstandsformlen). Hvis to punkter A(z1,y1) og B(x2,y2)
er givet, sa kan afstanden mellem A og B skrevet |AB|, beregnes ved:

|AB| = /(22 — 1) + (y2 — 1)2

Eksempel 7.3. Hvis vi har faet givet punkterne A(3,5) og B(7,2), sa kan
vi afleese, at x1 = 3 og xo = 7, samt at y; = 5 og yo = 2. Vi seetter ind i
formlen:

|AB| = /(23 — 21)* + (y2 — 11)?
|AB| = /(7 —3)24 (2 —-5)2
AB| = /2 + (3]

|AB| = V16 + 9

|AB| = V25

|AB| =5

Dermed er afstanden fra A til B (eller omvendt) 5. A

7.2. Cirklens ligning

For vi kan behandle cirklens ligning, sa er vi ngdt til at veere klar over, hvad
vi mener med en cirkel.
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Figur 7.2. Figuren viser ideen bag cirklens ligning.

Definition 7.4 (Cirkel). Givet et punkt C(a,b), sa er en cirkel meengden
af punkter, der er en bestemt konstant afstand r fra centrum. Afstanden r
kaldes radius.

Det vil sige, at hvis vi tegner en cirkel pa et stykke papir, sa er den
streg vi har tegnet, der er cirklen. En konsekvens er, at en cirkel ikke har et
areal, fordi streger ikke har nogen bredde. Det er selvfglgelig problematisk,
at vi taler om arealet af en cirkel. Men det er et af de fa steder, hvor den
matematiske sprogbrug ikke er helt preaecis. Faktisk, hvis vi gerne vil tale om
cirkler som noget med et areal, sa er ordet, vi skal bruge en disk.

Pa figur har vi tegnet grundideen i en cirkel. Vi vil gerne sige, hvad
det betyder for et punkt P(z,y), at det ligger pa en cirkel. Hvis vi har et
centrum C'(a, b) og en radius r, sa ved vi, at |C'P| = r eller, at afstanden fra
C til P er radius. Vi kan nu bruge afstandsformlen til at fa en ligning for
cirklen:

CP|= Vo= aP + (=P =
(Ve—aP+l—op) =

(z—a)’ +(y—b)* =7

Formlen (z — a)? + (y — b)? = 72 kaldes cirklens ligning.
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Eksempel 7.5. Hvis vi har en cirkel med centrum i C(1, 3), og radius r = 6.
Sa kan vi indseette i ligningen for cirklen:

(x—a)®+ (y—b)* =r?
(=1 +(y—3)* =6
(x—1)*+(y—3)2 =36

Bemeerk, fordi der star minus inde i parenteserne, sa bliver positive koordi-
nater negative.

Hvis vi har en cirkel med centrum i C(—2,1), og radius r = 7. Sa kan vi
indsaette i ligningen for cirklen.

(z—a)* + (y —b)* =17
(= (=2 +(@y-1)>=7
(z+2%+(y—1)2 =49

Bemerk, fordi forstekoordinaten til centrum er —2, og der allerede er et
minus i formlen, sa ender koordinaten med at optreede som positiv i formlen.

A
Eksempel 7.6. Hvis vi far givet en ligning for en cirkel:
(z -4+ (y+2)?=25

Sa kan vi afleese, at centrum er C(4,—2), og radius er » = 5. Grunden til,
at centrum er i C'(4,—2), er, at der er et minus mellem z og a og imellem y
og b, sa © — 4 betyder at a = 4, mens y + 2 = y — (—2), hvilket betyder, at
b= —2. At radiussen er r = 5, skyldes, at r2 =25 = r = /25 = 5. A

Vi kan underspgge om et punkt ligger pa en cirkel, er inde i cirklen eller
er uden for cirklen. Det kan vi, fordi cirklens ligning beregner afstanden i
anden fra centrum til et punkt. Hvis den afstand i anden er mindre end r?,

sa ligger punktet inden for cirklen, hvis afstanden i anden er stgrre end 2,

sa ligger punktet uden for cirklen. Og hvis afstanden i anden er preecis 2,

sa ligger punktet pa cirklen.

Eksempel 7.7. Hvis vi har cirklen:
(x—4)*+ (y+2)* =25
sa kan vi undersgge, om (—7,2) ligger pa cirklen. Vi indseetter punktet pa
x og ¥’s plads i ligningen:
(z—4)>2+y+2)?°=(-7T-4>+(2+2)?
= (—11)? + 42
=121+ 16 = 137 # 25
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Sa punktet (—7,2) ligger ikke pa cirklen, og faktisk ligger det uden for
cirklen, fordi 137 er stgrre end 25.

Vi vaelger punktet (1,—6), og prover igen:

(z—4)2+ (y+2)2 = (1 —4)2+ (-6 +2)?
= (-3 + (-4
=9+16=25

Sa punktet ligger pa cirklen, fordi (1, —6) opfylder ligningen.
Til sidst prever vi med punktet (6, —1).
(=42 + (y+2)2 = (6—4)+ (-1 +2)?

=2°417

=44+1=5+#25
Dermed ligger punktet (6, —1) ikke pa cirklen, men faktisk inde i den, fordi
5 er mindre end 25. A

7.3. Omformning af cirklens ligning

Dette afsnit handle om at omforme cirklens ligning. Det betyder, at vi vil
haeve parenteserne og omvendt, hvis vi har en ligning, hvor parenteserne er
haevede, sa vil vi gendanne parenteserne.

Vi begynder med at se pa, hvad der er involveret i at haeve en parentes,
der er i anden. At parentesen er i anden betyder, at den skal ganges med sig
selv:

(a+b)*=(a+b)(a+b)=?
Sa vi er ngdt til at kunne gange to parenteser sammen.

Metoden, til at gange parenteser sammen, er, at man begynder med det
fgrste led i den fgrste parentes, det ganger man ind pa hvert led i den anden
parentes, sa tager man det andet led i den forste parentes, og ganger det pa
hvert led i den anden parentes. Og sa lseegger man det hele sammen. Rent
visuelt ser det sadan ud:

(a@d):a-c—&-a-d—i—b-c—kb-a

Denne made at gange parenteser ud pa kan anvendes til at beregne
parenteser i anden. Faktisk er der tre formler, der beskriver, hvordan man
skal ggre. De sakaldte kvadratsetninger.

Saetning 7.8. For tal a og b gelder folgende kvadratsetninger:
(1) (a+b?=a?+b*+2-a-b



7.3. Omformning af cirklens ligning 113

(2) (a=b?=a*>+b>—2-a-b
(3) a>—v?>=(a+b)(a—0)
Bevis. Vi begynder med forste kvadratsaetning:
(a+b)?=(a+0)-(a+Db)

=a-at+a-b+b-a+b-b
=a’+a-b+a-b+b?
=a?+bv¥*+2-a-b

Den anden kvadratsaetning:

(a—b2=(a—-"b)-(a—D0)
=a-a+a-(—b)—b-a—b-(-b)
=a’—a-b—a-b+b?
=a’+bv—-2-a-b

Den tredje kvadratsaetning er lettest at vise bagfra:
(a+b)-(a—b)=a-a+a-(=b)+b-a+b-(-b)
=a’—a-bta-b—b?
— a2 B2
O

Bemaerkning 7.9. Egentlig er den anden kvadratssetning overflgdig. Den
er faktisk en konsekvens af den fgrste kvadratsaetning. Det, man skal indse,
er, at (a —b)? = (a + (—b))2. Hvis vi bruger den fgrste kvadratsaetning pa
dette far vi:

(a+ (b)) =a*+(-b)?*+2-a-(-b)=a*+b*—2-a-b
Alligevel kan det veere praktisk at have begge kvadratssetninger. A

En typiske anvendelse af kvadratsaetningerne er til reduktion

Eksempel 7.10 (reduktion). Vi har fglgende udtryk vi gnske at reducere:
(a—b)? —b* + 2ab
ser pa parentesen, og ser, at den ligner den anden kvadratssetning.
(a — ) = b* + 2ab = a* + b* — 2ab —b* + 2ab
(a—b)?
= a* + b* — b* — 2ab + 2ab

:a2
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Det vil sige, at (a — b)% — b? + 2ab = a®.
Et andet udtryk kunne vaere:

a? —bv?

Her kan vi bruge den tredje kvadratseetning pa teelleren:
a27b2

a?—b>  (a+b)-(a—0)

a—> a—>b
a—2>5
— b) -
(a+0b) p—
= (a+0b)
2 12
Dermed er - =a+b. A

I forhold til cirkler er der to parenteser, der skal haeves:
Eksempel 7.11. Vi har en cirkel med en ligning
(2 =3+ (y+4) = 25
Vi gnsker at haeve de to parenteser. Vi tager dem en af gangen:
(=3 +(y+4)°=25
2?2 +32-2.2-34+(y+4)2=25
(z—3)?
2 +9—6x+ (y+4)* =25
B +9—-6x+y +y +2-y-4=25
(y+4)?
2% +9—6x+y? + 16 + 8y =25

Vi treekker 9 og 16 fra pa begge sider af lighedstegnet:
22 —6x4+y>+8y=25—-9—16
22— 6z +y* +8y=0

Det vil sige, hvis vi heever parenteserne, sa far vi ligningen 22 — 6z +y>+8y =
0. A

7.3.1. Pythagoras’ ssetning. Et sted kvadratseetningerne kan finde an-
vendelse er i et bevis for Pythagoras’ stning.
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]

-

Figur 7.3. Figuren viser udgangspunktet for Pythagoras’ ssetning.

Seetning 7.12 (Pythagoras’ seetning). Hvis vi har en retvinklet trekant med
kateter a og b og hypotenuse ¢, sa gelder folgende ligning:

a’ + b =2

Bevis. Vi forestiller os en retvinklet trekant med kateter a og b og hypote-
nuse c. De to vinkler, der ikke er rette, kaldes henholdsvis v og w. Vi placerer
fire sadanne trekanter, som det kan ses pa figur De fire trekanter dan-
ner et ydre kvadrat med sideleengde a + b. Inde i dette kvadrat er der en
firkant med sidelezengde c. Vi begynder med vise, at denne indre firkant er
et kvadrat. Vinkelsummen i en trekant er 180°. Dermed geelder det for hver
trekant at:

v+ w + 90° = 180°

Derfor geelder det, at v+w = 90°. Pa figur[7.3] kan vi se, at vinkel v+u+w =
180°. Da v + w = 90° har vi 90° + u = 180°. Dermed er v = 90°, og den
indre firkant er et kvadrat.

Vi kan beregne arealet af det indre kvadrat pa to mader, enten direkte
som ¢? eller indirekte ved at tage arealet af den ydre firkant og trackke
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arealerne af fire trekanter fra.

areal af indre kvadrat = areal af ydre kvadrat — areal af 4 trekanter

1
c2:(a+b)2—4~<2-a-b>
& = (a+0b)*—2ab
& = a® 4+ b? 4 2ab — 2ab
& =a®+ b

O

Laeg meaerke til, at Pythagoras’ seetning siger, hvis vi har en retvinklet
trekant, sa geelder a® + b? = ¢%. Det giver anledning til spgrgsmalet om det
ogséa gaelder baglaens. Det vil sige, hvis en trekant opfylder a® + b? = ¢2, er
den sa ogsa retvinklet? Svaret er ja.

Seetning 7.13 (Omvendt Pythagoras’ seetning). Huvis en trekant med sider-
ne a, b og ¢ opfylder a® + b*> = c2, sd er den retvinklet.

Bevis. Hvis vi har en trekant med siderne a, b og ¢, som opfylder, a? +b* =
2. Sa kan vi forstille os en ny retvinklet trekant med kateter med laengde a og
b. Vi ved fra Pythagoras’ ssetning, at vores nye trekant opfylder a?+b* = ¢2,
og dermed har hypotenusen leengden c. Det vil sige, at vores nye trekant
har de samme sideleengder som den oprindelige trekant, og derfor er de
kongruente, og har de samme vinkler. Dermed er den oprindelige trekant
ogsa retvinklet. O

7.3.2. Kvadratkompletering. Det er nu tid til at regne baglaens. Vi fore-
stiller os, at vi far en ligning for en cirkel, hvor parenteserne er blevet haevet,
og der er blevet reduceret. En sadan ligning kunne se saledes ud:

2% — 62 +y* +dr =7

Vores opgave er at bestemme centrum og radius for denne cirkel. Det vil
sige, at vi skal omforme ligningen, sa den kommer tilbage pa formen:

(—a)’ +(y—b)?*=1r?

Metoden til at ggre det kaldes kvadratkompletering. Hele ideen med metoden
er at benytte kvadratssetningerne bagleens. Da der bade er et = og et y
i cirklens ligning, sa skal vi benytte metoden to gange. Derfor giver vi et
simplere eksempel til at begynde med, som viser metoden én gang.

Eksempel 7.14. Vi ser pa ligningen
2® —8x+15=0
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Det er en andengradsligning, sa vi kunne lgse den med nulpunktsformlen.
Vi vil dog tage en anden vej. Vi begynder med at treekke 15 fra pa begge
sider af lighedstegnet:

2? — 8r = —15

Nu vil vi se pa venstre side 22 — 8z. Det ligner nzesten resultatet af at have
benyttet den anden kvadratssetning. Der mangler dog noget i anden:

22+ 7 — 8z
(S I N
a2 b2 2ab

Sa vi mangler b. Hvis vi ser pa 8x, sa skulle det svare til 2ab. Vi ved, at
8 =2-4, sa vi kan skrive

8r=2-4dr=2-x-4

Her benytter vi, at rackkefglgen vi ganger, er ligegyldig. Dermed kan vi
skrive:

2+ 7?7 —2.2-4
N = = —
a? b2 2ab

Det forteeller os, at b = 4 er et godt bud. Tallet ¥> = 42 mangler dog i
ligningen, sa det er vi ngdt til at tilfgje ved leegge 42 til pa begge sider af
lighedstegnet.

22 —8x =15
22 + 7?7 —2-2-4=-15
~ N S —
a? b2 2ab

22 + 42 —2.x-4=—15+ 42
a2 b2 2ab
(x—4)2=-15+16

————
(a—b)?

(x—4)2=1
Nu kan vi uddrage kvadratroden og huske, at der er to muligheder:
r—4=4V1=+I1

Den fgrste ligning giver: t —4 = —1 & o = —14+4 = 3, og den anden ligning
giver: t —4 =1 x = 144 = 5. Det vil sige, at vi fundet lgsningerne
r=-3o0gx=>5. A

Teknikken der angives i eksemplet oven over er, at se pa tallet foran x
eller y og halvere det. Det halve tal i anden kan vi sa laegge til pa begge sider
af lighedstegnet. Og sa kan vi benytte kvadratssetningerne baglaens. Om det
er den fgrste eller anden kvadratseetning afggres af fortegnet pa tallet foran
x eller y.
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Eksempel 7.15. Vi har ligningen:
22— 6x + oy +da =7

Vi begynder med x. Tallet foran x er —6, sa det er den anden kvadratsasetning
vi skal bruge. Halvdelen af 6 er 3, sa vi kan skrive:

? —6r+y* +dr =7
2= 203492 +dy=—7
2 +3%—2.2-3+y° +4y=-T7+3
a?+b2—2ab
(x =3+’ +dy=—-T+9=2

Nu skal vi se pa tallet foran y. Det er tallet 4, sa det er den forste kva-
dratssetning vi skal anvende. Halvdelen af 4 er 2, sa vi skal leegge 22 til pa
begge sider af lighedstegnet.

(=32 +y?+22+2.y-2=2+22
a2+l:2r+2ab
(x—3)°+(y+2)°=6

Dermed er centrum for cirklen C(3,—2), og radius er r = /6 A

7.4. Skaering mellem cirkel og linje

I dette sidste afsnit vil vi beregne skeeringspunkter mellem en cirkel og en
linje. Pa figur er den samme cirkel tegnet med 3 forskellige linjer, der
skeer cirklen i to punkter. Umiddelbart er det muligt at aflaese koordinaterne
til skaeringspunkterne fra figuren, men vi vil gerne kunne beregne dem.

Vi skal bestemme alle de z og y, som sikrer, at ligningen for cirklen
(x —a)?2+ (y —b)?2 = r? og linjen y = ax + b begge er opfyldt pa samme tid.
Vi giver et eksempel

Eksempel 7.16. Vi gnsker at bestemme skeeringspunkterne til cirklen
(2= 1)+ (y+2)° = 10

og linjen
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Figur 7.4. Tre figurer der viser forskellige situationer, hvor linjer skaer
cirklen (z — 1) + (y + 2)? = 10.

Metoden, vi vil benytte, er at skifte y ud (substituere) i cirklens ligning med
linjen.

(z—1)°+(y+2)*=10
(z—1)2+(-1+2)?=10 indseetter y = —1

(x—1)*+1*=10

(z—-1)*+1=10

(x—1)%>=9
z—1=+V9 uddrager kvadratroden
r—1=4£3
Dermed er der to ligninger: x —1 = -3 < x=-3+1=-2,0gx—1=3 &
x =341 = 4. Det vil sige, da y = —1, sa er skaeringspunkternes koordinater
(=2,—1) og (4,-1). A

Eksempel 7.17. Vi gnsker at bestemme skaeringspunkterne til cirklen
(2= 1)+ (y+2)° = 10
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og linjen

=2
Metoden, vi vil benytte, er at skifte x ud (substituere) i cirklens ligning med
linjen.

(z—1)2+(y+2)?=10
(2-1)7+(y+2?*=10 indsaetter x = 2
1>+ (y+2)%=10
(y+2)2=9
y+2=4V9 uddrager kvadratroden
y+2=23

Dermed er der to ligninger: y+2=-3 &< y=-3-2=-5,0gy+2=3 &
y =3 —2=1. Det vil sige, da x = 2, sa er skeseringspunkternes koordinater

Eksempel 7.18. Vi gnsker at bestemme skaeringspunkterne til cirklen
(=1 +(y+2°=10
og linjen
y=xr—25

Metoden, vi vil benytte, er at skifte y ud (substituere) i cirklens ligning med
linjen.

(z -1+ (y+2)?2=10
(-1 +(x—-5+2)2=10 indsaetter y =z — 5

(x — 1)+ (z —3)2 =10
22+ 12-2-1-2+(2-3)2=10 haever fgrste parentes

2?2 4+1-20+224+32-2.3.2=10 haever anden parentes
20% — 2z — 6z +1+9 =10
22° — 8z + 10 = 10
22° — 81 =0

Det sidste er en andengradsligning. Vi skal benytte

—-bE£Vd
= J, d=b* — 4ac
2a
Vi aflaeser at a = 2, b = —8 og ¢ = 0. Diskriminanten bliver:

d=0%—4ac=(—8)2—-4-2-0=164
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Vi bestemmer z:
_—b+Vd  —(-8)+v64 8438

v 2a 2.2 4
Vi har nu to lgsninger, og vi begynder med minus:
8§—-8 0
T = 1 —1- 0
Sa tager vi plus:
_8+8 16 _ 4
T4 T

Dermed er vores fgrstekoordinater givet ved: £ = 0 eller x = 4. Men hvad
med y?. Vi har heldigvis en formel: y = x — 5. Sa vi indsaetter fgrst x = 0:

y=z—-—5=0—-5=-5

Sa x = 4:
y=r—5=4-5=-1
Det vil sige, at skeeringspunkterne er (0, —5) og (4, —1). A
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Kapzitel 8

Vaksthastighed

Dette kapitel handler om vaksthastighed for funktioner. Det er en del af
det store emne, der kaldes differentialregning. Vores fokus i dette kapitel vil
veere pa, hvordan vaeksthastighed beregnes, og hvad veeksthastigheden kan
sige om en funktion.

Vi begynder kapitlet med at se pa en raekke af de begreber, der knytter
sig til funktioner og vaeksthastighed. Nar vi har det pa plads, begynder vi at
skulle regne, og derfor indfgrer vi regneregler for veeksthastighed, og viser
hvordan den beregnes i de simple tilfaelde.

Derefter introducerer vi begrebet tangent, som er en made, hvorpa vi
naesten kan behandle en funktion, som om den er lineser.

Veaksthastighed giver os en metode til at finde maksima og minima — der
hvor funktionsveerdien er stgrst eller mindst — for funktioner. Det kan ogsa
bruges til at bestemme, hvordan funktionen ser ud, hvis vi ikke umiddelbart
kan tegne dens graf. Det kaldes funktionens monotoniforhold.

Til sidst vil vi behandle, hvordan vaksthastigheden kan beregnes for
mere komplicerede funktioner.

8.1. Begreber om funktioner

I det fplgende vil vi introducere en raekke begreber om funktioner (dog ikke
alle begreber). Enhver funktion har en graf, som vi kan tegne i et koordi-
natsystem. Et eksempel pa en graf for en funktion kan ses pa figur

Grafen pa figur skifter mellem at vaere voksende og aftagende. Hvis vi
har en top pa grafen, sa er det maksimum, og hvis vi har en bund péa grafen,
sa er det et minimum. Maksimum i flertal kaldes maksima , og det er punkter,
hvor funktionsvaerdien (f(z)) er stgrst. Ligeledes kaldes minimum i flertal for
minima, og det er punkter, hvor funktionsveerdien er mindst. Et maksimum
er kendetegnet ved, at grafen vokser til venstre for maksimummet, og aftager
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Maksimum
feb) <]
.S
S/ N\% =
3 S &
7 ©
& &> S
= % =
%
%o.
Vendetangent \'%,
%
Minimum

Figur 8.1. Figuren viser grafen for en funktion, pa grafen er der skre-
vet, hvor den voksende og aftagende, og de forskellige typer ekstrema.

til hgjre for maksimummet. Omvendt med et minimum. Der aftager grafen
til venstre for minimummet og vokser til hgjre for minimummet. Bemaerk,
at det er upreecist at skrive til venstre for og til hgjre for, da der kan ske
mange ting til venstre eller hgjre, men her er tanken, at der skal ses teet pa
punktet.

Pa figur er vores maksimum ikke hgjest, der er punkter helt ude
til hgjre, der ligger leengere oppe. Sa vores maksimum er lavere end disse
punkter. Men lige i nzerheden af vores maksimum ligger vores maksimum
hgjest, et sadant maksimum kaldes et lokalt maksimum. Det er ogsa muligt
at have et lokalt minimum, men pa figur der er der kun ét minimum, og
et sadant kaldes et globalt minimum. Et maksimum kan ogséa veere globalt.

Vi vil nu definere, hvad vi mener med et maksimum og et minimum. Til
det skal vi bruge begrebet om et indre punkt i et interval. Givet et interval
[a; b] eller ]a; b[, sa er x et indre punkt i intervallet, hvis z ligger i intervallet
og * # a og x # b. Med andre ord, ma x ikke ligge pa kanten af intervallet.

Definition 8.1 (Maksimum og minimum). Hvis z¢ er et indre punkt i et
interval, sa har funktionen f et maksimum i xg, hvis det for alle x i intervallet
geelder, at f(x) < f(zp). Funktionen f har et minimum i z, hvis det for
alle z 1 intervallet geelder, at f(x) > f(xo).

Tallet zg kaldes henholdsvis maksimums- eller minimumsstedet. Funk-
tionsveerdien f(xg) kaldes henholdsvis maksimum- eller minimumveerdien.
Punktet (xg, f(xo)) kaldes henholdsvis et (lokalt) maksimum eller minimum.
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Definitionen er en stor mundfuld, men den siger bare det vi intuitivt kan
se ud fra en graf.

Vi kan nu takle begrebet vacksthastighed. En hastighed er et mal for
hvor hurtigt et eller andet @endrer sig. I forbindelse med funktioner er det
et mal for, hvor hurtigt funktionsveaerdien vokser eller aftager i et punkt
pa grafen. Vaeksthastighed regnes med fortegn. Hvis en funktion vokser,
sa har den positiv veeksthastighed, hvis den aftager, sa har den negativ
vaeksthastighed. Hvis vi derimod er i et maksimum eller minimum, sa er
vaeksthastigheden 0, for hvis den ikke var det, sa ville vi ikke kunne ga fra
voksende til aftagende eller omvendt.

Der er dog en anden mulighed for at vaksthastigheden kan veere nul.
Pa figur [8:1] er der et punkt i midten, der kaldes en vandret vendetangent.
Det, der kendetegner et sadant punkt, er, at grafen flader s meget ud, at
vaeksthastigheden i et punkt pa grafen bliver nul, hvorefter grafen fortssetter
som hidtil. Pa figuren optraeder vendetangenten, nar funktionen aftager, men
det kunne lige sa godt ske mens funktionen vokser (vend grafen pa hovedet).

Udgangspunktet er, at vi har en funktion f, hvis vaeksthastighed vi
gnsker at beregne. Det vi vil ggre er at tage f, og lave en ny funktion f’
kaldet f-merke. Ideen er, at det lille / fortaller os, at vi ikke lsengere ser
pa f, men derimod en ny funktion, der er lavet ud fra f. Derfor kaldes f’
for den afledte funktion af f, og processen, hvor vi beregner f’, kaldes at
differentiere. For figur kan oplysningerne om positiv og negativ veekstha-
stighed, samt udseendet pa grafen samles i det, der kaldes en monotonilinje.
Her har vi valgt nogle veerdier for forstekoordinaterne til de tre steder med
vacksthastighed nul.

—1 1 3

o - 0 - 0 +

_l’_
f(x) _—

Pa figur er der til venstre tegnet en graf for en funktion f. Yderst til
venstre vokser grafen for f, Det vil sige, at f har positiv vaeksthastighed.
I det hgjre koordinatsystem, hvor f’ er tegnet, svarer det til, at der er po-
sitive funktionsveerdier. Pa den venstre graf er der sat to punkter i grafens
maksimum og minimum. I de to punkter er der ikke nogen vaksthastighed,
hvorfor grafen for f’ skaerer forsteaksen i hgjre koordinatsystem. I mellem
de to punkter aftager f, og derfor har f’ negative funktionsverdier.

Monotonilinjen for grafen i figur vil se sadan ud:
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Figur 8.2. I det venstre koordinatsystem er der tegnet grafen for en
funktion f. Fortegnene 4+ og — angiver om der er positiv eller negativ
vaeksthastighed. I det hgjre koordinatsystem er der tegnet den afledte
til f kaldet f’. Nar f vokser antager f’ positive veerdier. Nar f aftager,
s antager f’ negative veerdier. Nar f har et maksimum eller minimum,
sé skeerer grafen for f’ fgrsteaksen.

z =2 1
#(z) + 0 - 0 +
flx)y _— —~ _—

Pointen er, at udseendet af f er bestemt af funktionsveerdierne for f.
Det vil sige, hvis vi ved noget om f’, sa ved vi ogsa noget om f.

For at afslutte dette afsnit, giver vi et eksempel pa en anvendelse af
vaeksthastighed, hvor vi vil beregne en konkret hastighed, nemlig den ha-
stighed en ting rammer jorden med, hvis den tabes fra 20 meters hgjde.

Eksempel 8.2. Vi taber en ting fra 20 meters hgjde. Hvor hgjt tingen er
over jorden kan beskrives ved en funktion:

f(z) = —4,41 - 2% + 20,

hvor f(x) er hgjden over jorden malt i meter, og x er tiden, der er gaet siden
tingen begyndte at falde malt i sekunder.

Hvis vi skal beregne tingens hastighed, nar den rammer jorden, sa er vi
fgrst ngdt til at beregne, hvor lang tid der gar for tingen nar jorden. Ved
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jorden er tingen 0 meter over jordoverfladen. Sa vi lgser f(x) =0

f(z)=0
—491-224+20=0
20 = 4,91 - 22
20
491 =
+./4,073 =z
+2,018 =

Her veelger vi den positive veerdi, da tingen ikke rammer jorden i forti-
den. Nu ved vi, at det tager 2,018 sekunder for tingen at ramme jorden. Sa
nu kan vi beregne hastigheden.

Vi vil i naeste afsnit se, at vaeksthastigheden for f kan beregnes ud til
at veere:

f(z) =982z,

hvor f’(x) er hastigheden malt i meter i sekundet, og = er tiden malt i
sekunder.

Vi kan nu beregne hastigheden:
1'(2,13) =9,82-2,13 ~ 20,9

Det vil sige, at tingen rammer jorden 20,9 meter i sekundet eller ca. 75 km.
i timen. A

8.2. Beregning af vaeksthastighed 1

Sa hvordan laver vi sa f’, nar vi kender f. Svaret er, at vi benytter en
oversattelsestabel. I den ene kolonne har vi f, og i den anden har vi det, vi
skal lave f om til, nemlig f’.

f(x) | f'(=)
k 0
T 1
x? 2x
z® ax® 1
In(x) 1
er e*
ekz kekzz
sin(z) | cos(z)
cos(z) | —sin(x)
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En formelsamling vil indeholde flere end de ovennaevnte funktioner. Sa,
hvis du ikke kan finde din funktion pa den ovenstaende liste, sa kig i din
formelsamling.

Tanken bag tabellen ovenfor er, hvis man har en funktion, sa kan funk-
tionen deles op i mindre dele, og sa kan vi anvende tabellen pa hver del. Vi
giver en raekke eksempler

Eksempel 8.3. Vi begynder med et nogenlunde simpelt eksempel: f(z) =
2. Her bestar funktionen kun af én del. Derfor kan vi straks lede i tabellen.
Vi ser at 23 ligner 2%, med a = 3, s& det skal laves om til az®~!, og da a = 3,
bliver det 3z3~! = 322. Det vil sige, at f-maerke er

f(x) = 32°
A

Der eksisterer regler for funktioner, der indeholder + og — i deres formler.
Reglerne er:

Sumregel: (f(z)+g(x)) = £'(x) + g
Differensregel: (f(z) — g(z)) = f'(z) — ¢'(x)

Vi giver et eksempel

Eksempel 8.4. Vi tager nu funktionen f(x) = sin(z) + In(z). Vi kan se,
at den bestar af to dele adskilt af et plus — ogsa kaldet led. Reglen siger, at
vi ma se pa sin(x) og In(x) hver for sig. Det forste led sin(x) laves om til
cos(z), og det andet led In(z) laves om til 2. Nar vi har fundet ud af det, s&
er det vigtigt, at vi sendrer hele f pa en gang, og dermed kan vi skrive

f'(z) = cos(x) + %

Der er en alternativ made at na frem til det samme pa, hvis man bliver
forvirret. Vi seetter parenteser med / efter pa de dele/led, som vi vil finde
vaeksthastigheden for individuelt. Det ser sadan ud:

f'(z) = (sin(z) +In(z))’
= (sin(z)) + (In(z))’
= cos(r) + (In(z))’
= cos(z) + %

Denne metode har den fordel, at den er mekanisk. Det vil sige, at nar man
har veennet sig til den virker den hver gang. A
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Vi vil meget ofte vaere i situationer, hvor der ogsa er ganget et tal pa et
udtryk med z fx 3 - x. I et sadant tilfeelde kaldes 3 en koefficient. Der er en
regel i denne situation:

Koefficientregel: (k- f(z)) =k - f'(z)
Igen giver vi et eksempel.

Eksempel 8.5. Vi ser pa funktionen f(x) = 422 — 3-°*. Som i det forrige
eksempel kan vi dele funktionen i to led: 422 og —3- €, hvis vi ser i tabellen
er der noget, som kunne ligne de to led, men der star 4 og —3 foran, sa hvad
gor vi sa? Svaret er, at vi lader 4 og —3 sta, og husker, at der er et gange
efter dem. S& kan vi ngjes med at se pa x2, som bliver til 2z, og € som
ligner €, hvor k = 5, sa den laves om til 5 - 5. Samlet far vi:

fl(x)=4-20-3-5-¢"
fl(x) =8z — 15 - €
Som i det forrige eksempel kan vi tage funktionen i bidder:
fl(x) = (4.%'2 -3 e5x),
= (4:52)/ - (3- 652)/
— 4 (o) -3 ()
=4-20-3-5¢"
=8z —15-¢™
A

Eksempel 8.6. Meget ofte har vi behov for at differentiere et polynomium
fx f(x) = 23 — 42% + x + 7. Vi tager funktionen i bidder:

flz)=(2° — 42 + 2 +7)
= (2%) — (42®) + (2)' + (7) Opdeling efter + og —.
=@ -4 + () + (7 koefficienter uden for
=321 —4.2. 271 41
fl(z) =32 -8z +1
A
Vi giver i dette afsnit ikke flere eksempler. Resten af kapitlet vil veere

fyldt med beregninger af f-meerke, sa der kommer ikke til at mangle eksemp-
ler.
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\K Tangent y = ax + b
f
1 —— Rgringspunkt
1 05 05 N\\ 15 2
—1 4

Figur 8.3. Figuren viser grafen for en funktion f og dens tangent i
rgringspunktet (zo, f(zo0))-

8.3. Tangent

En tangent er en lineser funktion, som taet pa et punkt pa grafen for en funk-
tion f, ligner f. Det lyder lidt kryptisk. Tanken er, at vi har en funktion
f, og vi har et forstekoordinat zq. Teet pa (xg, f(z¢)) vil en tangent naesten
have de samme funktionsveerdier som f. Undertiden kaldes en tangent, der-
for en fgrsteordensapproximation til f. Ordet fgrsteorden indikerer, at der
er hgjere ordner — mere om det senere.

En tangent er en linezer funktion y = ax + b, sa derfor skal vi kunne
beregne a og b, for at have en tangent. Udgangspunktet er, at vi kender en
funktion f og et forstekoordinat zg, s& umiddelbart kan det se ud som om,
at vi ikke har nok oplysninger, se figur Nu er det sadan, at vaekstha-
stigheden i punktet (xo, f(z9)) — kaldet rgringspunktet — kan beregnes som
1’ (x0). Men vaksthastigheden er netop heeldningen. Dermed er a = f/(x).
Med andre ord, vi kan beregne haeldningen for tangenten ud fra f’. S4 mang-
ler vi b. Men formlen for b er givet ved: b = yo — axg. Her kender vi a og xg,
sa hvis vi kan beregne yg, sa kan vi ogsa beregne b. Funktionen f beregner
andenkoordinater, sa dermed er f(zg) = yo. Det ovenstaende kan koges ned
i fglgende procedure.

e Bestem f'(x)
e Beregn a = f'(x9)

e Beregn yo = f(zo)
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e Beregn b=1y9—a-xg
e Szt det hele sammen til en funktion y = ax + b

Vi giver et eksempel:
Eksempel 8.7. Vi gnsker at beregne en ligning for tangenten til
flz)=—2*+22+4
i punktet (2, f(2)). Det vil sige, at xp = 2. Vi beregner forst
f(z) = —22+2
Sa beregner vi
a=f(2)=-2-242=—-4+2=-2
Sa heaeldningen er a = —2. Vi beregner andenkoordinatet
yo=f(2)=-22+2-24+4=—-4+4+4=4
Sa punktet pa grafen for f er (2,4). Vi beregner
b=yo—arg=4—(-2)-2=4+4=38
Ligningen bliver sa samlet:

y=—-2r+8

8.4. Monotoni

Vi har set pa figur [8:2] at der er en klar sammenhang mellem fortegn for
/', og hvorvidt grafen for f vokser eller aftager. Sammenhengen er givet i
folgende saetning kaldet monotonisetningen.

Seetning 8.8 (Monotonisaetningen). Huvis funktion f er differentiabel gelder
folgende:

(1) Hwis f'(x) > 0 for alle z i et interval I, sa er f voksende pa inter-
vallet I.

(2) Hvis f'(x) < O for alle x i et interval I, sa er f aftagende pa
intervallet I.

(3) Hwvis f'(x) = 0 for alle x i et interval I, sa er f konstant (dvs.
f(x) = k) pa intervallet I.

Sezetningen er noget af en mundfuld. Men det den siger er logisk. Hvis
en funktion har positiv vaeksthastighed, sa vokser funktionen, hvis den har
negativ veeksthastighed, sa aftager funktionen, og hvis den ikke har vaekst-
hastighed, sa er den konstant.



134 8. Vaksthastighed

T =2
4,
2,
—:2 -1 1 2 3
I
r=-—1

Figur 8.4. Graf for en funktion f, hvor fgrstekoordinaterne for mak-
simum og minimum er angivet.

Det vi skal nu, er at bestemme i hvilke omrader pa forsteaksen, en funk-
tion er voksende eller aftagende, og om der er nogle steder, hvor der er et
maksimum eller minimum (eller noget helt andet). At bestemme disse ting
for en funktion f, kaldes at bestemme dens monotoniforhold.

For at bestemme monotoniforhold for en funktion, vil vi normalt se efter,
hvor grafen sendrer sig fra for eksempel at veere voksende til aftagende. De
punkter, hvor et sadant skift sker, har vi tidligere kaldt maksimum, minimum
eller vandret vendetangent. Men nar vi bestemmer monotoniforhold for en
funktion, sa kan det veere sadan, at vi ikke pa forhand kan vide hvilken type
punkt vi har fundet. Derfor er der en samlet betegnelse for disse punkter:
Vi kalder dem ekstrema i ental ekstremum. Vi vil bruge den betegnelse for
alle punkter (x, f(zo)), hvor vi har f’(zo) = 0.

Vi vil give tre eksempler i stigende svaerhedsgrad.

Eksempel 8.9 (Hvis vi har en graf). Grafen for en funktion f kan ses pa
figur

Der er to seerlige punkter, der er angivet pa grafen. Nemlig, der hvor
grafen gar fra at veere aftagende til at veere voksende og fra at veere voksen-
de til at veere aftagende. Det, der kendetegner de to punkter, er, at deres
vaeksthastighed er 0. Punktet, hvor x = —1, kaldes et minimum, og punktet,
hvor x = 2, kaldes et maksimum. Vi kan se, at funktionen er aftagende, nar
x < —1, voksende nar —1 < x < 2, og aftagende nar 2 < x. En monotonilinje
for grafen vil se sddan ud:



8.4. Monotoni 135

1 —05 05 1 15 2

Figur 8.5. Grafen for f(z) = e® — 2z.

—1 2

- 0 +_ 0 -
f@) >~ 7 T

Samlet kan vi angive monotoniforholdene med intervalnotation som:

Funktionen f er aftagende pa intervallerne | — co; —1] og [2; o0].
Funktionen f er voksende pa intervallet [—1;2].

Funktionen f har et maksimum i (2, f(2)).

Funktionen f har et minimum i (—1, f(—1)).

Vi anvender symbolet oo til at angive, at intervallet ikke har en gvre
eller nedre graense. Intervalparentesen | eller | skal vende vaek fra oco. VAN

Eksempel 8.10 (Hvis vi kan fa hjeelp af en computer). Vi har nu faet givet
funktionen f(x) = e* — 2x, og vi skal bestemme dens monotoniforhold. Da
vi har en computer tilrddighed, kan vi begynde med at tegne grafen for f.
Se figur

Der ser ud til at veere et minimum, men det er ikke let at aflacse dets
fgrstekoordinat. Sa vi kommer til at regne for at bestemme forstekoordinatet
til minimummet.

Det vi leder efter er et z, sa veeksthastigheden i (z, f(x)) er nul. Det vil
sige, at vi gnsker at lgse fglgende ligning:

fix)=0
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Hvis vi beder en computer om at lgse den ligning, far vi x ~ 0,69315. Der
er to ting vi nu kan sige. Det fgrste er, at vi har fundet alle ekstrema, og
det andet er, at de alle kan ses pa vores graf. Dermed forteeller grafen hele
historien om udseendet pa f. Vi kan nu konkludere:

Funktionen f er aftagende pa intervallet | — 0o0;0,69315].
Funktionen f er voksende pa intervallet [0,69315; ool.
Funktionen f har et minimum i (0,69315, f(0,69315)).

En monotonilinje for f vil se sdidan ud (men nar vi bruger en computer,
sa er den overflgdig)

o 0,69
fle) — 0 4+
flx) ™~ _—

Vi bemaerker som afslutning, at ligningen f’(z) = 0 faktisk godt kan
lgses 1 handen i dette tilfeelde. Vi differentierer f, og far: f'(z) = e* — 2. Vi
lgser f'(z) =0

x = In(2) ~ 0,69315
A
Eksempel 8.11 (Hvis vi ikke har en computer). Vi far givet funktionen

f(x) = 23 — 322 — 92 + 1. Nu kan vi ikke bare tegne grafen for f, s i stedet
ma vi lede efter ekstrema. Det vil sige, at vi lgser

fl(x)=0
Vi begynder med at differentiere:
f'(z) =32% —6x—9
Derefter lgser vi f'(z) =0

fl(x) =
322 -6z —-9=0



8.4. Monotoni 137

Vi har faet fat pa en andengradsligning. Sa vi hiver diskriminantformlen
frem:

d=0b>— 4ac
d=(—6)2—-4-3-(-9)
=36 —12-(-9)
=36+ 108 = 144
Dermed er der to nulpunkter:
~b+Vd
r=——
2a
_ —(-6) £ V144
2-3
6412
6
x—_—G——l \% x—§—
=5 = =35 =

Sa vi har to mulige ekstrema, men vi kan ikke umiddelbart sige, hvad de er.
En monotonilinje for f vil se sdidan ud pa dette indtil videre:
z -1 3
fl@y 2 0 72 0 2

Nu ved vi dog, at veeksthastigheden fgr, imellem og efter de to ekstrema,
er enten er positiv eller negativ (den kan jo ikke vaere 0). Sa vi kan afprove,
hvad fortegnene for f’(z) er? Vi veelger et tal for x = —1 fieks. x = —2 et
imellem x = —1 og x = 3 f.eks. x = 0. Og vi veelger til sidst et tal storre end
x = 3 f.eks. x = 4. Dette kaldes en fortegnsundersggelse. Nu kan vi beregne
f'(x) for de tre veerdier:

fl(=2)=3-(-2)2-6-(—2)—9=3-44+12-9=124+12-9=15>0
fl(0)=3-02-6-0-9=-9<0
fl(4)=3-4>-6-4-9=3-16-24—-9=48-24—-9=15>0

Sa vores monotonilinje kan nu ggres feerdig:

z -1 3

fl(aj) + 0 — 0 +
fle)  _— —~ _—

Konklusionen er sa:

Funktionen f er voksende pa intervallerne | — oo; —1] og [3; ool.

Funktionen f er aftagende pa intervallet [—1;3].
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Funktionen f har et maksimum i (—1, f(—1)).
Funktionen f har et minimum i (3, f(3)).

I det sidste eksempel kan vi opskrive metoden i fire punkter.
(1) Beregn f'(z).
(2) Lgs ligningen f’(z) = 0.
(3) Lav en fortegnsundersggelse.
(4) Konkluder.



Kapzitel 9

Sandsynlighedsregning

Dette kapitel introducerer sandsynlighedsregning. Kapitlet er forholdsvis be-
grebstungt. Vi begynder kapitlet med de grundleggende begreber indenfor
sandsynlighedsregning, inden vi fortseetter til kombinatorik.

Kombinatorik handler om at tezelle, og det har vi brug for i forbindelse
med kapitlets hovedbegreb, nemlig binomialfordelingen.

9.1. Grundlseggende begreber

Sandsynlighedsregning handler om situationer, hvor der er et element af
tilfaeldighed involveret. Det kan veere kast med en terning, et spil kort, og
lignende. Typisk ved vi, hvor tilfeeldig tingene er pa forhand. Pa den made
adskiller sandsynlighedsregning sig fra statistik, hvor man nsesten aldrig
kender sandsynlighederne pa forhand.

I sandsynlighedsregning ser vi pa en situation, for eksempel kast med en
sekssidet terning. Nar vi kaster én gang med terningen, sa viser den et antal
gjne, det kalder vi et udfald. Mzengden af alle udfald kaldes et udfaldsrum.
Hvis det er en sekssidet terning, sa er udfaldsrummet:

Udfaldsrum betegnes typisk med bogstavet U.

Vi har ikke med sandsynlighedsregning at ggre, hvis der ikke er sand-
synligheder. Et sandsynlighedsmal er en funktion P, der tager hvert udfald
i udfaldsrummet U, og giver det en sandsynlighed mellem 0 og 1. Hvis det
er en sekssidet terning, sa giver det mening, at hvert udfald skal have sand-
synligheden %, idet der er 6 udfald, og de er lige sandsynlige. Dermed kan
der skrives:

PO =g
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Udfaldsrum

B)
JUN 0 1
L] e o 6

Figur 9.1. Figuren viser udfaldsrummet for en sekssidet terning til

venstre, og sandsynligheden for at sla en eter (%)

Se figur

Parret (U, P) kaldes et sandsynlighedsfelt, og nar alle sandsynligheder
er lige store, som i eksemplet med den sekssidet terning, sa kaldes det et
symmetrisk sandsynlighedsfelt.

Under tiden kan man stgde pa spgrgsmal, som: Hvad er sandsynligheden
for at sla et lige antal gjne, eller hvad er sandsynligheden for ikke at sla en
femmer? For at kunne svare pa de to spgrgsmal kraever det, at vi introducerer
begrebet en hendelse. Hvis vi ser pa det forste spgrgsmal, om at sla et lige
antal gjne med en sekssidet terning, sa bemeerker vi, at udfaldene [J, £J og
opfylder betingelsen at have et lige antal gjne. Dermed er haendelsen at
sla et lige antal gjne en maengde af udfald. Der er to mader at argumentere
for sandsynligheden af haendelsen. Den fgrste benytter, at hvis to heendelser
A og B er adskilte eller uafheengige, sa kan vi beregne sandsynligheden for
A eller B ved formlen:

P(A eller B) = P(A) + P(B)

Da alle vores udfald i heendelsen — at sla et lige antal gjne — ogsé er haendelser,
kan vi beregne:

. . 11 1 3
P(Lige antal gjne) = P((J) + P(()) + P(&)) = 5 + G + =%
Her benytter vi, at alle udfald er heendelser (men ikke alle haendelser er
udfald).

Den anden metode virker kun ved symmetriske udfaldsrum. Det ud-
nytter begrebet gunstige udfald. Et gunstigt udfald er et, som er en del af
heendelsen. I vores tilfeelde er det (), (3 og €3, der er de gunstige udfald.
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Udfaldsrum

B)
JUN 0 1
6
)< x®
i

Figur 9.2. Figuren viser udfaldsrummet for en sekssidet terning til
venstre, og sandsynligheden for at sla en eter (%) Nederst vises den

stokastiske variabel X. Den afbilder en sekser til tallet 6.

Dermed kan vi beregne:

. i Antal gunstige udfald 3
P(Lige antal ojne) = =1 N dfald i alt 6

Vi havde et andet spgrgsmal, nemlig hvad sandsynligheden er for, at
ikke sla en femmer. Med de to foregaende teknikker kan vi nd frem til at
sandsynligheden er g. Men der er en anden teknik, som i nogle tilfselde kan
veere hurtigere. For et sandsynlighedsfelt skal det gzelde, at alle sandsynlig-
heder lagt sammen skal give 1. Eller sagt anderledes, at sandsynligheden for
heendelsen ”alle udfald”, er 1. I vores situation har vi

PO +PO)+PE+PEO)+PE) +PE)=1

Men dermed kan vi beregne sandsynligheden for ikke at fa en femmer som:

1 5
P(ikke en femmer) =1 — P(() =1 — =%

9.2. Stokastisk variabel

I afsnittet ovenfor benyttede vi terningesymboler for de forskellige udfald.
Selvom det tydeligt viser, hvad de konkrete udfald er, sa er det bgvlet, iseer
hvis vi har flere terninger, eller andre objekter. Derfor indfgrer vi en seerlig
variabel, nemlig den stokastiske variabel. En stokastisk variabel X er en
funktion fra udfaldsrummet ind i de reelle tal. Dette er en bgvlet méade at
sige, at for hvert udfald knytter vi et tal. Et eksempel er, at hvert muligt
terningeudfald far antallet af gjne. Det vil sige,



142 9. Sandsynlighedsregning

Se figur [0.2] Det er dog ikke den eneste made at gore det pa. Vi vil se en
anden made senere.

Pointen med den stokastiske variabel er, at den giver mulighed for at skri-
ve beregninger af sandsynlighed pa en forholdsvis let made. Skrivemaderne
beskriver vi i fglgende eksempel:

Eksempel 9.1 (Notation). I dette eksempel er den stokastiske variabel X
antallet af gjne pa en sekssidet terning. Hvis vi skriver X = 3, sa mener vi,
at terningen har tre gjne. Dermed hvis vi skriver:

sa betyder det sandsynligheden for, at terningen har tre gjne.

Denne notation/skrivemade, giver mulighed for at opskrive andre sand-
synlighedsspgrgsmal. Hvis vi skriver

P(X <2)

sa betyder det sandsynligheden for, at terningen viser to eller mindre. Det
kan beregnes saledes:

P(X<2)=P(X=2)+P(X =1) =

SN

|~
D=

Vi kan ogsa skrive
P(2< X <4)

. Hvilket betyder, sandsynligheden for at terningen viser mellem to og fire
(dvs. 2, 3 eller 4). Det kan vi beregne som:

1 1 1 3
P(2SX§4):P(X:2)+P(X:3)+P(X:4):6+6+6:6
Vi kan samle informationerne om sandsynlighederne i en tabel, kaldet

en sandsynlighedstabel

Her skriver vi t, fordi det er sveert at kende forskel pa X og z, hvis man
for eksempel skriver i handen. A

Eksempel 9.2 (Vigtigt!). Det folgende eksempel er vigtigt, idet vi viser
en anden méade at bruge stokastiske variable pa, samt introducere begrebet
forventet veerdi eller middelvaerdi for en stokastisk variabel. Vi forestiller
os, at vi spiller et pengespil med en sekssidet terning, hvor vi spiller mod
“huset”. Vi veelger, at X skal veere gevinsten ved de forskellige udfald. Hvis
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vi vinder, sa er X positiv, hvis "huset” vinder, sa er X negativ. Vi laver en
tabel over udfald og gevinster:

Udfald |0 B & ©
Gevinst (X) |10 =5 -5 5 —20 10
Vi bemaerker, at der er flere udfald, der giver den samme gevinst, dermed

har vi for eksempel: X () = X (&J). Det betyder, at vores sandsynligheds-
fordelingstabel skal se sadan ud:

t  |-20 =5 5 10
PX=0l3% § & &

Med denne tabel kan vi svare pa spgrgsmal om, hvad sandsynligheder-
ne er for forskellige gevinster. Bemszerk, at vi ikke har nogen oplysninger i
tabellen om hvilke udfald, der giver hvilken gevinst.

Hvis vi beregner
P(X <0)
sa sporger vi om, hvad sandsynligheden er for, at gevinsten er negativ, det
vil sige, at tabe penge. Ud fra tabellen kan vi beregne:

12 3 1
P(X<O)—P(X——2O)+P(X——5)—6+6—6— 5
Med andre ord, vil vi tabe penge halvdelen af gangene, og dermed vil vi vinde
penge halvdelen af gangene. Nu kunne man tro, at det vil vaere ligegyldigt,
om man spiller eller ej. Men faktisk kan det ikke tilrades, at man spiller. I
gennemsnit vil man tabe penge. Det centrale begreb er den forventede verdi
eller middelverdien. Vi forestiller os, at vi spiller uendelig mange gange, og
vil gerne vide, hvad vi kan forvente at fa som gevinst. Vi kan opskrive en
formel. Hvis z1, 2o, ..., z, er de forskellige vaerdier X kan antage, sa er den
forventede veerdi E(X) eller p givet ved:

E(X)=z,-P(X =a1) +22- P(X =22) + ... + @ - P(X =)

Ud fra vores sandsynlighedsfordelingstabel kan vi skrive:

1 2 1 2
E(X):—20-6+(—5)-6+5-6+10-6

=20 5-2+5+1o-2
6 6 6 6
_ —20-10+5+20
N 6
_5
6

Det vil sige, at vi i gennemsnit vil tabe %, hvis vi spiller spillet.

Gennemsnittet siger dog ikke noget om, hvor galt det kan ga. Kan vi
tabe 100 gange i treek? Dette sporgsmal er vanskeligt at svare pa, men vi
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kan sige noget om hvor stor variation eller spredning, der er i gevinsterne.
En stokastisk variabel har det, der kaldes en warians, Hvis vi anvender p i
stedet for E(X), sa kan variansen beregnes som:

Var(X) = (21—p)*P(X = 21)+(20—p)*P(X = x0)+. . A+ (2 —p)?P(X = z,,)
Vi kan ud fra vores tabel beregne:

= (- () - (- ()
() (o ()
() () (B 4 (9

~ 111,8056

Dette tal siger ikke sa meget. Vi er naesten altid mere interesseret i spred-
ningen o, som vi kan beregne ved:

o =/ Var(X).

Ud fra vores tal far vi:

o =+/Var(X) = 1/111,8056 = 10,57

En made, at fortolke dette tal pa, er at sige, at udsvingene i gevinst er ca
11 pr. spil. A

Fordi stokastiske variable har veerdier, der er tal giver det mening at
udfgre regneoperationer pa dem. For eksempel kan vi skrive X + X5 eller
X1 — X5 og sa videre. Der er nogle komplikationer ved at skulle regne sand-
synligheder for sadanne stokastiske variable, men det er vigtigt at kunne
regne med stokastiske variable, da de optraeder tilstraekkelig ofte i virkelig-
heden. Det fglgende eksempel er klassisk.

Eksempel 9.3. Vi har to sekssidet terninger, som vi kaster, og laegger
gjnene sammen. Vi kan forsta situationen sadan, at vi har en stokastisk
variabel X1, der giver antal gjne pa den fgrste terning. Vi har en anden
stokastisk variabel X9, der giver antal gjne pa den anden terning. Summen
X af gjnene kan vi sa skrive som: X7 + X5 = X. Nu bliver spgrgsmalet,
hvordan vi skal forsta udtryk som P(X = 4). Udtrykket stiller spgrgsmalet,
hvad er sandsynligheden for at gjnene til sammen giver 47 For at kunne
svare pa dette, ma vi svare pa, hvordan vi kan fa terningerne til at vise fire.
En mulighed er, at X1 = 1 og X5 = 3. Vi kan sa beregne sandsynligheden
for, at den fgrste terning viser 1, og den anden viser 3. Da vi ma antage,
at terninger ikke har nogen indflydelse pa hinanden — det vil sige, de er
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uafhaengige — sa kan vi beregne sandsynligheden ved at gange hver ternings
udfald med hinanden:

11 1
6 6 36

Med andre ord, sandsynligheden for, at den fgrste terning viser 1, og den
anden viser 3, er %. Sa langt sa godt, men der er andre mader at kaste med
to terninger, s& summen af gjnene viser 4. Der er ogsa: X1 = 2 og Xy = 2;
og X1 = 3 og X2 = 1. Da hver mulighed er uafhsengig af de andre, kan vi
legge alle sandsynlighederne sammen for at fa den samlede sandsynlighed

for at kaste to terninger, sa gjnene giver 4.

P(X;=10gX,=3)=P(X;=1)-P(X,=3) =

P(X=4)ZP(Xl:1OgX2:3)+P(X1:QOgXQZQ)—l-P(Xl:?)OgXQ:l)
1 1 1 3 1

T36 736 36 36 12

Det vil sige, sandsynligheden for at kaste med to terninger og fa summen 4
er %

Pointen med det ovenstaende er, at for at kunne beregne sandsynlighe-
der, skal vi kende sandsynligheden for et udfald, af den gnskede slags (sum-
men 4), og antallet af mader vi kan skabe de gnskede udfald. Med andre
ord, er det ngdvendigt at have metoder til at beregne antallet af bestemte

udfald. Det er emnet for det naeste afsnit.

Som en sidste kommentar, sa kan vi i tilfseldet to terninger faktisk op-
skrive samtlige muligheder:

X1+ Xo 1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5) 6 7 8 9
4 ) 6 7 8 9 10
) 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

En sandsynlighedstabel vil derfor se sadan ud:

t |2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 A
_ T 2 3 4 5 [§] 5 4 3 2 T
P(X=t)|3 35 36 3 3 36 3 3 36 35 36

9.3. Kombinatorik

I eksempel sa vi pa tilfzeldet, hvor der blev kastet to terninger. For at
kunne beregne sandsynligheden var det ngdvendigt, at vi vidste, hvor mange
mader en sum af gjne kunne opsta. Det med at kunne beregne antallet af
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mader eller kombinationer, kaldes kombinatorik, hvilket er emnet for dette
afsnit.

For at komme i gang begynder vi med multiplikationsprincippet og ad-
ditionsprincippet. Multiplikationsprincippet siger, at hvis vi har to antal der
skal blandes med hinanden, sa skal vi gange antallene sammen. Et eksempel
er vaffelis. Her kan vi maske begynde med at veelge antal kugler, antal smage
og om der skal noget oven pa. Vi antager, at man valger tre kugler, og hvis
man kan veelge imellem fire smage, sa vil der veere 3 -4 = 12 méader, det kan
ske pa. Her tillader vi, at man ma veelge den samme smag flere gange. Ideen
bag multiplikationsprincippet kan vises med et telletre.

1/;\3
VNN AN

Teelletraeet har viser oppefra og ned de tre kugler, og de fire smage. Ved
at tegne et nyt tree kan man overbevise sig selv om, at raekkefglgen ikke er
vigtig.

Nu mangler vi additionsprincippet. Det siger, at hvis vi har to antal,
hvor vi skal veelge enten fra den ene eller den anden, sa findes det samlede
antal kombinationer ved at leegge antallene sammen. Hvis vi forestiller os, at
isbutikken seelger is i en vaffel eller et beeger, sa er udelukker de to muligheder
hinanden. Hvis baegerne er for sma til 3 kugler og kun kan indeholde to, sa
er der 2 -4 = 8 kombinationer af is, nar man vealger et baeger. Dermed er
der 8 4+ 12 = 20 muligheder, nar man skal veelge mellem vaffel eller baeger.
To teelletraeer for de to muligheder (vaffel /baeger) er folgende:

1/;\3 1/.\2
VANV NG N NN

Dermed har vi, at hvis kan veelge imellem n af en slags og m af en anden
slags, sa har vi

n-m

kombinationer. Hvis vi kan veaelge n af en slags eller m af en anden slags, sa
har vi

n-—+m

kombinationer.
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Vi vil nu se pa antal af mader vi kan sortere n ting pa. Det vil sige,
at vi saetter dem i reekkefglge pa alle mulige mader. Metoden til at beregne
antallet af sorteringer, kaldes fakultet, og skrives n!. Formlen er:

nl=n-(n—1)-(n—2)-...-1

Det vil sige, at vi for eksempel kan beregne: 5! =5-4-3-2-1 = 120. Dermed
er der 120 mader, at seette 5 ting i rackkefaclge. Vi har fglgende regneregel:

ol=1
Det vil sige, at antallet, af mader vi kan sortere ingenting pé&, er 1.

Der er to mader at argumentere for formelen for fakultet. Den fgrste
er at sige, at vi har for eksempel 5 pladser, hvor vi skal placere 5 ting. Pa
den fgrste plads kan vi veelge mellem 5 ting, pa den anden plads kan vi
veelge mellem 4 (vi har placeret noget pa den forste plads), pa den tredje
plads kan vi veelge mellem 3 ting og sa fremdeles. Det giver udregningen:
5-4-3-2-1 muligheder, som fglge af multiplikationsprincippet. Den anden
made at argumentere pa er at sige, at den fgrste ting kan placeres pa 5
pladser, den naeste ting kan placeres pa 4 pladser (vi har brugt en plads),
den tredje kan placeres pa 3 pladser og sa fremdeles. Det giver den samme
udregning som fgr ud fra multiplikationsprincippet.

Det sidste, vi mangler fra kombinatorikken, er antallet af mader, vi kan
veelge r ting ud fra n ting, hvor raekkefglgen af tingene ikke er vigtig. For ek-
sempel, hvis vi har tallene 1,2, 3,4,5 og vi gnsker at bestemme, hvor mange
mader vi kan veelge to tal ud af de fem tal, sa kan vi prgve at skrive dem
alle op. (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (2,3), (2,4), (2,5), (3,4), (3,5), (4,5).
Eller i alt 10 mader, men hvis vi nu skal finde 34 ud af 1507 Sa har vi
brug for en formel. Vi kalder antallet af mader at veelge r ud af n ting for
binomialkoefficienten, og skriver den K (n,r). Den har formlen:

n!

K =——
(n, ) rl-(n—r)!
Eksempel 9.4. Vi forestiller os en klub, der har en bestyrelse pa 9 personer.
Klubben har brug for at nedseette et udvalg, hvor der fire deltagere. Det kan
de gore pa K(9,4) mader:
9!

41-(9 —4)!

Her har vi brugt en computer til at regne for os.

K(9,4) = 126

Hvis der nu er 3 kvinder og 6 maend i bestyrelsen, sa kan vi spgrge
om sandsynligheden for, at en kvinde kommer med i udvalget. For at kunne
svare pa det skal vi kende antallet af mader, vi kan veelge en kvinde ud af tre
pa, og antallet af mader de resterende tre udvalgsposter kan fordeles blandt
tre ud af seks maend. Vi kan veelge en kvinde til udvalget pa K(3,1) mader.
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Og vi kan valge tre meend til vaere blandt de seks maend i bestyrelsen, pa
K (6, 3) mader. Dermed kan vi benytte multiplikationsprincippet til at sige,
at antallet af mader at fa en kvinde med i udvalget er K(3,1)- K(6,3). Det
er antallet af gunstige udfald, sa hvis vi dividere med antallet af mader at
veelge fire til udvalget pa, sa har vi sandsynligheden for at en kvinde fra
bestyrelse kommer i udvalget:

K(3,1)- K(6,3)

=0,476 =4
K(9,4) 0,476 7,6%

A

Der er nogle tilelde, hvor vi direkte kan beregne binomialkoefficienten
K. Det er typisk, nar bade n og r er meget sma, eller nar n er meget stgrre
end r (eller nar n og r er meget taet pa hinanden).

Eksempel 9.5. Hvis vi skal veelge 2 ud af 28 — for eksempel to elevradsrepraesentanter,
ud af 28 elever i en klasse — sa skal vi beregne:

28! 28!
2. (28 —2)! 2! 26!

K(28,2) =

Nu kan man tro, at vi skal beregne 28! og 26!, hvilket er to meget store tal
(28! kreever 30 cifre). Men det behgver vi ikke! Hvis vi laegger meerke til at
28! = 28 - 27 - 26!, sa kan vi reducere pa fglgende made:

28! 28.27-26! 28-27
21.926! 21.26! 2.1

At vi kan lave udregningen med 28!, kan vi vise med et simplere eksempel
51

=14-27 =378

4!
——
5!=5-4-3-2-1
|
3!

A

Der endnu en made at komme frem til K (n,r) og det er ved hjeelp af
Pascals trekant, se figur Her har vi n lodret og r vandret. Tallene star
ikke lige under hinanden, men forskudt, sa tallene pa en linje neden under
star i mellem tallene oven over. Maden man laver en ny linje er at skrive 1
yderst til venstre, sa leegge tallene oven over den nye linje parvist sammen.
Sa pa figur er tallet, der skal sa imellem og neden under 28 og 56 i den
nederste linje 28 + 56 = 84.

Vi vil afslutte kombinatorik med at lave et bevis for binomialkoefficien-
ten:
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n=2~. 1 8 28 56 70 56 28 8 1
r=0r=1r=2r=3r=4r=5r=6r=7r=28

Figur 9.3. Figuren viser et udsnit af Pascals trekant. Veerdierne for
K(n,r) kan afleeses ved at finde n ude til venstre og finde r i bunden.
Sa skal man fglge striben op til n.

Saetning 9.6. Binomialkoefficienten er givet ved:

n!
Kn,r)= ———
(n, ) rl-(n—r)!
Bevis. Udgangspunktet er, at vi har en meengde {x1, z2, ..., 2, } med n ele-

menter. Vi ved, at vi kan sortere maengden pa n! mader. Vi vil nu lave alle
sorteringer pa en lidt mere besveerlig made, hvor vi udnytter multiplikations-
princippet. Fgrst udveelger vi alle delmaengder, der bestar af r elementer.
Dem er der K(n,r) af. Hver af disse delmaengder kan sorteres pa r! mader.
Sa vi har K (n,r)-r! mader at udvelge og sortere delmaengderne pa. Men vi
mangler at sortere de elementer, der ikke blev udvalgt. Dem er der n—r af og
derfor (n—r)! mader at sortere pa. Dermed har vi samlet K (n,r)-r!-(n—r)!
mader at sortere hele maengden pa. Men det er ogsa n!, sa vi har:

K(n,r)-rl-(n—r)l =nl

n!
K(n,r) = m

9.4. Bernoullifordelingen

I det ovenstaende har vi set pa sandsynlighedsfelter, middelveaerdier og spred-
ning. Alle tre ting, er bgvlede at have med at ggre, selv i simple tilfeelde. I
mange tilfeelde kan vi ggre livet lettere for os selv, ved at inddrage det, der
kaldes en sandsynlighedsfordeling. Der findes mange sandsynlighedsfordelin-
ger, s& vi skal vaere opmeerksomme pa, at vi bruger den rigtige fordeling, nar
vi arbejder med sandsynlighedsregning.
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Vi vil i dette afsnit introducere Bernoullifordelingen, som nok er en af
de simpleste fordelinger, der findes. Den er byggestenen til den vigtige bino-
mialfordeling, som er emnet for det neeste afsnit. Vi giver en definition:

Definition 9.7. En stokastisk variabel X er Bernoullifordelt med sandsyn-
lighedsparameter p, hvis den har praecis to veerdier kaldet succes X = 1 og
fiasko X = 0. Sandsynligheden for en succes er P(X = 1) = p, og sandsyn-
ligheden for en fiasko er P(X = 0) = 1 — p. Vi skriver: X ~ Bernoulli(p),
hvis X er Bernoullifordelt med sandsynlighedsparameter p.

Hvis vi sgger efter ting i virkeligheden, der er Bernoullifordelte, s& vil
det veere situationer, hvor der er preecis to udfald, og hvor vi kun ggr tingen
en gang. For eksempel, hvis vi kaster én gang med en terning, og succes er
en sekser, s& har vi X ~ Bernoulli(). Vi kan sa beregne P(X = 1) = % og
PX=0)=1- % = %. Dette illustrerer point med en sandsynlighedsfor-
deling, nemlig at vi kun behgver at kende parametrene i fordelingen for at
kunne regne med den.

Generelt kan vi skrive en formel for en Bernoullifordeling:
1—p t=0
P(X =t) = P
P t=1
Denne gaffelfunktion kan vi skrive som en samlet funktion. Ideen er, at vi
har p' = pog (1—p)! =1—p, samt p® = 1 og (1 —p)° = 1, sa hvis vi skriver
P(X =t)=p'- (1 —p)'~* sa vil den give det samme som gaffelfunktionen.
Der er kun to veerdier vi skal afprgve, sa vi regner direkte efter:
P(X=t)=p"(1-p'"
PX=0)=p"-(1-p'°=1-(1-p)=1-p
PX=1)=p'-(1-p''=p-1-p°=p-1=p
Dermed har vi en formel for Bernoullifordelingen med sandsynlighedspara-

meter p:
P(X=t)=p"-(1-p)"

Det er ret let at beregne den forventede veerdi eller middelvaerdi for en
Bernoullifordeling. Vi skriver det som et bevis:
Saetning 9.8. Middelverdien u for en Bernoullifordeling med sandsynlig-
hedsparameter p er givet ved
H=Dp
Bevis. Formlen for middelveerdi for en stokastisk variabel kan skrives som
fglger, nar variablen er Bernoullifordelt:

p=0-P(X=0)+1-P(X =1)
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Det giver sa:
p=0+1-p=p

O
Szetning 9.9. Variansen o2 for en Bernoullifordeling er givet ved:
o?=p-(1-p)
Bevis. Variansen opskrives:
o?=0-p?* PX=0+1-p? PX=1)
=(=p?-(L=p)+(1-p)?*p
=p> (L-p)+(1-p°p
seetter p uden for en parentes
=p-(p-(1-p)+(1—-p)?
seetter 1 — p uden for en parentes
=p-(1-p)-(p+1-p)
=p-(1-p)
(]

9.5. Binomialfordelingen

Hvis vi udfgrer et eksperiment med to udfald én gang, sa var det Bernoul-
lifordelt. Hvis vi gentager forsgget, og taller antallet af succeser, sa far vi
en binomialfordeling. Vi forestiller os, at vi kaster med en sekssidet terning
30 gange, og vi veelger det at fa en sekser som en succes. Vi kan dermed
fa mellem 0 og 30 seksere. Sandsynligheden for i et kast at fa en sekser er
%, men hvad er sandsynligheden for at fa syv seksere? Dette spgrgsmal kan
besvares med binomialfordelingen.

Definition 9.10. En stokastisk variabel X er binomialfordelt med antalspa-
rameter n og sandsynlighedsparameter p, nar vi udfgrer et basiseksperiement
n gange, som opfylder:
(1) Basiseksperimentet har preecis to udfald, som vi kalder succes og
fiasko

(2) Alle basiseksperimenter er uafhaengige af hinanden (dvs. at resulta-
tet af et eksperiment ikke har betydning for andre eksperimenter)

(3) Sandsynligheden for succes p er konstant igennem alle basisekspe-
rimenter.
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Hvis den stokastiske variabel X desuden beskriver heendelsen at fa r succe-
ser, sa er X binomialfordelt, og vi skriver: X ~ b(n,p).

I eksemplet med terningen som bliver kastet 30 gange, der er basiseks-
perimentet ét kast med terningen. Vores antalsparameter er n = 30, og
sandsynlighedsparameteret er p = %. Og vi vil kunne skrive X ~ b (30, %)

Der findes en formel, der beregner, for en binomialfordeling, sandsynlig-
heden for at fa praecis r succeser.

Definition 9.11. Hvis X ~ b(n,p), sa kan sandsynligheden for at fa preecis
r succeser beregnes med:

Her er K(n,r) = #Lr), antal kombinationer.

De enkelte dele af formlen kan forklares saledes:

P(X = r): Sandsynligheden for at fa r succeser. Antallet r ligger mel-
lem 0 og n.

K(n,r): Antallet af mader, hvorpa de r succeser kan opsta.

p": Sandsynligheden for r succeser. De ganges sammen, da hvert ba-
siseksperiment er uathaengig af de andre.

(1 — p)™~": Sandsynligheden for n — r fiaskoer. Nar r ud af n udfald
er succeser, sa er n — r udfald fiaskoer. Sandsynlighederne ganges
sammen, fordi de er uatheengige.

Det er muligt at indse, at formlen faktisk giver det rigtige svar ved at se
pa et simpelt eksempel.

Eksempel 9.12. Vi forestiller os, at vi kaster tre gange med en sekssidet
terning, og vi veelger en sekser som succes. Vi vil gerne beregne sandsyn-
ligheden for, at vi slar to seksere. Hvis vi slar to seksere pa tre kast, sa
ma et af kastene vaere noget andet end en sekser. Med andre ord, vi har to
succeser og en fiasko. Antal mader, det kan ske pa, kan vi skrive op med S
for succes og F' for fiasko. Vi kan sla to seksere i de to fgrste kast SSF, vi
kan sla to seksere i det forste og det sidste kast SF'S, vi kan sla to seksere
i de to sidste kast F'S\S. Vi kan i hvert tilfszelde beregne sandsynligheden.
Hvis sandsynligheden for succes er p, sa er sandsynligheden for fiasko 1 — p.
Vi kan gange sandsynlighederne sammen, fordi udfaldene er uathsengige af
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hinanden.
SSF:=p-p-(1—p)=p°-(1-p)
SFS:=p-(1-p)-p=p>-(1-p)
FSS:=(1—-p)-p-p=p*-(1—p)

Med andre ord, i hvert tilfeelde er sandsynligheden den samme. Og ekspo-
nenten pa p er antal succeser, og eksponenten pa 1 — p er antal fiaskoer
3 —2 = 1. Vi kan nu leegge sandsynlighederne sammen, fordi hver kombina-
tion udelukker de andre. S& sandsynligheden er

3-p°-(1-p)
Her er de 3 netop antallet af mader, man kan fa 2 succeser ud af 3 mulige
K (3,2). Samlet bliver udregningen af sandsynligheden for to seksere pa tre

kast, nar vi husker at p = %:

36
p(XZQ):ﬁ
36 -6
15
( ) 576 0,0694 = 6,94%

Pa samme made kan andre antal succeser. Vi samler resultaterne i fglgende
tabel:
r |0 1 2 3
P(X =r) ‘ 0,5787 0,3472 0,0694 0,0046

A

Nar vi har en binomialfordelt stokastisk variabel X ~ b(n,p), sa er der
n + 1 forskellige sandsynligheder, vi kan beregne (det er n + 1, fordi 0 ogsa
er med). Vi kan skrive sandsynlighederne op i en tabel som i eksemplet
oven for, eller ogsa kan vi tegne et sgjlediagram, hvor hver sgjle har bred-
den 1, og hgjden af sgjlen er sandsynligheden. Sa er arealet af sgjlen netop
sandsynligheden,, og vores sgjlediagram er et histogram (se side 18] ).

Pa figur [9.4 har vi tegnet sgjlediagrammer for tre forskellige binomialfor-
delinger. Hver fordelingen har en ”top”, hvor sandsynlighederne er stgrst,
og det kunne se ud som om, at det kun er inden for "toppen”, at der er
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Figur 9.4. Figuren viser histogrammerne for P(X = r), hvor X bino-
mialfordelt med n = 100, men med forskellig p-vaerdi. Tilfeeldene, hvor
p= % og %, svarer til, at der byttes om pa, hvad der er succes og fiasko.

sandsynlighed. Der er ogsa meget sma sandsynligheder, nar vi beveeger os
veek fra "toppene”, de er bare sa sma, at vi ikke kan se dem.

Vi kan ud fra en binomialfordelings antalsparameter og sandsynligheds-
parameter beregne, hvad den mest sandsynlige haendelse er, og hvor ca. 95%
af sandsynligheden ligger. En binomialfordeling har forvenntet verdi eller
middelverdi skrevet som p. Den kan beregnes ud fra de to parametre:

p=n-p
Hvis vi kaster 100 gange med en sekssidet terning (venstre diagram i

figur , sa har vi binomialfordelt stokastisk variabel X ~ b (100, %), hvor
X er heendelsen at sla r seksere. Vi vil forvente at sla

pu=mn-p=100- = ~ 16,667

[

seksere. Det betyder, at det mest sandsynlige antal seksere er enten P(X =
16) ~ 0,1065 eller P(X = 17) =~ 0,1052. Det sidste her illustrerer, at intui-
tion om at runde op eller ned ikke kan anvendes i forbindelse med binomi-
alfordelinger. Det er ngdvendigt at afprgve naboerne til u, nar man ikke far
et helt tal.

Vi kan ogsa fa en vurdering af et omrade omkring middelveerdien, hvor
ca. 95% af en binomialfordelings stgrste sandsynligheder ligger. Det kraever,
at vi beregner spredningen o. Den kan ogsa beregnes ud fra de to parametre:
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n og p:

o= p (0D
Rent grafisk, skal vi finde middelveaerdien p, og bevaege os to spredninger til
venstre og to spredninger til hgjre, sa vil ca. 95% af de storste sandsynlig-
heder ligge der. Hvis man ser pa sgjlediagrammerne (figur , sa kan vi

se, at de mest sandsynlige udfald ligger teet pa middelveerdien. Spredningen
forteeller os, at i intervallet

=205 p+2- 0]

der ligger ca, 95% af binomialfordelingens stgrste sandsynligheder.

Hvis vi igen ser pa tilfaeldet med 100 kast med en sekssidet terning, og
taeller seksere, sa har vi n = 100 og p = %:

Dermed kan vi bestemme et interval ved at beregne p—2-0 = 16,667 —
2-3,7268 =9,2134 og 1+ 2 - 0 = 16,667 + 2 - 3,7268 = 24,1206. Da binomi-
alfordelinger kun virker med hele tal, sa er vi ngdt til at afrunde. Vi runder
op s& 9,2 &~ 10, og ned sa 24,1206 = 24. Det ggr vi, fordi middelveerdien er
taettere pa 17 end 16. Sa pastanden er, at i intervallet

[10; 24]

der ligger ca. 95% af de storste sandsynligheder.

Fordi binomialfordelingen arbejder med hele tal, sa kan vi ikke ramme
95% preecist i vores interval oven for. Sa kan vi spgrge hvor stor sandsyn-
ligheden, sa er? I tilfeeldet med 100 kast med en sekssidet terning er vi
interesseret i haendelsen, at antallet af seksere ligger mellem 10 og 24. Det
kan skrive:

P(10 < X <24)
Det er sa noget, der skal beregnes.

Tankegangen er, at vi kan beregne, hvad sandsynligheden for at hesendel-
sen at fa faerre eller lig med r succeser indtraeffer? Det beregnes ved at laegge
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Figur 9.5. Figuren viser kurverne for P(X < r) for binomialfordelte

stokastiske variable med n = 100 og sandsynlighedsparamter som vist.
Bemeerk, at der kun er selve kurverne, der skal ses pa.

alle sandsynligheder for haendelser, hvor antallet af succeser er mindre end
lig med 7:

PX<r)=PX=0+PX=1)+...+P(X =r)

Hvis vi sa skal beregne P(X < 9) i vores eksempel, for at fa sandsynlig-
heden for at ramme uden for vores interval:

P(X<9=P(X=0+P(X=1)+...+P(X=9)
~04+0+...40,0118
P(X <9)~0,0213

Vi kan ogsa beregne, at P(X < 24) ~ 0,9783. Det vil sige, at: vi kan
beregne P(10 < X < 24) ved at beregne P(X < 9) og P(X < 24), og trackke
dem fra hinanden.

P(10< X <24) = P(X <24) — P(X <9)
—0,9783 — 0,0213
P(10 < X < 24) = 0,957

Det burde illustrere, at det interval vi fandt oven for, netop stemmer
overens med ca. 95%
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Vi kan tegne P(X < r), som et trappediagram, se figur Graferne er
naesten sumkurver, men ikke helt. De spiller dog samme rolle.

9.6. Teori for binomialfordelingen

En binomialfordelt stokastisk variabel X daekker over antal successer i udfgrelsen
af n basiseksperimenter. Grundlaeggende kan et basiseksperiment opfattes
som noget, der er Bernoullifordelt. Se afsnit Da en Bernoullifordelt sto-
kastisk variabel kun har veerdierne 0 og 1, sa vil en sum af dem give et antal
succeser. Dermed kan vi opfatte en binomialfordelt stokastisk variabel X som

en sum af uafhaengige Benoullifordelte stokastiske variable X1, Xo,..., X,
alle med samme sandsynlighed. Det vil sige:

X=X1+Xo+...+ X,
Vi kan nu bevise, at middelveerdien for en binomialfordelt stokastisk variabel
X ~ b(n,p) er givet ved:
B=n-p
og at variansen er givet ved:

o> =n-p-(1-p)

Vi begynder med middelveerdien. Her skal vi anvende fplgende formel:
E(Xi+Xo+...+X,) =E(X3) +E(X2) +... + E(X,,)

Seetning 9.13. Hvis X ~ b(n,p) er en binomialfordelt stokastisk variabel,
sa er middelverdien E(X) = u for X givet ved:

p=n-p
Bevis. Da X = X; + X5 + ... + X,,, hvor X; er Bernoullifordelte med
sandsynlighedsparameter p, geelder:
EX)=EX1+Xo+...+ X))
= E(Xl) + E(XQ) +...+ E(Xn)
Fra saetning har vi E(X;) = p for alle

=p+p+...+p=n-p
N———
n

O

Vi kan nu bevise variansen. Her anvender vi, at hvis Xy, Xo,..., X}, er
uafhaengige, sa geelder

Var(X; + Xo + ...+ X,,) = Var(X;) + Var(X2) + ... + Var(X,,)
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Kravet om uafhaengighed er netop opfyldt af de Bernoullivariable, der udger
en binomialfordeling. Sa vi kan bevise:

Seetning 9.14. Hvis X ~ b(n,p) er en binomialfordelt stokastisk variabel,
sd er variansen Var(X) = o2 for X givet ved:

o*=n-p-(1-p)

Bevis. Da X = X; + X9 + ... + Xy, hvor X; er indbyrdes uafhengige og
Bernoullifordelte med sandsynlighedsparameter p, geelder:
Var(X) = Var(X; + Xo + ...+ X))
= Var(X;) + Var(Xs2) + ... + Var(X,,)

Fra seetning [9.9| har vi Var(X;) = p- (1 — p) for alle

=p-(I-p)+p-1—-p)+...+p-(1—p)

~N~
n

=n-p-(1-p)
O

Resten af dette afsnit vil handle om at bevise de to formler for summen
af stokastiske variable. Den for middelveerdi og den for varians. Vi begraenser
os til det tilfzelde, hvor de stokastiske variable er uathaengige. For vi kommer
til beviserne, vil vi introducere noget smart notation/skrivemade.

9.6.1. Sumtegnsnotation. Et problem i matematik kan veere, at vi skal
laegge mange tal sammen. Det vil sige, at vi skal lave et langt plusstykke.
Problemet opstar, nar vi skal skrive det ned. Det fylder meget, og kan hurtigt
blive uoverskueligt. Derfor har man en skriveméde kaldet sumtegnsnotation.
Et sumtegn er det graeske bogstav store sigma: 3. Det er valgt, fordi ordet
sum begynder med s, og det ggr sigma ogsa. Ideen med notationen er at
skrive systemet i en udregning i stedet for alle leddene i udregningen. For
eksempel, hvis vi skal beregne: 1+ 2+ 344, sa vil folgende veere den samme
udregning:

4
>k
k=1
bogstavet k teeller fra 1 til 4. Det er derfor, der star kK = 1 under X, og 4
star over . Det vil sige, at k har veerdierne 1,2, 3, 4. Det, der star efter X,

er der skal laegges sammen. Vi begynder med k = 1, og skriver 1, sa stiger
k med 1, og vi skal derfor skrive 1 4 2. Og sa videre. Til sidst er k = 4, og
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sa stopper plusstykket:
4
> k=1+2+3+4
k=1

Et andet eksempel er
5 Il?k
D
k=0
Hvis vi skriver det ud med k&, der begynder pa 0 og slutter pa 5. Sa far vi:

k20 2t 22 2 2t 2P

D= otutatatata

k=0
Bemaerkning 9.15. Der er ingen, der siger, at summen ikke kan fortseette
uendeligt. Summer, der ggr det, bliver kaldt uendelige rekker. Vi seetter et
symbol for uendelig: co over summen for at vise, at summen ikke stopper.
Disse raekker kan nogle gange give et resultat, andre gange giver de ikke
noget. For eksempel giver:

Zk:oo

k=1
Fordi alle tal lagt sammen giver noget uendeligt stort. Omvendt kan det
vises, at den naturlige eksponentialfunktion e® kan skrives som:

Ooxk

k!
k=0

8

Hvilket er et eksempel pa en uendelig rackke, der faktisk giver et resultat for
alle x. A

Vi vil typisk skulle bruge sumtegnsnotation med et indeks. Udgangs-
punktet er, at vi har en mengde af tal: {1,2,3,4,5}, og vi giver hvert ele-
ment i listen et tal kaldet et indeks, der forteeller os, hvilket tal vi ser pa. En
typisk meengde kunne veere {1, x9, x3}. Her vil indekset veere 1,2,3. Vi bru-
ger typisk bogstavet ¢, nar det er indeks, der er i spil. For eksempel formlen
for gennemsnit/middelveerdi skrives:

(%)

Middelveerdien af en stokastisk variabel kan skrives:

:ixz‘ P(X:xz)
i=1
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Figur 9.6. Figuren viser hvorfor det er tilladt at bytte om pa reek-
kefglgen af sumtegn.

Og variansen kan skrives:

n

o =Var(X) = (i — )’ P(X = x;)
=1

Et sidste eksempel er, hvis X er en binomialfordelt stokastisk variabel, sa
kan P(X < a) skrives:

P(X < a) ZP

I dette tilfselde skal vi begynde pa ¢ = 0, da nul succeser ogsa skal med.
Fordi vi skal behandle udtryk som E(X;+X5), sa er vi ngdt til at forholde
os til to indeks. Vi forestiller os, at vi har nogle tal a; j, som kan skrives op
som et kvadrat. Se figur Vi har to indeks ¢ og j. Vi kan veaelge at laeegge
sammen ved at lade j vokse med en hver gang. N& vi nar til enden af j’erne,
lader vi 7 vokse med en, og begynder forfra med j. Det giver summen:

n m
PIPILE
i=1 j=1

Det viser sig, at det er lige meget, om vi begynder med ¢ eller j. Se figur
Fordi rsekkefglgen vi leegger sammen i er ligegyldig. Kort fortalt har vi:
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Vi far ogsa brug for at kunne lave summer af gangestykker.
n m
> D aih;
i=1 j=1

Her er ideen, at vi kan skille gangestykkerne fra hinanden. Det kan ggres pa
fglgende made

n

m
ZZai~bj:a1~b1+a1-b2+...+a1-bm
i=1 j=1

+az-by+ax-ba+...+az by

+an-by+a, -ba+...+a, by
Vi kan i hver rackke satte a; uden for en parentes:

:al‘(b1+b2+...bm)
+ag- (b +ba+...bp)

+ap- (b1 +ba+...bp)
Vi kan nu saette (by + by + ... + by,) uden for en parentes:

= (a1 +az+...+ap) (b1 +ba+...4+bp)
i=1 j=1

Det vil sige, at det generelt geelder at:

n

i=1 j=1

Vi er nu naesten klar til det forste bevis. Det vi mangler er en beskrivelse
af uaftheengighed. To stokastiske variable X og Y er uafhsengige, hvis

P(X =zj0gY =y;) =P(X =x;) - P(Y =vy;)

for alle i og j. I stedet for P(X = x; og Y = y;) skriver vi: P(X =2;; ¥ =
yj). Vi er nu klar til et bevis.

Saetning 9.16. Hvis X og Y er uathaengige stokastiske variable, sa gelder:
E(X+Y)=EX)+ EY)



162 9. Sandsynlighedsregning

Bemarkning 9.17. Laeg meerke til, at ssetningen ogsa er sand selvom X
og Y ikke er uatheengige. Det er en smule mere besveerligt at vise, og vores
stokastiske variable er naesten altid uafhsengige, sa vi vil ikke bruge tid pa
den ekstra meengde teori, der skal til. A

Bevis. Vi har:
B(X+y) =) > (witw) P(X=1; Y =y
i=1 j=1

Da X og Y er uafhsengige:

n m

:ZZ(:@—I—%)'P(X:$i)‘P(Y:yj)

i=1 j=1
Ganger ind i parentes:
n m
=Y > @i P(X =) P(Y =y;) +y;- P(X =) - P(Y =)
i=1 j=1

Fordeler summen ud:

=> > @i P(X =) - PV =y)+ > > yj- P(X =) - P(Y

i=1 j=1 i=1 j=1

Deler summen op ved gange:

i=1 = P =
Da Z;Ll P(Y =yj)=1o0g > P(X =x;) =1, far vi
n m
=N o PX=a)+ Y yi- P(Y =)
i=1 =1
= E(X) + E(Y)

Vi far brug for fglgende seetning:
Saetning 9.18. Hvis X og Y er uafhaengige stokastiske variable, sa geelder:
E(X-Y)=FEX)-EY)

Bemaerkning 9.19. Her er det meget vigtigt, at X og Y er uathsengige! A

Yj)
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Bevis. Vi har:

B(X-Y)=> > 2y P(X=m; YV =)
i—1 j—1

Da X og Y er uafhaengige:

:szvi-yi'P(X:xi)'P(Y:yj)

i=1 j=1

=Y w P(X =) Y w P(Y =)
i=1 j=1

=E(X)- - E(Y)

O

Vi mangler nu at behandle varians. Der er en skrivemade, som er meget
anvendelig i forhold til beviser. Vi opskriver formlen for middelvaerdi, og
nedenunder den skriver vi formlen for varians:

B(X) =) ai- P(X =)
=1

n

Var(X) = 3 (i — p)? - P(X = ;)
i=1
I variansen star (z; — u)? pa samme sted som z; i middelveaerdien. Sa vi vil
skrive:
Var(X) = E (X — p)?)
Med denne notation kan vi vise:

Saetning 9.20. Hvis X og Y er uafhengige stokastiske variable med mid-
delverdi E(X) = ux og E(Y) = py, sa gelder:

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)
Bemaerkning 9.21. Her er det vigtigt, at X og Y er uafhaengige. A

Bevis. Vi beregner:
Var(X +Y) =E (X +Y — (ux + py))?)
Haever parentesen, og bytter rundet:

=E (X = px) + (Y = 11y))?)
Anvender fgrste kvadratsaetning:

—E((X —pux)?+ (Y —puy)? +2- (X — px) - (Y — py))
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DaE(X +Y)=E(X)+E(Y):

=E((X = px)?) +E((Y = py)?) +2- E((X — px) - (Y = py))
= Var(X) + Var(Y) +2 - E((X — px) - (Y — py))

Sa vi mangler at bevise, at E (X —ux) - (Y —uy)) =0
E((X —px)- (Y —py)) =EX Y = Xpy — pxY + pxpy)
“E(X-Y) — E(Xpy) — B(uxY) + E(uxpy)
Da X og Y er uathezengige:
=E(X) - E(Y) - E(X)py — pxEY) + pxpy
Da E(X) = pux og E(Y) = py:
= UXUY — BXHY — BXPY + pXxpy

=2pxpy —2pxpy =0
Hvilket afslutter beviset. O

Vi vil afslutte med at bevise en generel formel for varians, som bruges
mange steder:

Saetning 9.22. Hvis X er en stokastisk variabel, sa gelder:
Var(X) = E(X?) — E(X)?
Bevis. Vi skriver:
Var(X) = E (X - 1)?)

Anvender anden kvadratseetning:

=E (X?+p° —2Xp)
DaE(X+Y)=EX)+EY):

— B(X?) + B(?) — 2B(X)p

Da E(X) = u, og E(u?) = p?, far vi:

= B(X?) + 4 — 2pp
= E(X?) 4 p® — 242
= B(X?) - p?
=E(X?) -E(X)?

Dermed er beviset feerdigt. O



Kapitel 10

Statistiske
undersggelser

Dette kapitel handler om statistiske undersggelser. Hvor vi i sandsynlig-
hedsregning kender alle sandsynligheder pa forhand, og terninger altid er
perfekte og fair. Sa er kendetegnet ved statistik, at vi ikke kender (alle)
sandsynligheder, og der er malinger, som er behaeftet med usikkerhed. Sa vi
skifter fra en ”ideel” verden til den "virkelige” verden.

Der findes mange statistiske undersggelser, men dem, der skal interessere
os her, er dem vi kan lave ved konfidensinterval og ved binomialtest. Begge
metoder kan svare pa de samme spgrgsmal, sa der er egentlig tale om smag
og behag (eller hvad en opgave krzever, at man bruger).

Vi begynder med nogle grundlaeggende begreber, og fortsaetter med fgrst
at se pa konfidensintervaller og derefter pa binomialtest. Undervejs vil vi
benytte de to samme eksempler.

10.1. Grundlaeggende begreber

Udgangspunktet, for de statistiske undersggelser vi skal lave i dette kapitel,
er, at vi har lavet nogle malinger. Det kan vaere vi har talt antal serter i
et biologiforsgg, eller talt antallet af personer, der vil stemme pa et stemt
parti. Sddanne malinger kalder vi observationer eller empiriske data. Vores
observation gnsker vi sa at sammenligne med noget, som er ”sikkert”. Det
kan veere en biologisk teori eller et valgresultat. Spgrgsmalet er, om vores
observation afviger statistisk signifikant, fra det vi er ”sikker” pa?

Maden vi far vores observation er ved at lave en stikprgve, det vil sige, vi
veelger et mindre antal eksempler, pa det vi vil undersgge (eerter, veelgere)
ud fra en population (alle serter, alle veelgere). Stikprgven skal opfylder:
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(1) Stikprgven skal kunne inddeles i to dele. Det vi er interesseret i, og
det vi ikke er interesseret i.

(2) Observationer i stikprgven skal veere antal og dermed hele ikke-
negative tal.

(3) Hver individuel observation skal veere uatheengig af de andre obser-
vationer.

Den empiriske observation, vi har fra stikprgven, skal sa sammenlignes
med enten en teoretisk stgrrelse, eller en tidligere malt stgrrelse vi er ”sikker”
Pa.

Vi giver nu nogle eksempler, der uddyber det oven staende.

Eksempel 10.1. Der laves et krydsningsforsgg med en bestemt type serter
for at afggre om det er etgensnedarvning, der er tale om. Forsgget laves
med 500 zerter. Det vil sige, at vores stikprgve bestar af 500 serter ud af en
population bestaende af alle serter af samme type. Arterne inddeles efter
farve. Nogle er grgnne og andre er gule. Sa vi har en inddeling i to grupper.
Eftersom hver sert enten er grgn eller gul, sa er vores observationer hele tal.
Hvis vi har lavet forsgget rigtigt burde serternes farve ikke have indflydelse
pa hinanden. Sa stikprgven lever op til kriterierne. Forsgget viser, at 382 ud
af de 500 serter bliver grgnne. Teorien forskriver, at 75% af serterne skal blive
gronne. Modbeviser forsgget teorien, eller er der overensstemmelse mellem
de to? A

Eksempel 10.2. Der laves en meningsmaling imellem to valg. Tilfseldige
veelgere bliver spurgt om, hvilket parti de vil stemme pa til naeste valg. Der
bliver spurgt 1024 veelgere. Dermed er storrelsen pa stikprgven 1024. Tilslut-
ningen til parti XX undersgges, dermed inddeles stikprgven i to dele: Dem
der vil stemme pa parti XX, og dem som ikke vil, eller ikke har bestemt sig.
Det er et bestemt antal personer, der vil stemme pa parti XX, sa observa-
tionen er et heltal. I meningsmalingen siger 125 ud af 1024 veelgere, at de
vil stemme pa parti XX. Ved sidste valg fik parti XX 17% af stemmerne.
Har tilslutningen til parti XX sendret sig signifikant? A

I begge eksempler skal vi undersgge om stikprgvens observation (grgnne
aerter, vaelgere) stemmer overens med en teoretisk stgrrelse. Der er stor for-
skel imellem fag i forhold til, hvorvidt en stor afvigelse er gnskveerdig. Hvis
vi laver biologi, sa vil vi typisk gerne have, at vores forsgg ikke modsiger teo-
rien, fordi vi gerne vil eftervise teorien. Hvorimod, hvis vi laver samfundsfag,
sa vil vi gerne have, at en meningsmaéling viser stor eendring siden et valg,
fordi det giver os noget at diskutere.
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10.2. Konfidensinterval

Nar vi laver statistiske undersggelser med et konfidensinterval, s& er ud-
gangspunktet den malet observation (382 grgnne erter, 125 stemmer pa
parti XX). Disse observationer kommer fra en stikprgve, som ikke daekker
alle eerter eller veelgere, sa derfor er méalingerne beheeftet med usikkerhed.
Usikkerheden angiver vi som et konfidensinterval med observationen i mid-
ten. Hvis den teoretiske storrelse ligger i intervallet, sa kan vi ikke sige, at
observationen afviger signifikant fra teorien. Hvorimod, hvis den teoretiske
storrelse ligger uden for intervallet, sa er der en signifikant forskel pa obser-
vation og teori.

Et 95% konfidensinterval er givet ved formlen:

Her er p stikproveandelen, hvilket er antal observationer divideret med
stgrrelsen af stikprgven. Bogstavet n er stikprgvens stgrrelse. Vi kan fa andre
storrelser konfidensinterval frem at ved sendre tallet 2 til for eksempel 2,58,
som giver et ca. 99% konfidensinterval.

Fremgangsméaden er nu at ggre folgende:

(1) Bestem n og bestem p enten aflaesning eller ved at regne den ud.
(2) Beregn venstre og hgjre side af intervallet.

(3) Underspg om den teoretiske stgrrelse ligger inden for intervallet
eller uden for. Hvis den ligger inden for, sa konkluder, at der ikke
er nogen signifikant forskel, hvis den ligger uden for, sa konkluder,
at der er en signifikant forskel.

Eksempel 10.3 (forsattelse af [10.1]). Vi har, at der er 382 grgnne eerter
ud af 500. Dermed kan vi beregne stikprgveandelen ved:

382
h=— ~0.764
P= 500~
Nu saetter vi ind i formlen for konfidensinterval:
(17 (17
Py p-(1—p) 512, p-(1—p)
n n
0,764 - (1 — 0,764) \/0,764 (1 —0,764)
0,76 \/ 00 0,764 + 00

=0,764 —2-0,01899 = 0,764 + 2 -0,01899
=0,726 = 0,802

Dermed er intervallet:
[0,726; 0,802]
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Vi bemeerker, at den teoretiske storrelse 75% = 0,75 ligger i intervallet, sa
der er ingen signifikant forskel mellem teori og observation. Det vil sige, at
eksperimentet er i overensstemmelse med teorien. A

Eksempel 10.4 (forszttelse af[10.2]). Vi har, at der er 125 veelgere, der vil
stemme pa parti XX ud af 1024 veelgere. Dermed kan vi beregne stikprgveandelen
ved:

125
ph = —— ~0.122
P= 1021 =0
Nu seetter vi ind i1 formlen for konfidensinterval:
(1% (17
Py p-(1—p) Py p-(1-p)
n n
B 0,122 - (1 —0,122) B \/0,122 -(1-10,122)
=0,122—-2- \/ 094 =0,122+2- 094
=0,122 —-2-0,01023 =0,122+2-0,01023
=0,1016 =0,1425

Dermed er intervallet:
[0,1016; 0,1425]

Vi bemaerker, at den teoretiske storrelse 17% = 0,17 ligger uden for inter-
vallet, sa der er signifikant forskel mellem teori og observation. Det vil sige,
at vi har grund til at mene, at vaelgertilslutningen til parti XX har sendret
sig siden valget. A

10.3. Binomialtest

Hvor konfidensintervallet tog udgangspunkt i observationen, sa tager bino-
mialtest udgangspunkt i den teoretiske stgrrelse. Hvis teorien foreskriver,
at en andel pa p (serter, veelgere) opferer sig pa en bestemt made, sa vil
vi kunne opskrive en teoretisk binomialfordeling X ~ b(n,p), hvor n er
stikprgvestgrrelsen. Med andre ord er den teoretiske fordeling et udtryk for,
hvordan stikprgven teoretisk skal se ud.

En binomialtest er et eksempel pa det, der kaldes en hypotesetest, som
der findes mange forskellige af. Vi begynder binomialtesten med at opstille
det, der kaldes en nulhypotese skrevet Hy. Nulhypotesen er altid, at den
teoretiske stgrrelse p er den rigtige. Vores observation kan sa bruges til at sige
om nulhypotesen kan forkastes (dvs. den teoretiske vaerdi ikke er rigtig), eller
at den ikke kan forkastes (dvs. at den teoretiske veerdi ikke kan modbevises
ud fra observationen). Samtidig kan vi opstille en alternativ hypotese skrevet
H,, der siger, at den teoretiske vaerdi ikke passer.

Ud fra den teoretiske veerdi p og stgrrelsen pa stikprgven n kan vi op-
stille en binomialfordeling X ~ b(n,p). Vi ved, at hzendelserne med storst
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Figur 10.1. Histogrammet viser et eksempel pa en binomialfordeling.
Acceptmaengden er markeret med bla, mens den kritiske maengde er rgd.

sandsynlighed ligger i et interval omkring middelveerdien . Vores observa-
tion har en sandsynlighed i denne fordeling, men er den langt fra u eller teet
pa?. Maden vi svarer pa det, er ved at indfgre begrebet signifikansniveau.
Signifikansniveauet er typisk pa 5% eller 1%. Signifikansniveauet benyttes til
at bestemme storrelsen af det, der kaldes acceptmaengden. Hvis signifikans-
niveauet er pa 5%, sa skal acceptmaengden vaere de 95% mest sandsynlige
haendelser. Disse haendelser ligger teet pa p, derfor er der to omrader — et til
venstre og et til hgjre for p — der hver indeholder halvdelen af de 5%. Det
vil sige, 2,5% hver. De kaldes den kritiske mengde. Se figure

Der er ikke rigtig nogen praecis metode til at bestemme acceptmaengden.
Dels fordi binomialfordelingen kommer i sma hop, og dels fordi de to kritiske
meengder ikke kan ggres lige store. Ofte vil en et computerprogram veere en
stor hjeelp. Der dog to ting vi kan ggre. Den fgrste er at beregne spredningen
o=+/n-p-(1—p),og huske at ca. 95% af den storste sandsynlighed ligger
i intervallet:

w=2-0; p+2- 0]

Det bgr give os en idé om greenserne for acceptmaengden. Nar vi har vores
bud pa sterste og mindste veerdi i acceptmeengden, sa er vi ngdt til at
undersgge om, det er de "rigtige” veerdier, vi har fundet. Maden vi gor
det pa er ved at prgve os frem. Vi ved, at den venstre kritiske maengde
skal fylde ca. 2,5%, sa hvis vores bud er m, sa kan vi beregne P(X < m),
hvis dette tal er under de 2,5%, skal vi prove med et tal en stgrre end
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m, hvis sandsynligheden er over 2,5%, sa skal vi prgve med et tal under
m. Det samme ggr sig geeldende for den stgrste veerdi i acceptmaengden
M, her regner vi bare P(X < M) ud og sammenligner med 97,5%, fordi
2,5% + 95% = 97,5%.

Fremgangsmaden er sa:
(1) Bestem den teoretiske stgrrelse p og brug den til at opstille en
nulhypotese
(2) Velg et signifikansniveau (5% eller 1%) (det er eventuelt valgt for
dig)
(3) Bestem acceptmaengden i binomialfordelingen X ~ b(n,p).

(4) Hvis observationen ligger i acceptmaengden, kan vi ikke forkaste
nulhypotesen, og vi kan ikke sige, at der er forskel pa teori og ob-
servation. Hvis observationen ligger uden for acceptmeengden, sa
forkaster vi nulhypotesen, og der er forskel observation og teori (vi
veelger at tro pa den alternative hypotese).

Eksempel 10.5 (Fortseettelse af[10.1)). Vi har en teoretisk stgrrelse, der er
p = 0,75 svarende til at i teorien er sandsynligheden 75% for at fa grgnne
arter. Dermed er vores nulhypotese

Hy: p=0,75
og vores alternative hypotese er:
Hy:p#0,75

Da stikprgven bestar af 500 arter, har vi en binomialfordeling X ~ b(500;0,75).
Det giver en middelveerdi pa:

pw=mn-p=>500-0,75 =375
Spredningen er

oc=+/n-p-(1—p)=+/500-0,75- (L — 0,75) = 9,6825

En nedre graense for acceptmaengden er sa ca.
w—2-0=375—2-9,6825 = 355,64

Et bud pa den mindste veerdi i acceptmaengden er sa 355. Ved hjxlp af en
computer kan vi beregne: P(X < 355) = 0,023 og P(X < 356) = 0,029. Sa
356 er den mindste veerdi i acceptmaengden. Vi beregner den gvre greaense:

w+2-0=375+2-9,6825 = 394,36

94) =

Det kunne tyde pa, at 394 er den stgrste veerdi. Vi beregner: P(X < 3
= 0,9735.

0,9795, hvilket er over 0,975, derfor beregner vi P(X < 393)
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Dermed ma den stgrste veerdi i acceptmaengden vaere 393. Acceptmaengden
kan skrives:

{356,357,...,392,393}

Vores observation pa 382 grgnne eerter ligger i acceptmaengden, og vi kan
derfor ikke forkaste nulhypotesen. Det vil sige, at observation og teori stem-
mer overens. A

Eksempel 10.6 (Fortsaettelse af[10.2)). Vi har en teoretisk storrelse pa 17%,
som er resultatet af et valg. Dermed er vores nulhypotese

Hy: p=0,17
og vores alternative hypotese er:
Hy:p+#0,17

Da stikprgven bestar af 1024 veelgere, har vi en binomialfordeling X ~
b(1024;0,17). Det giver en middelveerdi pa:

p=mn-p=1024-0,17 = 174,08
Spredningen er
oc=+/n-p-(1-p)=+/1024-0,17- (1 —0,17) = 12,02
En nedre graense for acceptmaengden er sa ca.

L—2-0=174,08 — 212,02 = 150,02

Et bud pa den mindste veerdi i acceptmaengden er sa 150. Ved hjlp af en
computer kan vi beregne: P(X < 150) = 0,0237 og P(X < 151) = 0,0285.
Sa 151 er den mindste veerdi i acceptmaengden. Vi beregner den gvre graense:

[+2-0=174,08+ 212,02 = 198,1

Det kunne tyde pa, at 198 er den stgrste veerdi. Vi beregner: P(X < 198) =
0,9775, hvilket er over 0,975, derfor beregner vi P(X < 197) = 0,9725.
Dermed ma den stgrste veerdi i acceptmaengden vaere 197. Acceptmaengden
kan skrives:

{151,152, ...,196,197}
Vores observation pa 125 veelgere ligger uden for acceptmeengden, og vi
kan derfor forkaste nulhypotesen. Det vil sige, at observation og teori ikke

stemmer overens. Og vi veelger at tro pa den alternative hypotese p # 0,17.
A
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Kapitel 11

Teori for
differentialregning

I det fglgende vil teorien bag differentialregning blive gennemgaet. Vi be-
gynder med at behandle begreberne graense og kontinuitet, hvorefter vi giver
definitionen af differentialkvotienten (f’(z)). Til sidst vil vi udlede en reaek-
ke differentialkvotienter for nogle simple funktioner, samt bevise en raekke
regneregler. Vi slutter med at bevise, at differentialkvotienten for sinus er
cosinus.

Afsnittet forudsaetter, at man har differentieret fgr, og har beregnet ting
som tangenter og monotoniforhold for diverse funktioner.

11.1. Greenser og kontinuitet

For at kunne definere, hvad der menes med f’, er vi ngdt til at kende til
begrebet graenseveerdi. Dette begreb kommer i mange udgaver forskellige
steder i matematik, men vi ngjes med at se pa greenseveerdibegrebet i for-
bindelse med funktioner.

Eksempel 11.1. Vi vil begynde med en meget simpel funktion, nemlig
f(x) = 2z. Det, vi gerne vil, er at ”flytte” pa en z-veerdi, sa den kommer
lige sa teet pa et bestemt tal som overhovedet muligt, dog uden nogensinde
at komme hen til tallet. Det, vi sa holder gje med, er, hvad der sker med
f(x), nar z bevaeger sig henimod det givne tal?

I vores eksempel f(z) = 2z, kan vi spgrge hvad der sker med f(z), nar
vi nezermer z mod 1. Det vil sige, at vi ser pa forskellige udregninger af f(z),
for forskellige veerdier af x, mens det kommer teettere og taettere pa 1.

Folgende tabel viser effekten af, at z nsermer sig 1.
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z 0.900 | 0.990 | 0.999 | 1.000 | 1.001 | 1.010 | 1.100
f(x) | 1.800 | 1.980 | 1.998 | 2.000 | 2.002 | 2.020 | 2.200

Umiddelbart er det klart, at nar x nsermer sig 1, sa nermer f(z) sig 2.
Det skriver vi saledes:
lim f(z) =2

r—1

Ordet lim er en forkortelse af det latinske ord limes, og det betyder ” graense”.
Det, der star under lim, er x — 1, hvilket vi lseser som ”x gar imod 1”. Det,
der star efter lim, er f(z), det er det, vi holder gje med. At det er lig med
2, kan vi se i tabellen oven for. Samlet vil vi sige: ”graensen for f(z) for z
gaende imod 1 er 27. A

Det ovenstaende eksempel er lidt meerkeligt, fordi vi ”bare” kunne have
regnet f(1) = 2.1 = 2. Det naeste eksempel viser, hvordan en greense kan
ga galt.

Eksempel 11.2. Vi ser pa folgende gaffelfunktion:

f<a:>={1’ =

-1, <0

Grafen for f kan ses i figur Hvis vi fglger grafen fra venstre mod
hgjre, vil vi, til at begynde med, have, at f(z) giver —1. Nar vi nar frem til
0, sa hopper grafen op til 1. Det betyder, at greensen:

lim f(x)

z—0

ikke giver mening. Skal den veere —1 eller 1 eller noget helt andet? Fglgende
tabel indfanger problemet:

z | —0.1 [—0.01|-0.001| 0 |0.001| 0.01 | 0.1
fl@) | -1 | -1 || -1 ? 1 1 1

Med andre ord, sa er graensen ikke defineret, fordi vi skal veere i stand til at
give én veerdi til greensen, og i dette tilfeelde har vi to.
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1 0<z

Figur 11.1. Graf for funktionen f(z) = { .
-1 <0

JAN

Vi vil nu give et eksempel, som vil ga igen i det fglgende, og derfor er
vigtigt.

Eksempel 11.3 (Vigtigt!). Vi ser pa funktionen:

_;1:2—16

_— 4
i 7

f(x)
Denne funktion har det seerlige ved sig, at det ikke er muligt at indseette
x = 4 i formlen, og fa et resultat. Hvis man gjorde det, sa ville man fa:

42-16  16—16 0

=== 0

Sa ikke alene dividerer vi med nul, men det er nul, der divideres med nul. Sa
er spgrgsmalet, hvad der sker, nar z nesermer sig 47 Hvad sker der med f(z)?
Hvis vi tegner grafen for f, ser vi, at det er en ret linje, hvor der mangler
et punkt i (4, 8). Og folgende tabel viser, at det ser ud som om f(z) faktisk
naermer sig 8.

z 3.900 | 3.990 | 3.999 | 4.000 | 4.001 | 4.010 | 4.100
J(x) | 7.900 | 7.990 | 7.999 ? 8.001 | 8.010 | 8.100
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9,,
8

7 |
6 |
5 |
4

/ x—>4:m—>4
—1 1 2 3 4 5 6
z2 — 16

Figur 11.2. Grafen for f(x) = i Der, hvor f ikke er defineret,

er markeret med en cirkel. Ligeledes er bevaegelserne for x og f(x) mar-
keret, nar x — 4.

Ved at se pa grafen for f (se figur[11.2)), og tabellen kan vi geette pa, at
graensen

lim f(x)

r—4

faktisk eksisterer, og vi kan geette pa, at den er 8. Fglgende udregning viser,
at vi har ret:

%2 — 16
x2_42
- r—4

Fra 3. kvadratseetning: a®> — b> = (a +b) - (a — b) far vi:

_ (x+4) (x—4)
z—4
=x+4 og x#4

Det sidste udtryk giver ogsa mening for = 4. Dermed kan vi opstille

en ny funktion:
z2-16
r 4 T 74
xr) =
f) {87 Y
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Som ogsa tager det manglende punkt med. Dog i dette tilfeelde kan vi lave
en simplere forskrift: f*(x) =z + 4.

Med andre ord "graensen for f(x) for x gaende mod 4 er 8”, hvilket vi
skriver

lim f(z) =8

r—4

A

Néar der tales om greenser og funktioner, bliver det ngdvendigt at tale om
begrebet kontinuitet. Kontinuitet for en funktion f bliver ofte praesenteret
som, at grafen for en funktion er sammenhaengende.

En funktion f kan veere kontinuert i et punkt zg. Det er den, hvis funk-
tionsveerdierne f(z), kan komme vilkarligt teet pa f(xp), nar blot x og zg er
teet nok pa hinanden.

Pointen med kontinuerte funktioner er, at de opfgrer sig psent, nar vi
tager greenser. Det vil sige, hvis vi fglger grafen for en kontinuert funktion,
sa kan vi na frem til alle punkter pa grafen.

Det giver anledning til fglgende definition

Definition 11.4 (Kontinuert). Hvis f er kontinuert i g, sa geelder folgende:
(1) f er defineret i x.
(2) Folgende greense:

2255, 1)

eksisterer, og graensen er f(zg).

Hvis en funktion er kontinuert i alle veerdier i dens definitionsmaengde, sa
kaldes den bare kontinuert.

Hvis vi ser pa vores tre eksempler oven for. Sa er den fgrste funktion
f(z) = 2x i eksempel kontinuert i = 1, men faktisk er den kontinuert
i alle veerdier, sa den er slet og ret kontinuert.

1, 0<z
-1, <0
Der findes ingen graense for z gaende mod 0. Funktionen f er dog defineret
i dette punkt, sa den betingelse er opfyldt, men funktionen kan ikke veere
kontinuert i = 0. Dette kaldes en diskontinuitet.
2

I eksempel |11.3| med funktionen: f(x) = i 1 funktionen ikke

I det andet eksempel [11.2] havde vi funktionen f(z) =

defineret i * = 4, dermed kan den heller ikke Va_ere kontinuert i x = 4,
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selvom grzensen eksisterer. Funktionen er faktisk kontinuert, fordi greenserne
eksisterer for alle de veerdier, hvor f er defineret.

Vi kan samle det ovenstaende i fglgende tabel:

. 1, 0<x 22— 16
Funktion flx)=2z| f(x) = {_17 =0 flx) = P
x 1 0 4
Defineret i xg? Ja Ja Nej
Eksisterer graense? Ja Nej Ja
Kontinuert i z¢? Ja Nej -
Kontinuert? Ja Nej Ja

11.1.1. Hvilke funktioner er kontinuerte? Det er praktisk at have en
liste over kontinuerte funktioner. Denne liste vil blive benyttet i det folgende:

11.1.2. Funktionstyper. Fglgende funktioner er kontinuerte for alle punk-
ter i deres definitionsmeengde.

(1) Alle konstante funktioner f(x) = k, hvor k er et vilkarligt tal.

(2) Alle polynomier f(z) =ax +b, f(z) =az’+ bz +ec, ...

(3) Alle eksponentialfunktioner f(z) = e*, f(x) = a®.

(4) Alle logaritmer log(z), In(x), husk at = > 0.

(5) Alle trigonometriske funktioner sin(z), cos(x), tan(z).
(6)

6) Alle rodder {/z, hvor x > 0, nar n er lige, og x er alle tal, nar n er
ulige.

11.1.3. Kombinationer af funktioner. Fglgende kombinationer af kon-
tinuerte funktioner er kontinuerte:

(1) Sum: f(z) + g(a).
(2) Differens: f(x) — g(x).
(3) Produkt: f(x) - g(x).
(4) Division %, nar g(x) # 0.
()

5) Sammensatning: f(g(z)).

11.2. Definitionen af differentialkvotient

Udgangspunktet for differentiation er, at vi har en funktion f, som er defi-
neret pa et interval I (her kan et interval godt veere alle tal). Hvis zg er et
indre punkt i intervallet I, sa kan vi undersgge om, vi kan beregne f(xg).
Det vi beregner med f/(zg), er tangentheeldningen i punktet (zg, f(xo)). Se

figur
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Sekant
[0S ] .

1 Tangent
Flao) fpemmmmnnes .
] E 5
/ 1;0<—:'U

Figur 11.3. Figur der viser tanken bag differentialkvotienten

Problemet er, at vi kun kender et punkt pa f, og vi kan derfor ikke
beregne tangentens heeldning. Det kreever to punkter.

Lgsningen er at indfgre et hjselpepunkt (z, f(x)). Igennem punkterne
(o, f(x0)) og (x, f(z)) kan der tegnes en linje, der kaldes en sekant. Fordi
sekanten er en ret linje, der gar igennem to punkter, sa har den en veldefi-
neret haeldning.

Hvis vi lader = ga henimod =z, sa vil punktet (z, f(x)) folge grafen
for f og komme teettere pa (zg, f(zg)). Sekanten vil dermed ogsa komme
teettere pa tangenten. Heeldningen for sekanten neermer sig sa heeldningen
for tangenten.

Greensen, for denne bevagelse af x mod xg, er, hvad vi vil kalde diffe-
rentialkvotienten.

Sekantens haeldning kan beregnes ved at anvende formlen for haeldningen
af en ret linje:

_ P2 —un
T2 — 11

a
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Vi har (z1,11) = (2o, f(z0)), 0g (z2,y2) = (z, f(x)). Dermed er heeld-
ningen:

f(z) = f(=0)

Tr — X0

Vi er nu i stand til at lave en praecis definition af begrebet differential-
kvotient.

Definition 11.5 (Differentialkvotient). Givet en funktion f, defineret pa
et interval I med et indre punkt xy. Hvis greensen:

(11.1) lim (M)

T—rXTQ T — X

eksisterer. Sa kaldes f differentiabel i 2o, og greensen betegnes med f’(zo),
og kaldes differentialkvotienten.

Bemszerkning 11.6 (Eksistens af greense). I definition af differentialkvo-

tienten, star der ”"hvis greensen ... eksisterer”. Det vil sige, at der er en
risiko for, at en graense ikke eksisterer, og dermed kan funktionen ikke diffe-
rentieres i det punkt. A

Nar vi kan beregne heeldningen af en tangent, sa kan vi vel ogsa beregne
en ligning for en tangent. Det kan ggres med formlen:

y = f'(wo) - (x — o) + f(20)
Formlen er forholdsvis let at bevise:

Saetning 11.7. Hwvis en funktion f er differentiabel i xg, sa er ligningen for
tangenten til f med roringspunkt (xo, f(xo)) givet ved:

y = f'(z0) - (z — o) + f(w0)

Bevis. Vi tegner en figur af situationen. Vi har to punkter: (x1,y1) =
(20, f(20)) og (x2,y2) = (z,y). Heeldningen er f'(zo).

Vi har at:
(.T(],f(-ﬁo)) a = u
Tro9 — 1
/ Y- f (o)
f(xo) = 1y

f(z0)-(x — x0) =y — f(o)

y = f'(x0) - (z — o) + f(w0)
O

Heeldning f'(xg) —
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Vi kan opfatte tangenten som en tilnsermelse til grafen for f, hvis vi vel
at meerke er "tet” pa punktet (zg, f(x0)). En tilnsermelse betyder, at der
ikke er stor forskel pa de veerdier, man far ud af f, og dem man far ud af
at bruge tangentligningen til at beregne y-koordinater. Til gengaeld betyder
det ikke, at grafen for f og tangenten ligner hinanden.

11.3. Sekanter

Sekanterne er nogle linjer, der skal hjaelpe os til at komme frem til tangentens
heeldning. Da vi for ethvert x # xg har en sekant med en haeldning, sa kan
vi opfatte udregningen af sekanthaeldning som en funktion, der afhsenger af
. Med andre ord, sa vil vi se pa sekantfunktionen:

oy - @) = fa0)

T —xo
for forskellige eksempler pa f.

Eksempel 11.8. Et simpelt eksempel kan veere funktionen: f(z) = 22. Hvis
vi veelger zg = 4, sa far vi sekantfunktionen:

T — To r—4 r—4 r—4
Det er den funktion, vi sa pa i eksempel pa side Der sa vi, at
graensen for x gaende mod 4, er 8. Eller sagt anderledes, at

};liﬁ s(x) =38
Dermed er f(z) = 2 differentiabel i o = 4, og f'(4) = 8. A

Eksempel 11.9. Vi ser pa eksemplet f(x) = |z|. Grafen kan ses pa figur
vi veelger xp = 0. Vi husker, at |z| er givet ved:

x, 0<x
|| =
-z, <0
Sa vi bliver ngdt til at dele vores sekantfunktion s op i to tilfeelde 0 < x, og
z < 0.

Vi begynder med 0 < x. Det vil sige, at f(x) = x. Vi skriver:

~ f(@) = flzo)  flx)—f(0) x-0
so<(x) = =

= :1
T — xq z—0 z—0

sa s er konstant 1, nar 0 < x.

Vi ser nu pa z < 0. Det vil sige, at f(z) = —z. Vi skriver:

s<o(z) = f(xi_ic(]fﬂo) _ f(lz_g(o) _ ;1“:00 _ *755 _
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Figur 11.4. Grafen for f(z) = |z|.

sa s er konstant —1, nar x < 0. Det vil sige, at sekantfunktionen er:

S(x):{l, 0<zx

-1, <0

Det er den funktion vi, sa pa i eksempel dog med den forskel, at s ikke
er defineret for x = 0. Dermed ved vi, at graensen:

()

ikke findes. Dermed er f(x) = |x| ikke differentiabel i g = 0.

Problemet med f(x) = |z| er, at i xg = 0 er der to bud pa, hvad tangent-
haeldningen skal veere, og vi vil have, at f-maerke er entydigt bestemt. A

Generelt kan vi sige, at ”skarpe kanter” pa en funktion indikerer, at den
ikke er differentiabel, det vil sige, at der er steder, hvor vi ikke kan beregne
f-meerke.

Vi giver et sidste eksempel pa noget, der kan ga galt. Her vil funktionen
ikke have nogle ”kanter”, men der vil veere et sted hvor tangenten ikke kan
beregnes.

Eksempel 11.10. Vi ser pa funktionen f(x) = /z, som i modsetning til
kvadratroden er defineret for alle tal. Vi vaelger g = 0. Vores sekantfunktion
bliver:

RO (ORI ek LI

T — X0 z—0 T
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10

4 -2 2 4

Figur 11.5. Til venstre grafen for f(x) = /. Til hgjre Sekantfunk-
tionen s(z) med xzo =0

Det er ikke umiddelbart til at se, hvad der sker med sekantfunktionen for x
gaende mod 0. P4 figur er grafen for sekantfunktionen tegnet. Nar vi
naermer os 0, fra venstre og hgjre, sa stikker grafen for funktionen sa at sige
af mod uendelig.

Det er med nogle lidt mere avancerede teknikker muligt at vise, at graen-
sen for z gaende mod 0 for denne sekantfunktion er uendelig. Eller i symbo-
ler.

lim s(z) = o0
z—0

Sa selvom f(z) = /z ikke har nogle skarpe kanter, sa er den ikke differen-
tiabel, nar x = 0, fordi uendelig ikke er en gyldig tangenthaeldning. A

11.4. En vigtig beskrivelse af differentiabilitet

Pointen med vores eksempler med sekantfunktioner er, at vi har en konti-
nuert funktion s, der ikke er defineret et enkelt sted xg. Hvis vi kan udvide
den til en kontinuert funktion, sa er f differentiable i zg. Og det er tilfzeldet,
hvis greensen lim s(x) eksisterer.

T—x0

Definitionen af differentialkvotient siger, at greensen

o £ = F0)

T—TQ T — X0

= f'(%0)

eksisterer, hvis f er differentiabel i 3. Dermed kan vi definere en funktion
f*, som en kontinuert udvidelse af sekantfunktionen:

f@)=f(xo)
(11.2) f*(z) = { rw 70

f'(xo) T =z
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Denne funktion er netop kontinuert i xg, nar f er differentiabel, fordi f*
er defineret i xg, og fordi:

lim f*(z) = lim f(z) = f(zo)

T—T0 Tr—xQ xTr — (]}‘O

= f'(z0)
Ved at lave samme udregning som i beviset for tangentligningen, far vi:
f(@) = f(zo) = (@) - (x — o)

Hvis vi omvendt forstiller os, at vi har en funktion f*(x) som er konti-
nuert i xp, og som passer ind i ovenstaende ligning for alle x i et interval,
der indeholder x, sa vil:

lim @) = J(z0) = lim f*(x)
T—To T — Zo T—T0
Men da f* er kontinuert i zg, s& findes den hgjre graense, og den er lig
med f*(xo). Men det betyder, at den venstre graense eksisterer og f*(xg) =
1" (x0). Med andre ord, hvis vi kan bestemme en f*-funktion, sa kan vi afggre
om f er differentiabel, og hvad differentialkvotienten er i x.

Fglgende szetning giver sammenhsengen mellem f* og f/.

Seetning 11.11 (Beskrivelse af differentiabilitet). Givet en funktion f de-
fineret pa et interval I med xo som et indre punkt. Sa er f differentiabel i
g, hvis og kun hvis, der findes en funktion f* defineret pa I, der opfylder:

(1) f* er kontinuert i x.
(2) f* opfylder ligningen: f(x) — f(xo) = f*(x) - (x — o).
i det tilfelder er f*(xo) = f'(x0).

Bemaerkning 11.12. Saetningen oven over kraever en forklaring. Nar der
star "hvis og kun hvis,” sa betyder det: Hvis f er differentiabel, sa findes en
f*-funktion. Og omvendt, hvis der findes en f*-funktion, sa er f differenti-
abel. Det vil sige, at de to beskrivelser af differentiabilitet siger det samme.
Det kraever en uddybning.

For at tage et mere jordnaert eksempel. Hvis vi har to beskrivelser af
begrebet kage, hvor den ene beskrivelse er, at kage er "en sgd brgdlignende
spise”, og den anden beskrivelse er, at kage er ”en brgdlignende dessert”, sa
kunne vi forestille os, at vi argumenterer for, at de to beskrivelser siger det
samme. Dermed har vi vist:

kage = kage

Det bliver vi ikke ngdvendigvis klogere af. Men vi rammer ved siden af
pointen: De to beskrivelser af kage kan noget forskelligt. Hvis man er ved at
ga sukkerkold, sa kan beskrivelse af kage som ”en sgd brgdlignende spise”
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veere god at anvende. Mens hvis et barn gnsker kage for aftensmad, sa kan
beskrivelsen af kage som ”"en brgdlignende dessert” vaere god at bruge, for
man spiser dessert til sidst.

Kageeksemplet er teenkt til at vise, at seetning[11.11| giver to beskrivelser
af differentiabilitet, som er identiske, men kan noget forskelligt. Beskrivelsen
af differentiabilitet som greensen af sekantheeldninger forteeller os, hvad det
er der pa spil, nemlig tangenthaeldning. Hvorimod f*-beskrivelsen giver en
effektiv made at bevise satninger om differentiable funktioner.

Nu kan vi lave beviset for ssetning Beviset vil vaere opbygget
sadan, at vi begynder med en beskrivelse af differentiabilitet, og sa omformer
vi til den anden beskrivelse. Bagefter bytter vi om. Det er den forste del af
beviset, der mest interessant og relevant. A

Bevis for seetning [11.11] Vi begynder med at vise, at hvis der findes en
f*-funktion, som opfylder de to punkter, sa er f differentiabel i x.

Fra punkt 2 har vi:
(@) (x —z0) = f(x) — f(x0)
Dividerer med x — zq, og kraever, at x # xq:

fla) — f(zo
friay = L2 T00)
T — xg
Hvis f* er kontinuert i xg, geelder det, at lim f*(x) = f*(z9). Da f* er
T—T0
kontinuert i zg, sa kan vi tage graensen for x gaende mod xy pa begge sider
af lighedstegnet.

*

lim f*(z) = lim f(z) = f(zo)

T—T0 T—T0 Tr — X0

Da graensen til venstre eksisterer, og er f*(xq), sa eksisterer graensen til hgjre
ogsa.:

[ (wo) = f'(w0)
Dermed er f differentiabel i .

Omvendt, hvis f er differentiabel i xg, sa vil vi finde en f*-funktion. Da

f er differentiabel i xg, sa har vi lim M = f'(x0). Dermed kan

T—T0 Tr — X
vi definere en funktion f* ved:

f(@)—f(=0)
* _ T—10 x 7é Zo
o= {f’(wo) v =,

Vi skal undersgge om vores forslag til f*-funktion, opfylder de to punkter.
Vi begynder med kontinuitet. Definitionen af kontinuitet (11.4} side [179))
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siger, at for f* er kontinuert i xg, sa skal f* veaere defineret i xg, hvilket den
er da f*(zo) = f'(xo). Derudover skal fplgende greense eksisterer (x # x¢):

lim f*(z) = lim f() = f(zo)

T—T0 Tr—T0 T — X

= f'(w0)

Her folger det sidste lighedstegn af, at f er differentiabel i zg. Det vil sige,
at lim f*(z) = f'(z0) = f*(x0), og f* er kontinuert i z.

T—rT0

Vi mangler nu at bevise, at f* opfylder f(z)— f(xo) = f*(z) - (z — o).
For x # x( kan vi bruge udledningen fra tidligere baglaens til at komme frem
til denne ligning. I tilfeeldet © = x( laver vi folgende udregning:

f(@o) = f*(z0) - (zo — 0) + f(z0)
Men da f* er defineret i xg, og xog — x¢9 = 0, sa har vi 0 = 0. Dermed er
beviset gennemfort. O

Bemsarkning 11.13. Bemeerk, at vi vil bruge satning til at vise om
en funktion er differentiabel. Saetningen siger, at eksistensen af en funktion
f*, der opfylder punkt 1 og 2 oven for er det samme som at veere differen-
tiabel. A

Vi kan tilfgje en funktion til listen over kontinuerte funktioner:
Saetning 11.14. Hvis f er differentiabel i xqg, sa er den ogsa kontinuert i

xZQ.

Bevis. Hvis f er differentiabel i xq, sa findes der en funktion f*, der er
kontinuert i xg, og som opfylder

f(x) = f(@o) + f*(z) - (x — @0).
Hgjre side af lighedstegnet er kontinuert i xg, da f*, (z — xg) og f(xo) alle

er det. Dermed er f ogsa kontinuert i zg. O
Bemaerkning 11.15. Laeg meerke til, at det modsatte ikke er tilfseldet, som
vi s& med f(x) = |z|, der er kontinuert i = 0, men ikke differentiabel i
x = 0. Se eksempel A

11.5. Beviser for simple funktioner

Vi vil nu lave nogle beviser, hvor vi udleder differentialkvotienten for nogle
simple funktioner. Disse beviser er skaret over samme laest. Vi vil finde en
forskrift f*, der passer ind i ligningen f(z) — f(xo) = f*(x) - (x — z¢), og sa
vil vi vise, at f* er kontinuert. Sa kan vi anvende ssetning til at vise
to ting. For det fgrste, at vores funktion er differentiabel, og for det andet,
at funktionen har en bestemt differentialkvotient.

Skematisk bliver det til:
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(1) Vi begynder med at beregne f(z) — f(x) for at fa et bud pa, hvad
f* kan veere for en funktion.

(2) Vi undersgger om den fundne f* er kontinuert i zg.
(3) Hvis f* er kontinuert i zo, sa konkluderer vi, at f er differentiabel
ixp.
(4) Til sidst beregner vi f*(x¢), for at bestemme f’(x¢).
For vi laver et bevis, giver vi et eksempel pa anvendelse af metoden.
Eksempel 11.16. Vi ser pa funktionen:
f(z) =322 — 4z +1

Vi vil lade xg, veere et vilkarligt tal, for ellers mister vi overblikket. Vi
skriver:

f(z) = f(zo) =322 — 4z +1 — (33:(2) — 4z +1) Opskriver punkt 1
=32% — 4z +1— 322 + 429 -1 Heever parentesen
=322 - 322 —dx+4zo+1-1 Samler ens led
=3(x? — 23) — 4(x — x0) Seetter 3 og -4 uden for parentes
= 3(z + zo)(z — z0) — 4(x — x0) Bruger 3. kvadratseeting
=B(x+z9)—4) (x —x0) Saetter © — xp uden for parentes

Resultatet af udregningen er

f(x) = f(xo) = B(x + o) — 4) -(x — z0)
—_——
I (@)
Dermed er f*(z) = 3(x + o) — 4, og vi har fundet et bud pa f* i punkt
1. Det er en lineser funktion, sa derfor er den kontinuert i zg, sa vi har
klaret punkt 2. Vi ved nu, at f er differentiabel i x(, hvilket er punkt 3. Vi
beregner nu f*(xo) = 3(zg + x9) —4 =3-2 29 — 4 = 629 — 4. Det vil sige,
at f'(xg) = 6x9 — 4. Og vi har klaret punkt 4, og vi er feerdige. A

Saetning 11.17. Lad f vere en funktion, sa gelder:
(1) Hvis f(x) =k, sa er f differentiabel med differentialkvotient: f'(x) =

0.

(2) Huis f(x) = z, sa er f differentiabel med differentialkvotient: f'(x) =
1.

(3) Hvis f(x) = a2, sd er f differentiabel med differentialkvotient:
f(x) =2z.

Bevis. Vilader xg veere et vilkarligt punkt i definitionsmeengderne for vores
funktioner
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Ad 1:(f(x) = k) Vi skriver:
f(@) = f(xo) =k —k=0
Da 0 (z —zp) = 0, kan vi skrive:

f(x) = flzo) =

O (z =)
f*(2)
Dermed skal f*(z) = 0, og da det er en kontinuert funktion (den er
konstant) i xg, sa er f differentiabel, og f*(xz¢) = 0 = f'(z¢). Da zo var
vilkarligt gaelder det for alle xg.

Ad 2:(f(x) = x) Vi skriver:
f(@) = f(wo) =2 —x0o
Dal-(x —xg) =z — x0, kan vi skrive:

f(x) = flzo) =

U )

f*(x)
Dermed skal f*(z) = 1, og da det er en kontinuert funktion (den er konstant)
i xo, sa er f differentiabel, og f*(z9) = 1 = f'(xg). Da ¢ var vilkarligt
geelder det for alle xg.

Ad 3:(f(x) = 2?) Vi skriver:
f@) = f(x) = 2® —
Fra 3. kvadratsaetning: a? — b = (a + b)(a — b), far vi:

f(z) = f(zo) = (z + 20) (z — z0)
~—_——
I (@)
Dermed skal f*(x) = x + xp, og da det er en kontinuert funktion (den er
lineser) i g, sa er f differentiabel, og f*(x¢) = xo + 29 = 229 = f'(x¢). Da
xo var vilkarligt geelder det for alle xg. O

Bemaerkning 11.18 (Hgjere eksponenter). Ideen fra beviset for f(z) =
22 kan udvides til alle heltallige positive eksponenter. F.eks. kan man lave
fglgende omskrivning for 3
23— = (2 + 2o+ 2d)(z — x0)
For x*:
ot — zp = (28 + 2wo + w2k 4+ 23) (z — x0)

For =™:

" — = (2" " 2w 2" a4 2?2l T a2 2l (2 — o)

A
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Vi vil nu bevise to lidt mere avancerede formler.

Seetning 11.19. Hvis f(z) = 1, sd er f differentiabel for alle x # 0 med
differentialkvotient f'(x) = =1

T

Bevis. Vi skriver:

Forlenger brgkerne, sa vi har en faelles naevner:

. i) T
N X0 TXo
o o — T
N T
I teclleren saettes —1 uden for parentes:
_ —(z — o)
X0
f(a) = flwo) = —(x ~ o)
x)— f(xg) = —(x—=x
0 oy 0
~—
f* (@)
Dermed er f*(x) = %, nar z # 0. Denne funktion er kontinuert i xo,

da den er en division af en konstant med en linezer funktion. Det vil sige, at
f er differentiabel, og f*(zo) = =% = f'(x¢). Da x var vilkarligt geelder det

]
for alle xg. U

Seetning 11.20. Hvis f(x) =/, sa er f differentiabel for alle x > 0 med
differentialkvotient f'(x) = ﬁ

Bevis. Vi skriver:

f(@) = f(zo) =V — /30
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Va+y/To
Va+y/zo

VT 4+ /Zo
v v OGN
(V + /) - (V5 = /T0)
VE /i
_ VEVE — VBT + VTV + ToyT
VE+ Vi

Der ganges med 1 =

T — X0

T Va+ /i
1

~VitVm
—_———
f* (@)

f(x) = f (o)

(x — x)

Dermed er f*(z) = m Denne funktion er kontinuert i xg. Det vil
sige, at f er differentiabel, og f*(z¢) = 2\}3:—0 = f'(zo). Da x¢ var vilkarligt

geelder det for alle xg. O

11.6. Beviser for regneregler

Vi har lige lavet beviser for simple funktioner. Her var det vigtigt, at vi fandt
et f*, som var kontinuert og passede i ligningen: f(x)—f(z¢) = f*(z)(x—x0).
I de folgende beviser vil vi antage, at vores funktioner er differentiable. Sa
vi antager, at et passende f* findes, og sa viser vi, at en kombination af
funktioner ogsé opfylder betingelserne i seetning [11.11

Seetning 11.21 (Sum og produkt). Givet funktioner f og g, der er diffe-
rentiable xg, sa er funktionerne f+ g og f - g differentiable i xq, og folgende
geelder:

(1) (f +9)(x0) = f'(z0) + g'(20)
(2) (f-9)(z0) = f'(w0) - g(wo) + f(20) - ' (20)

Bevis. Hvis f og g er differentiable i zq, sa findes der f* og ¢*, der konti-
nuerte i xg og som opfylder henholdsvis:

f(x) = f(xo) = [ (z)(z — m0)

og
9(z) — g(x0) = g"(z)(z — 20)
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Ad 1:(sum) Vi skriver:

Haever minusparentes

= f(z) — f(zo0) +g(x) 19(430)

*(x)(z—20) g*(z)(z—w0)
= f*(z)(z — z0) + g"(2)(x — 20)

Seaetter x — xg under for parentes
= (f"(#) + g"(@))(z — x0)
= (" +9")(@)(x — z0)

Da f* og ¢g* er kontinuerte i xg, sa er f* + ¢* kontinuert i xg. Dermed
er (f+g9) (z)=(f*+g%)(x), og (f + g)(x) er differentiabel i zy og

(f +9)"(z0) = f*(x0) + g"(x0) = f'(z0) + ¢'(x0) = (f + 9)'(z0)

Ad 2:(produkt) I dette tilfselde er det en fordel at omskrive, vores ligninger
til:

f(x) = f(@o) + f*(z)(z — x0)
og

9(x) = g(zo) + g (z)(x — x0)

Vores stjernefunktion vil stadig veere det udtryk, der star foran (z — xg).
f(@)-g(z) = (f(@o) + [ (@) (z — 20)) - (9(x0) + g7 (2)(x — 0))

Ganger parenteserne ud:

= f(zo) - g(z0) + f(w0) - " (z)(z — o)
+ f*(@)(x — 20) - g(20) + f*(2)(z — 20) - 9" (2) (2 — 20)

Saetter (x — ) uden for parentes

= f(xo) - g(z0)
+ (f(wo) - g7 (2) + [*(2) - g(wo) + f*(2)(x — 20) - g7 (%)) (2 — w0)

Vores bud pa (f(z) - g(x))* er sa
(f(x) - g(x))" = fxo) - 9" (2) + [*(x) - g(0) + f*(2)(z — 20) - g7 ()
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Da f(zp) og g(xo) er konstanter, og f* og g* er kontinuert i xg, sa er hele
(f(x)-g(x))* kontinuert i xg, og dermed er f(z)- g(x) differentiabel i z, og
derfor kan vi beregne:

(f(z0) - 9(0))" = f(w0) - g™ (w0) + f*(20) - g(w0) + f*(w0) (w0 — o) - 9" (x0)
Da zg — 29 = 0, er det sidste led 0. Og vi far:
= f(z0)g'(z0) + f'(z0)g(z0) = (f(20) - g(x0))’
Da lednes raekkefglge er ligegyldig, sa er det, det samme som:
(f(x)-9(x)) = f'(x) - g(z) + f(z) - ¢'(x)
O

Seetning 11.22 (Kaedereglen). Givet to funktioner g og f, hvor g er diffe-
rentiabel i xg, og f er differentiabel i g(xg). Sa er f(g(xo)) differentiabel i
g, og det geelder at:

(f(9(0)))" = f'(9(z0)) - ' (x0)

Bevis. Hvis g er differentiable i z¢, og f er differentiabel i g(x¢), sa findes
der g* og f*, der kontinuerte i xg og g(x¢), og som opfylder henholdsvis:

flg(x)) = flg(wo)) = [ (9(2))(9(x) — g(x0))

og
9(z) — g(xo) = g (z)(x — 20)
Dermed:

fg(x)) = f(g(x0)) = f*(9(=)) (9(x) = g(0))
g* () (z—w0)
= ["(9(x)) - " (x)(z — o)
Funktionen f*(g(x))-¢*(x) er kontinuert i g, da den bestar af en sammensat

funktion af to kontinuerte funktioner, og der ganges en kontinuert funktion
pa. Dermed er f(g(z)) differentiabel i zg og

f*(g9(x0)) - 9" (w0) = f'(g(x0)) - ¢ (w0)

11.7. Differentiation af sinus

Vi gnsker at bevise fglgende:
Seetning 11.23. Differentialkvotienten af sin(x) er cos(x). Eller:
. /
(sin(z)) = cos(z)

Her vil vi benytte tre trin.
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f(@)=f(zo)

0

(1) Skriv sekantheeldningen op:

(2) Ggr noget smart.

(3) Tag greensen: lim M

T—TQ Tr — X0

= f'(x0).

Det viser sig, at det at ggre noget smart er lidt bgvlet, men til gengseld
er det meget bgvlet at tage graensen.

Bemeerkning 11.24. Vi antager i det folgende, at bade sinus og cosinus
er kontinuerte funktioner. Ellers kan vi ikke veere sikre pa, at de greenser vi
tager senere eksisterer. A

Vi begynder stille og roligt:
11.7.1. De to fgrste punkter.
Bevis. Vi ser pa funktionen f(z) = sin(x). Vi opskriver sekantheeldningen:

f(z) = f(zo)  sin(x) — sin(zo)

T — X0 Tr — X

Vi benytter fglgende regneregel (se bilag [Al for et bevis):

sin(x) — sin(y) = 2 cos <x;—y> sin (962_y>

Her er £ = x og y = . Vi skriver op:

sin(x) — sin(zo) _ 2 cos (E52) sin (£520)

r — X r — X0

Vi indsaetter i —xg + xg = 0 i teelleren i brgken i cosinus:

_ 2 cos (79”*:”0*23”%”30) sin (%)
Tr — X
2 cos (xfxo2+2:t:0) sin (”72“’“0)
T — X0
2cos (52 + ) sin (#52)

T — X0

Vi forleenger brgken med %:

cos (xo + %) sin (as—on)

T—x0
2
z —mp\ sin (45%)
=cos | xg + 5 p—
2
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Nu burde vi kunne lade = ga mod xg, men vi ved ikke, hvad graensen er.
Vi omdgber: k = =72, Tallet k gar mod 0, nar = gar mod xg. Det vil sige,
at vi skal undersgge graensen:

sin(k)
e

li k
lim cos(zg + k)
Dog er det kun sinusdelen, der giver os problemer. O

11.7.2. En maerkelig graense. Da sin(0) = 0 kunne man tro, at

lim sin(k) _ 0
k=0 k 0

Men det giver faktisk 1. Vi tegner et udsnit af enhedscirklen:

[0 0.2 0.4 0.6 0.8 110

Vi vil udnytte, at vi kan se, at sin(k) =b < k < |AD|.

Vi har trekant ABC og trekant ABD. De er ensvinklede, da de begge
deler vinkel B og er retvinkelede. For trekant ABC geelder det, at a = cos(k),
b = sin(k) og ¢ = 1. Vi gnsker at beregne leengden af AD. Da c i trekant
ABD er ensliggende med a i trekant ABC', og b i trekant ABC er ensliggende
med AD i trekant ABD, far vi:

|AD| _ ¢
b a
|AD| 1
sin(k)  cos(k)
IAD| = sin(k)
cos(k)
Dermed har vi dobbelt uligheden:
sin(k) < k < sin (k)



11.8. Middelveerdi- og monotonisaetning 197

Vi deler uligheden op i to dele:
sin(k) < k
sin(k) <1

Og pa den anden side:

sin(k

cos(k

cos(k) - k < sin(k)

sin(k)
k

Hyvilket giver os, hvis vi seetter det sammen igen:

~—

k<

~—

cos(k)

IN

in(k
cos(k) < smkf ) <1
Da cosinus er kontinuert, og cos(0) = 1, far vi:
k
lim cos(k) =1 < lim sin(k) <1
k—0 k=0 k
Eller: lim M =1
k=0 k
11.7.3. Beviset gjort faerdigt.
Bevis. (fortsat) Vi ser pa greensen:
) sin(k)
| k) -
lim cos(zog + k) i
. . sin(k)
1 k)-1
fmyostro+ ) i =5

li k)-1
lim cos(zg + k)
= cos(zo)

Hvilket vi skulle vise. O

11.8. Middelveaerdi- og monotonisaetning

Der er to vigtige saetninger inden for differentialregningen, nemlig: Mid-
delveerdissetningen og monotonissetningen. Den sidste er en konsekvens af
den fgrste. Selvom det er let at formulere middelveerdissetningen, sa er den
meget sveer at bevise, hvis der ikke skal indfgres en del tekniske resultater.
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10 %

Korde med haeldning —1

—0.5 ! ! . ! 4

Tangent med f/(2) = —1
-2 1

Figur 11.6. Figuren viser grafen for f(x) = z® — 32> — 2 + 6. Der
er udvalgt to punkter pa grafen for f med forstekoordinat x = 0 og
x = 3. Der er tegnet en korde med heeldning —1, der gar igennem de to
punkter. Ligeledes er der tegnet en tangent til grafen for f med samme
haeldning som korden og rgringspunkt med f i (2, f(2)).

Derfor vil vi ikke bevise seetningen i disse noter. Vi formulerer nu middelveaer-
disaetningen:

Seetning 11.25 (Middelveerdisaetningen). Hvis f er en differentiabel funk-
tion, og T1 < w2 er tal, sa findes der et tal ¢, med x1 < ¢ < x2 0g

f(x2) — f(z1)

Tro — T

f'e) =

Det middelveerdi seetningen siger er, at vi kan veelge to punkter pa grafen
for f og tegne en linje igennem dem. Et eller andet sted i mellem de to
punkter, findes der sa en tangent med samme haldning som vores linje. Vi
giver et eksempel.
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Eksempel 11.26. Hvis vi veelger funktionen f(x) = 23 — 322 — 2 + 6, og
fgrstekoordinaterne 1 = 0 og x2 = 3. Sa kan vi beregne haldningen for
linjen, der gar igennem punkterne (x1, f(z1)) og (z2, f(x2)). Denne linje
kaldes en korde. Dens heeldning kan beregnes hvis vi ved hvad f(x1) = f(0)
og f(z2) = f(3) giver.

fl@) = f(0)=0°=3-0°-0+6=6

Flaz) = F(3) = 3 =380 ~3+

=27T-27-34+6=3

Dermed bliver heeldningen af korden:

_f@2) = f(an)

Xro — I
_3-6_-=3__,
3—-0 3

Nu skal vi finde en tangent til f der har haeldning —1 og et rgringspunkt
imellem z1 og zs9. Vi differentiere:

f'(x) =32 — 62— 1
Og sa skal vi lgse f/'(z) = —1.
327 —6r—1=—1
322 — 62 =0
z-(3x—6)=0

Anvender nulreglen og ser at = 0 er en lgsning. Den anden lgsning er:

3r—6=0
3r =6
6

:—:2
Y73

Lgsningerne er sa x = 0 eller x = 2. Det er kun den sidste, der ligger imellem
x1 = 0 og x5 = 3. Det vil sige

3) — f(0)
"(2) = f(i
Hvilket er middelveerdiseetningen. Eksemplet viser et tilfaelde, men szetnin-
gen er altid sand, nar blot forudssetningerne er opfyldt. A

Vi vender os nu mod monotonisaetningen. Denne szetning siger, at positiv
eller negativ haeldning af en graf betyder voksende eller aftagende funktion.
Sa vi ma begynde med at forteelle, hvad voksende og aftagende betyder helt
preecist.
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Definition 11.27.

(1) En funktion f er voksende pa et interval [a; ] (a og b ma godt veere
o0), hvis for alle tal 21 < zo geelder, at

f(x1) < f(z2)

(2) En funktion f er aftagende pa et interval [a;b] (a og b ma godt
vaere 00), hvis for alle tal z; < x9 geelder, at

f(x1) > f(z2)

(3) En funktion f er konstant pa et interval [a; b] (@ og b ma godt veere
o0), hvis for alle tal 21 < zo geelder, at

f(x1) = f(z2)

Det giver os mulighed for opskrive og bevise monotonissetningen:

Seetning 11.28 (Monotonisatningen). Om en differentiabel funktion f de-
fineret pa et interval gelder det:

(1) Hwvis f'(xz) > 0 for alle z i intervallet, sa er f voksende pa inter-
vallet.

(2) Huvis f'(x) < 0 for alle z i intervallet, sa er f aftagende pa inter-
vallet.

(3) Huis f'(x) = 0 for alle x i intervallet, ser f konstant pa intervallet.

Bevis. Beviset anvender middelvaerdisaetningen [11.25] Vi tager punkterne
en af gangen.

1 Antag at f'(x) > 0 for alle z i intervallet. Veelg vilkarlige x1 og x2 med
r1 < 9. Fra middelveaerdissetningen har vi:

) = fx2) = fx1)

ro — T
Da f'(c) > 0 og xg — x1 > 0, ma det geelde at f(x2) — f(z1) > 0 og dermed
f(xz1) < f(x2). Da x9 og z1 er valgt tilfzeldigt, geelder det for alle talpar i
intervallet. Det vil sige, f er voksende péa intervallet.

2 Antag at f/'(xz) < 0 for alle z i intervallet. Vealg vilkarlige z1 og xo med
r1 < 9. Fra middelvaerdissetningen har vi:

f’(c) _ f(z2) — f(x1)

T2 — X1
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Da f'(c) <0 og xo — x1 > 0, ma det geelde at f(x2) — f(z1) < 0 og dermed
f(z1) > f(x2). Da x4 og x1 er valgt tilfeeldigt, geelder det for alle talpar i
intervallet. Det vil sige, f er aftagende pa intervallet.

3 Antag at f/(z) = 0 for alle = i intervallet. Veelg vilkarlige 21 og z2 med
r1 < 9. Fra middelvaerdissetningen har vi:

Fe) = f(z2) — f(@1)
Tro — I

Da f’(¢) = 0 og 2 — x1 > 0, ma det gaelde at f(x2) — f(x1) = 0 og dermed
f(x1) = f(x2). Da x2 og 1 er valgt tilfeeldigt, geelder det for alle talpar i
intervallet. Det vil sige, f er konstant pa intervallet. O






Kapitel 12

Integralregning

I dette kapitel vil vi introducere integralregning. Vi kan desveerre ikke na
mere end at kradse i overfladen. Emnet er stort, og er ofte sit eget kursus pa
universitetsniveau. Vi begynder kapitlet med at give to meget ens eksemp-
ler, der skal illustrere, at integralregning handler om beregning af arealer
under grafer for funktioner. Her vil vi ogsa stgde pa sammenhaengen mellem
integral- og differentialregning.

Denne sammenhaeng vil vi derefter arbejde videre med og introducere
begrebet stamfunktion og det ubestemte integral. Vi vil indfgre notationen

/f(m) dz

Herefter tager vi hul pa beregningen af arealer, og indfgrer det bestemte
integral. I den forbindelse vil vi bevise det, der kaldes analysens fundamen-
talseetning.

Til sidst vil vi behandle en teknik, der hedder integration ved substitu-
tion, samt komme ind pa rumfang og leengder af grafer.

12.1. To eksempler

Eksempel 12.1. Vi ser pa den simple funktion f(x) = 3z. Hvis vi tegner
grafen for f, sa vil vi se, at den gar igennem (0,0), og grafen er positiv
i forste kvadrant (se figur . Vi tegner en lodret linje z = 4, og vi
far en retvinklet trekant. Vi kan beregne arealet af trekanten. Vi kender
grundlinjen, den er 4 lang, og vi kan beregne hgjden f(4) = 3 -4 = 12.
Arealet erséA:%~h-g:%-12-4:24.
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f(z) =3z

) f(=)

Figur 12.1. Arealet i det forste eksempel.

Hvis vi veelger andre tal end 4, sd kan vi lave samme udregning, men
efter et stykke tid med nye tal, vil vi maske gerne have en funktion, som vi
kan seette ind i.

Vi lader grundlinjen veere x, og dermed er hgjden f(z), og arealet A som
funktion af x:

Med andre ord, en funktion for arealet vil veere A(x) = %:cZ. Vi kan afprgve
den med 4: A(4) = 3-4% = 2.16 = 3-8 = 24. S& det ser ud til, at funktionen
virker.

Lad os prgve at differentiere A

Vi har faet vores funktion igen, og A'(z) = f(x). A

Eksempel 12.2. Vi prover samme fremgangsmade igen med f(x) = 2z +3.
Her er vi ngdt til at inddele arealet i en firkant med sideleenger = og 3, og
en retvinklet trekant med grundlinje = og hgjde f(z) — 3 (se figur [12.2). Vi
kan beregne arealerne.

Firkanten har arealet 3 - z. Trekanten har arealet

1 1
5‘(f(x)—3)-x:§(2a:+3—3)'a:
1
=—.2z-x
2

Dermed er det samlede areal

A(x) = 2° + 3z
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—f(x)=22+3

flz) =3

Figur 12.2. Arealerne i det andet eksempel.

Hvis vi differentierer denne arealfunktion, sa far vi:
Alz)=22+3 = f(x)
A

Disse to eksempler burde gerne illustrere, at der er en sammenhang
mellem arealer under en funktion og det at differentiere. Vores to eksempler
er meget simple, og vi kan spgrge os selv om det ogsa passer for meget mere
komplicerede funktioner. Svaret er ja (hvis funktionen f.eks. er kontinuert).

Eksemplerne bgr ogsa vise, at for at kunne beregne arealer, sa er vi ngdt
til at kunne regne baglaens i forhold til differentialregning. Det er emnet for
det naeste afsnit.

12.2. Stamfunktioner og ubestemte integraler

Vi har nu en idé om, hvad det er vi skal beregne i integralregning. Sa vi vil
definere et centralt begreb.

Definition 12.3 (Stamfunktion). Givet en funktion f. Hvis der findes en
funktion F', sa

F'(x) = f()

for alle z. Sa kaldes F' en stamfunktion til f.

Definitionen kan anvendes til at afggre, om en funktion er stamfunktion
til anden funktion. Metoden til dette bliver undertiden kaldt integrations-
proven (eller testen).
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Vi giver et eksempel:

Eksempel 12.4 (Integrationsprgven). Hvis vi har en funktion F(z) = a3,

s& kan vi undersgge, om den er en stamfunktion til f(x) = 322, ved at
differentiere F', og se om vi far f.
Fl'(z) = (x?’)

"=32=f(2) v
Sa i dette tilfaelde har vi, at F' er en stamfunktion til f. Vi kan nu prgve
med en anden funktion f.eks. F(x) = 23. Vi differentierer:

F'(z) = (2x3)/ =622 # 322 X

I dette tilfselde har vi ikke en stamfunktion. Det ser ud til, at vores
stamfunktion til f(z) = 3z? skal se ud som F(z) = 2®. Men hvad med
F(z) =23 + 177

Fl(z) = (2* + 17)/ =32 =f(z) v

Det vil sige, at vi kan leegge et vilkarligt tal til vores stamfunktion og stadig
fa en stamfunktion. JAN

Ovenstaende eksempel indikerer, at der er uendelig mange stamfunktio-
ner til en funktion. Fordi vi kan lsegge et vilkarligt tal til, uden der sker
noget. Vi beviser dette:

Seetning 12.5. Hvis F er en stamfunktion til f, sa er F(xz) + k ogsa en
stamfunktion til f.

Bevis.
(F(z) + k) = F'(z) + (k) = f(2) + 0 = f(x)
O

Det vil sige, at der findes uendelig mange stamfunktioner til en funktion.
Det kunne betyde, at der er mange muligheder for, hvordan stamfunktio-
nen F' kan se ud. Men heldigvis er den eneste forskel pa stamfunktioner en
konstant k. Det er indholdet i folgende saetning.

Saetning 12.6. Hvis F' og G er stamfunktioner til f, sa har vi
F(z) =G(z) + k.

Bemaerkning 12.7. Ssetningen siger, at hvis vi har to stamfunktioner F
og (G, sa er den eneste forskel pa dem et tal. Det vil sige, at f.eks. G ikke
kan veaere en meget anderledes funktion end F.

Beviset anvender, at hvis F'(z) = G(z) + k, sa har vi F'(z) — G(z) = k.
Det er det sidste, vi anvender i beviset, og som vi bruger det tredje punkt
i monotonisetningen pa: "Hvis funktionen h opfylder h/(xz) = 0 for alle z,
sa er h en konstant”. Sa strategien i beviset er at opskrive F(x) — G(x),
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differentiere, og se, at det giver 0. Konklusionen er sa, at F(z) — G(x) er
konstant, og sa er beviset feerdig. A

Bevis. Vi ser pa F(xz) — G(x) og differentierer:
(F(z) - G(2))' = F'(z) = G'(x)
Da F og G er stamfunktioner til f, far vi:

= f(z) — f(z) =0 for alle z

Det vil sige, at F'(x)—G(x) er konstant ifglge monotonisezetningen (3. punkt).
Vi har:

O

Vi er nu naet derhen, hvor vi kan begynde at beregne stamfunktioner.
Vi skal dog fgrst se pa en notation, som vi ofte vil stgde pa. Man kan komme

ud for, at der star:
/f(m) dx

Symbolet [ kaldes et integraltegn. Symbolet dz indeholder oplysninger
om hvilken variabel, der integreres efter. Nogen gange kan der ogsa sta dt,
hvis det er ¢, der er variablen. Selve f bliver kaldt integranten. Udsagnet
[ f(z) dz betyder ”beregn stamfunktionen til f”. Det vil sige, hvis f(z) =
322, s& kan vi skrive

/3&:2 dr = 23 + k.

Her husker vi k, da der er uendelig mange stamfunktioner, og vi ikke ved,
hvilken konkret stamfunktion vi er ude efter. Konstanten k kaldes integra-
tionskonstanten. Selve integralet kaldes det ubestemte integral af f.

Vi formulerer en satning, hvor vi angiver nogle udvalgte stamfunktioner.
Flere kan findes i en formelsamling:

Saetning 12.8. Fylgende tabel angiver funktioner og deres stamfunktioner:
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f(z) | F(z) eller [ f(z) dx
a azx

70 r_hxa+1

ekx %ekx
% In |z|

In(z) xln(x) —z

Bemaerkning 12.9 (Stamfunktionen til %) Leeg meerke til % Her pastas
det, at stamfunktionen er In |z|. Vi ved fra differentialregning, at In'(z) = 1.
Sa hvorfor skal der veere numerisktegn om z? Funktionen % har som defi-
nitionsmeengde alle tal undtagen 0. Men In(z) har som definitionsmeengde
de positive tal x > 0. Derfor kan In(x) ikke veere stamfunktion til %, for-
di }3 giver mening, men In(—3) giver ikke mening. Sa derfor ssettes der
numerisktegn om x. Det betyder sa, at der er noget at bevise. A

Bevis. Alle beviserne er ens. Opskriv stamfunktionen og differentier.
(azx) =a

/
1 Ia—i—l _ 1 . (CL + 1) . xa—i—l—l — QTa
a+1

a—+1
1 |
<l{:ek$> k ket = e

Sa skal vi teenke lidt: In || betyder, at vi skal tage den numeriske veerdi af
x, for vi tager In, det betyder, at vi kan sztte negative tal ind i In |z|. Sa vi
har to tilfeelde. Et hvor z > 0, og et hvor z < 0. Det forste tilfzelde x > 0:

In’(z) = 1. Det andet tilfeelde 2 < 0. Men sé er || = —2 (minus-minus giver
plus), sa vi beregner med kaedereglen:
1 -1 1
1 — ! = — —1 = — = —
(n(-a)) =+ (-1)= 1 =

Til den sidste stamfunktion, hvor vi benytter produktregnereglen:

(zln(z) —z) = 1-ln(x)—|—x-%—l =In(z)+1—-1=In(zx)

Vi kan nu beregne nogle stamfunktioner:
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Eksempel 12.10. Lad os finde stamfunktionerne til f(z) = 23, g(z) = €**
og h(z) = 2x+In(z) — 1. For f kan vi se, at det er en potens: %, med a = 3.
Sa vi kan beregne:

1 1
3 _ 3+1 _ 14
/x dx—73+1x + k 4:1: + k

Stamfunktionen til g findes ved at se, at det er en eksponentiel funktion
ek med k = 2:

1
/eh dr = 562:6 +k

Stamfunktionen til h kreever en inddeling i tre led. Fgrste led 2z er en
skjult potens 2z!. Andet led In(x) kan findes direkte. Tredje led —1 har
formen a, og giver azx.

/(2x—l—ln(x)—1) dx = Z'm

I alle tre tilfselde skal man huske +k. AN

e ygn(z)—r—1-a+k = 22 +xn(z)—22+k

I nogle tilfeelde kan vi beregne k, hvis vi for eksempel far opgivet et
punkt, grafen for stamfunktionen skal ga igennem.

Eksempel 12.11. Hvis vi har funktionen f(z) = 322+ %, og skal bestemme
en stamfunktion, hvis graf gar igennem (1, 22). Sa kan vi gore det i to skridt.
Fgrst finde vi stamfunktionen:

1 1

/ 322 + =) de =3 —— a2t Inz| + k=2 +1In|z| + &

x 2+1
Det vil sige, at vores stamfunktion hedder F(z) = 2® + In|2| + k. Vi kan
bestemme k ved at indsaette punktet F'(1) = 22 og sa isolere k.

F(1) =22

P4 1n|l] + k=22
1+0+k=22
k=21

Sa stamfunktionen til f igennem (1, 22) bliver:
F(z) =3 +In|z| + 21
A

Bemeerkning 12.12. Laeg meerke til, at lige sa snart vi i eksemplet hav-
de en stamfunktion, sa gik vi over til at skrive F'(z) og ikke integraltegn.
Det er fordi, integraltegnet skal opfattes som en besked om at bestemme
en stamfunktion. Derudover er det meget kluntet, at skulle lave de sidste
udregninger med integraltegn (prov selv). AN
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I de to foregaende eksempler har vi anvendt, at vi i kan se pa hvert led i
funktionerne for sig. Det skal selvfglgelig bevises, og det vil vi ggre som det
sidste i dette afsnit.

Saetning 12.13. Givet to funktioner f og g, som har stamfunktioner, og k
som er et tal, sa gelder:

0
[t sta)) dz = [ 5(@) s
)
[ @+ do= [ fa) o+ [ o) do

Bemsaerkning 12.14. Beviset fungerer ved, at man differentierer pa begge
sider af lighedstegnet, og s& ser man om man far det samme. I beviset skal
man huske, at en stamfunktion differentieret giver den oprindelige funktion.

Sa vi har fglgende:
() ae) = 16

Bevis. Ad 1: Vi differentierer venstre side af lighedstegnet

(/k-f(x) d:v)lzk-f(x).

Vi differentierer hgjre side af lighedstegnet:

(k-/f(x) da:)lzlc(/f(m) d:c)lzk-f(x).

Vi far det samme pa begge sider af lighedstegnet, sa vi har vist 1.

Ad 2: Vi differentierer venstre side af lighedstegnet:

(f e+ o) ae) = s+ 560

Vi differentierer hgjre side af lighedstegnet:

(/@ as+ [ o dx)' - ([ s dx>'+ (/o) dx)' — J(@)+ ()

Vi far det samme pa begge sider af lighedstegnet, s vi har vist 2. O
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12.3. Anvendelse: Frit fald

Hvis vi forestiller os, at vi hgjt oppe fra slipper en eller anden tung genstand,
sa kan vi bruge integralregning til at sige noget om genstandens hastighed,
og hvor den er henne pa vej ned. Vi antager, at der ikke er luftmodstand,
og vi slipper genstanden, og ikke kaster den (starthastigheden er nul).

Fra fysik ved man, at den totale kraft, der virker pa genstanden er F' =
ma, hvor I er kraften, m er genstandens masse, og a er accelerationen. Pa
den anden side har vi, at det kun er tyngdekraften, der pavirker genstanden,
sa vi har F' = —mg, hvor g er graviationskonstanten, og minusset er fordi
genstanden bevager sig ned ad:

ma = —mg
jna = — jng
a=—g
Accelerationen athaenger af tiden sa: a(t) = —g.

Fra differentialregningen ved vi, at hvis vi har en stedfunktion s, der
forteeller os, hvor vi er, sa kan vi differentierer den og fa hastigheden v. Med
andre ord, §'(t) = v(t). Sa stedfunktionen er en stamfunktion til hastigheds-
funktionen. Vi ved ogsa, at hastigheden af hastigheden er accelerationen, sa
vi har v/'(t) = a(t). Sa hastigheden er en stamfunktion til accelerationen.
Samlet har vi

Vi kan nu bestemme v og s.
Vi har

U(t):/a(t) dt:/—g dt = —gt +vg

Hvor vg er begyndelseshastigheden. Men den har vi antaget er nul, sa vi har
v(t) = —gt. Vi kan nu finde stedfunktionen.

s(t):/v(t) dt:/—gt dt:%gt%h

Hvor h er hgjden, vi slipper genstanden fra.

Dermed kan vi benytte stamfunktioner til at finde sted- og hastigheds-
funktioner. Hvilket er praktisk, hvis man gnsker at regne pa noget sadant.

12.4. Arealer og bestemte integraler

Som vi sa i forbindelse med de to eksempler, der indledte dette kapitel, sa
er der en sammenhaeng mellem stamfunktioner og arealer under grafer. Vi
begynder dette afsnit med at give et indblik i de teknikker, der ligger bag
ved, de arealer vi skal beregne senere.
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Pa tegningen oven over kan vi se et eksempel pa et areal, vi kunne veere
ude pa at beregne. Vi har grafen for en funktion, der er aftagende og positiv
(over forsteaksen). Vi tegner to lodrette linjer x = a og x = b. Arealet vi vil
beregne er arealet af omradet, der ligger under grafen, over fgrsteaksen og
imellem de to lodrette linjer. Det er altid sadan, at arealet begraenses lodret.

Udgangspunktet, for den teori vi skal fremstille her, er den observation,
at hvis vi har en kontinuert funktion f, der er defineret pa et lukket inter-
val [a;b], hvor —oo < a < b < oo. Sa geelder der om funktionen, at den
har et minimum og et maksimum (eventuelt det samme, hvis funktionen er
konstant). Det vil sige, at funktionen har et minimumssted z,, og en mini-
mumsveerdi f(z,,), et maksimumssted zj; og en maksimumsveerdi f(xys),
hvor bade x,, og x)s ligger i intervallet [a; b].

Det ovenstaende er falsk, hvis funktionen ikke er kontinuert, eller hvis
intervallet ikke er lukket.

Det, at vi har et minimum og et maksimum, ggr, at vi kan tilnserme
arealet under en graf, ved hjeelp af rektangler. Hvis vores interval er [a;b],
sa kan vi lave en inddeling P af intervallet a = 2 < 21 < 22 < ... < x,, = b.
Hvilket giver en inddeling i n mindre intervaller. Hvert af disse intervaller
er lukket, sa inden for hvert interval er der et minimumsted z,,; og et
maksimumsted x 7, hvor ¢ angivet nummeret pa intervallet. Vi kan sa tegne
rektangler under grafen, der anvender minimumvaerdier f(z,;), som hgjder,
og rektangler, der anvender maksimumveerdier f(z7;), som hgjder. Se figur
L2.5]

Bemaerkning 12.15 (hegnspele). I det ovenstaende har vi punkter, der
teelles fra 0 til n, hvorfor man kunne tro, at der er n+1 intervaller. Det er ikke
tilfzeldet. Vi teeller mellemrummene, og der n af dem (fordi vi har begyndt
med 0). Sa hvert interval er nummereret efter det hgjre endepunkt. Disse
problemer kaldes hegnspaeleproblemer, da det svare til spgrgsmalet om hvor
mange hegnspele, der kan anvendes, hvis man skal lave n mellemrum. A

Ideen er, at vi kan beregne arealerne af hver rektangel. Bredden péa hvert
interval vil vi betegne Ax; = x; — x;_1. Sa hvis vi ser pa tilfeeldet, hvor vi
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Figur 12.3. Det venstre billede viser en orange graf og de tilhgrende
arealer, der indgar i undersummen for denne inddeling. Det hgjre bil-
lede viser den samme orange graf og de tilhgrende arealer, der indgar
i oversummen for den samme inddeling. Bemazerk, at rektanglerne ikke
behgver at veere lige brede, og at maksimum og minimum for hvert in-
terval ikke behgver at ligge i enderne — se pa toppen af grafen.

anvender minima, sa far vi:

f@ma) - Azt + f(mma) - Avg + .+ f(@mn)  Azn =Y f(mq) Az
i=1
Dette udtryk vil vi kalde undersummen for f givet inddelingen P, og vi vil
skrive

U(f, P)

Vi kan ggre det samme for rektanglerne, hvor vi har benyttet maksima.

n
Flearn) - Ay + f(aar) - Aza+ ..+ f(wan) - Azn =Y foa) Az
i=1
Dette udtryk vil vi kalde oversummen for f givet inddelingen P, og vi vil
skrive

O(f,P)

Fra tegningen i firgur [[2.3] kan vi se, at en undersum er mindre end en
oversum, og det areal vi faktisk er interesseret i, ligger i mellem de to sum-
mer. Spgrgsmalet er sa, hvordan vi kan komme taettere pa arealet? Svaret
er, at vi laver flere rektangler, som er smallere (vi skal stadig veere mellem a
og b). Det kaldes at lave en forfinning. For hvis der tilfgjes flere rektangler til
undersummen, sa vil undersummen blive stgrre, fordi rektanglerne vil ligge
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teettere pa grafen. Ligeledes vil oversummen blive mindre af samme grund.
Hvis P er en forfining af P, s& har vi med andre ord:

U(f,P) <U(f,P) <O(f,P) < O(f,P)

Hvis vi kalder maksimum for undersummerne givet alle inddelinger for

/abf(:n) dz

og minimum for oversummerne givet alle inddelinger for

/abf(x) dx

Sa kalder vi f for integrabel, hvis og kun hvis:

/abf(x) dx :/abf(a:) dz

Og i dette tilfaelde skriver vi
b
[ f@)da

Bemeerkning 12.16. Det ovenstaende er en meget kortfattet udgave af
den teori, der ligger bag integralregning. Der er mange ting, der skal vises,
hvis det skal blive til en preecis teori. Det vigtige at fa med er, at arealerne
under graferne er lavet ved hjalpe af rektangler, og ved at lave flere og flere,
smallere og smallere rektangler, sa kan vi tilnserme arealet under grafen. A

For det feelles ekstremum.

12.4.1. Regning med arealer. Det er nu pa tide at begynde at regne pa
arealer. Hvis man slar op i en formelsamling, kan man typisk finde fglgende
formel:

b
/ f(x) dv = [F(z)]’ = F(b) — F(a)

Det venstre udtryk f; f(x) dz er en besked om at bestemme arealet
mellem a og b under f. Det kaldes det bestemte integral. Tallet a vil naesten
altid veere lavere end b, og de to tal kaldes integralets grenser. Den kantede
parentes i midten [F(x)]% er en mellemregning, hvor vi bestemmer stam-

funktionen til f. Det sidste udtryk F'(b) — F(a) er der, hvor arealet bliver
beregnet. Sa udregningen kan opsummeres til veere fglgende:

(1) Bestem stamfunktionen F' til f.
(2) Indseet a og b i F, og beregn F(b) — F(a)

Vi giver eksempel:
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Eksempel 12.17. Vi vil beregne

2
/ 22 dx
1

Grafisk ser det saledes ud:

\

Det forste trin er at bestemme stamfunktionen:

2 1 .72
/ 2 dx = [333]
1 3

Derefter indseetter vi 1 og 2, og trackker fra:

2 1 2
/ 2% dr = [933]
1 3 1

:1.23_ 1.13
3 3

_8 17

3 3 3

Det vil sige, at arealet er %, og vi kan skrive:

3
2
/l‘zd.%':?
1 3

Ideen med at treekke F(a) fra F(b) er illustreret pa figur [12.4] Hvis vi
har en stamfunktion F' til f, hvor det geelder, at F'(0) = 0, sa vil vi kunne
betragte F'(b) og F(a), som arealerne under grafen for f, der begynder ved

A
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F(b)-F(a) = F(b) - F(a)

a b a b a b

Figur 12.4. Ilustration af ideen bag F'(b) — F(a). Bemaerk, at billedet
kun er korrekt, hvis F'(0) = 0.

anden aksen ud til x = b eller x = a. Forskellen pa de to arealer giver, sa
arealet under grafen for f imellem x = a og = = b.

Da vi tidligere beregnede stamfunktioner, satte vi et +k pa stamfunk-
tionen. Det har vi ikke gjort i det ovenstaende eksempel. Grunden er lige til,
nemlig at det er ligegyldigt. Lad os for god ordens skyld se, hvad der sker,
hvis vi anvender stamfunktionen med +¥k:

b
/ (@) do = [F(a) + K? = F(b) + k — (F(a) + k) = F(b) — F(a)

Det vil sige, at +k kommer til at ga ud med —k. Vi vil derfor aldrig
satte et +k pa en stamfunktion, nar vi skal beregne arealer.

Eksempel 12.18. Hvis vi har funktionen
f(m) = —$2 + 4a

sa kunne vi blive bedt om at bestemme arealet under grafen i fgrste og andet
kvadrant. Grafen med areal ser saledes ud:

\
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Det, vi mangler for at kunne beregne arealet, er skeeringerne med fgrsteaksen.
Sa vi ma forst lgse f(x) =0, det vil sige:

2?4+ 4=0
4 = 2?2
T =4+V4=42

Sa vi skal beregne:

/2(—x2+4) do

-2

Vi begynder med stamfunktionen:

2 1 2
/ (-2 +4) do = [—:r?’ + 44
3 -2

-2

Nu kan vi sette —2 og 2 ind i F' og beregne:

2 1 2
/ (=22 +4) do = [:1:3 + 41:]
3 -2

-2

:_;.23+4.2_<_;.(_2)3+4'(—2)>

8 -8
()

8 -8
=——4+84—+38
g H8+ o+
16
=16— —
3
48 16
3 3
32
3

Sa arealet er %, og vi kan skrive:

2
2
/ (=2 +4) do = 32
. 3

Om ikke andet sa illustrerer dette eksempel, at integraler sjeeldent giver et
?peent” resultat. A

Eksempel 12.19. I dette eksempel vil vi se pa funktionen:

f(z) =2® — 4a

Arealet vi vil beregne er markeret pa fglgende billede.
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v

Vi laegger straks maerke til, at vi har et omrade, der ligger under fgrsteaksen.
Saledes lever det ikke op til vores definition af arealer. Men vi kan stadig
bestemme arealet. Men for vi kan det, skal vi lgse f(z) = 0, for at finde
vores graenser:

22 —4x =0

z-(x2—4)=0
Nulreglen giver:

r=0 V 22-4=0

Vi kunne forsgge at beregne:

/2 (2 — 42) dx

-2

Men vi vil opdage, at det tkke giver det rigtige resultat. Vi indskyder til-
gengeeld x = 0, og beregner det venstre areal

0 3 1 4 2 0
/ (a: - 43:) dr = [$ — 2z ]
4 -2

-2

Vi indsaetter graenserne, og beregner:
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:i(ﬁ—2(ﬂ-<im—m4—2(—mﬂ
1

= — 416—8)

= —(4-28)

0
1
:1'%—2 ?—(4«#—20§
16
- — 8
4
=4

Dermed giver
2
/ (;1:3 — 43:) dr = —4
0

Hvis vi ser pa konstruktionen af det bestemte integral, sa er der intet i den
konstruktion, der ikke ogsa kan lade sig ggre, hvis grafen for funktionen er
negativ (ligger under forsteaksen). Vi forventer at fa et negativt tal, da de
minima og maksima, der indgar alle er negative. Ved at tage den numeriske
veerdi kan vi fa et positivt tal, og dermed kan vi beregne arealet som

A4|—4=4+4=8

Hvis vi ikke havde delt op i to integraler, sa ville vi have beregnet:

2 0 2
/ (x3 — 4x) dr = / (333 — 4.7:) dr + / (x3 — 4x) dx
-2 -2 0
Men det giver 4 + (—4) = 0. Hvorfor vi vil fa:

/2 (m3—4x) dr=20

-2
Hyvilket ikke er arealet, men alligevel et veldefineret integral. A
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12.4.2. Regneregler. I det sidste eksempel oven for delte vi omradet, vi
var interesseret i op i to dele. Det gjorde vi ved at indfgre en ekstra greense.
Fglgende saetning samler tre vigtige resultater omkring graenser for integra-
ler.

Seetning 12.20. Huis f er integrabel over intevallet [a;b], sa gelder:
b b c
W) [ 1@ do= [ fa)dos [ 1) ds
@ [ #a) da=0
b a
3 de = — d
®) [ f@)do=—[ f@) do

Bevis. Ad 1: Hgjre side:

b c
/ f(z) dx +/ f(z) de = F(b) — F(c) + F(c) — F(a)
F(a)

_ F(b) —
b
~ [ @ do

Ad 2: Beregner:

Ad 3: Beregner:
—Aﬂme:4ﬂw—mm
b
= F(b) - F) = [ (o) do

O

Saetning 12.21. Huis f og g er integrable pa |a;b], og k er et tal. Sa gelder:
b b b
W) [ 5@+ gt do= [ @) dot [ g(e) da

) /abk:-f(x) d:c:k:-/abf(x) do
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Bevis. Ad 1: Beregner:

Ad 2: Beregner:

b
/ ke f(z) doe = (k- F(b)) — (k- F(a))
=k-F(b)— k- F(a)
— k- (F(b) - F(a))
b
=k- [ f(z)dz

O

12.4.3. Analysens fundamentalssetning. Vi vil nu bevise det, der kal-
des analysens fundamentalssetning. Denne saetning knytter arealer og stam-
funktioner sammen. Sa vi vil begynde med at definere begrebet arealfunk-
tion.

Definition 12.22 (Arealfunktion). Hvis f er en kontinuert funktion de-
fineret pa [a;b]. Sa er arealfunktionen A med udgangspunkt i a defineret
som:

A(z) = / " r) dt

Med andre ord, s& beregner arealfunktionen arealet under f fra a til x.

Bemaerkning 12.23 (Hvorfor f(¢)7). Grunden til, at der star f(¢) og ikke
f(x) i integralet, er, at = kun skal veere graensen. Hvis vi havde defineret A

til at veere [ f(x) da, sé ville A(5) = f; f(5) dz. Men f(5) er et tal og ikke
en funktion, sa vi vil ikke fa arealet under f. A

Seetning 12.24 (Analysens fundamentalsaetning). Hwvis f er en kontinuert
funktion pa [a;b], sa gelder:

Al(x) = f(z), pala;b|
hvor A er arealfunktionen til f.

Bemaerkning 12.25. Her springer vi faktisk noget vigtigt over. Nemlig at
bevise, at f faktisk har en arealfunktion. Derudover mangler vi at bevise,
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at arealfunktionen er kontinuert, ellers kan vi ikke veere sikker pa, at den er
begraenset og dermed, at de uligheder, der anvendes i beviset, er sande. A

Bevis. Vilader f veere en kontinuert funktion defineret pa [a; b], og vi lader
A veere arealfunktionen til grafen for f, med startveerdi i a. Det vil sige, at
A(z) er arealet under f’s graf fra a til z. Vi vil vise, at for xo i Ja;b], sa
gaelder A'(zg) = f(xo). Vi ser pa intervallet [zg;x], hvor = > x(. Arealet
under grafen for f fra xg til z kan vi beregne ved

A(zx) — A(xg).

Zo

Da f er kontinuert pa [xo; «], har vi, at der findes et maksimumsted /. og
et minimumsted x,, 5, som begge afheenger af . Vi laver to rektangler med
grundlinje fra zg til . Hgjden pa det forste rektangel er minimumveerdien
f(Zm,z), og hojden pa det andet rektangel er maksimumveerdien f(z ).
Arealet af det forste rektangel er f(zp,z) - (z — x0), og arealet af det andet
rektangel er f(za ) (2 — o), da afstanden mellem zg og x er  — . Derfor
har vi fglgende dobbelt ulighed:

f@mz) - (& = x0) < Ax) = Alzo) < f@pmz) - (& = 20)

A

f(zm,x) - (z — o)

v

m‘.o::::j‘; Zo

Hvis vi dividerer dobbeltuligheden med (x — zg), far vi:
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A(z) — A(zo)

Flema) < 50—

< f(xM,x)
Igen, da f er kontinuert, sa har vi fra ssetning [11.4]

lim f(xm.e) = f(zo)

lim f(zaz) = f(o)

T—TQ

Hvis tager greensen for x gaende imod xg alle tre steder i uligheden far vi:

lim (f(zme)) < lim <A(”5)A($(’)> < lim (f(zar0))

T—T0 T—xo T — X0 T—T0
. A(x) — A(x
flan) < Jim (HZ2ED) < )
T—T0 Tr — X0

Vi kan lave samme argument, hvis (z — xg) er negativ, sa vi har samlet:

| A) = A(xo)

T—T0 Tr — X0

= f(zo)

Eller A'(zo) = f (o).
U

Vi har nu bevist, at arealfunktionen er en stamfunktion til f. Men nar
vi beregner en stamfunktion, er det ikke sikkert, at det arealfunktionen vi
beregner. Indholdet af den nzeste seetning er, at vi ikke behgver at kende
arealfunktionen, det er nok, at vi kender en vilkarlig stamfunktion.

Saetning 12.26. Hvis f er en kontinuert funktion, sa gelder:
b
| f@de = P - Fla)
hvor F' er en stamfunktion til f.

Bevis. Vi ved at arealfunktionen A er en stamfunktion til f, sa fra seetning
[12.6] findes der et tal k saledes at
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Derudover har vi, at A(a) = 0, sa vi kan beregne:

b
/fww:mw
— A®) - Ala)
el
F(b) + k — (F(a) + k)
Fb)+k—F(a)—k
F(b) — F(a)

Hyvilket var, hvad vi skulle vise. U

12.5. Anvendelse: Definition af den naturlige logaritme

Den naturlige logaritme kan defineres som et integral:

Definition 12.27. Den naturlige logaritme In er defineret pa |0; oo[, og er

givet ved:
1
In(z) :/ — dt
1t

En direkte konsekvens af seetning [12.24] er, at In’(z) = 1

=
En lang reekke af egenskaberne ved In, kan uden stgrre besveer vises. For
eksempel In(1) = 0, da

1q

In(1) :/1 n dt = 0.

Vi kan ogsa se, at In er en monotont voksende funktion. Da In’(z) = 1 har
In’(z) = 0 ingen lgsninger, og da 1 er en positiv funktion for alle z i ]0; 00|,
sa folger det af monotonissetningen, at In(x) er monotont voksende.

Vi kan nu ogsa bevise regnereglerne for In.

Saetning 12.28. Hvis a,b > 0, sa gelder:
(1) In (a®) = b-In(a)
(2) In(a - b) = In(a) + In(b)
(3) In (%) =1In(a) — In(b)

Bevis. De to forste beviser anvender monotonisaetningen.



12.6. Areal mellem to grafer 225

Ad 1: Vi sztter a = z, og ser pa funktionen In(z®) — b - In(x). Den differen-
tieres:

<1n(ﬂsb) —b- ln(m))/ = ib . <b . $b_1) —b- !

xT

X
b1
:b.%_bl
X X
1 1
—b.— b= =0
xr x

Dermed er In(z®) — b - In(z) = k for en konstant k. Vi seetter = 1, og
beregner:

In(1%) —b-In(1) =0

Det vil sige, at k = 0, og vi har In(2?) — b - In(z) = 0. Hvis vi setter z = a,
og traekker bln(a) fra pa begge sider af lighedstegnet, sa far vi:

In (ab) =b-In(a)

Ad 2: Visatter b = x, og ser pa funktionen In(az)—In(x). Der differentieres:

1 1
1 —In(z) = —-a—~
(in(aw) ~ In(@)) = — -a - -
_1o1
oL

Dermed er In(az) — In(x) = k. Vi saetter z = 1, og beregner:
In(a) — In(1) = In(a)

Det vil sige, at In(az) — In(z) = In(a). Vi seetter z = b, og leegger In(b) til
pa begge sider af lighedstegnet:

In(a - b) = In(a) + In(b)

Ad 3: Den sidste seetning anvender, at ¢ = a - %, og % = b~!. Vi beregner:

ORI GH RIS

=In(a) +In(b7') = In(a) + (-1) - In(b)
=In(a) — In(b)

12.6. Areal mellem to grafer

I dette afsnit skal vi beregne arealer af omrader, der ligger mellem to grafer.
Det kan for eksempel se sadan ud:
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Omradet er opad til begraenset af en funktion f og nedad til begraenset
af en funktion g. Hvis vi kender fgrstekoordinaterne til skeeringspunkterne,
sa kan vi bruge dem som graenser. Arealet kan s& beregnes pa folgende made:

oA

Eller i symboler:

/ (@) = 9(a)) da = / " fla) do - / o) de

Sa for at kunne beregne et areal mellem to grafer, skal vi kende graen-
serne, samt vide hvilke to funktioner, der er i spil, og vide hvilken funktion,
der ligger over den anden. Vi giver et eksempel.

Eksempel 12.29. Vi ser pa funktionen f(z) = x + 3 og funktionen g(z) =
22 — 4z + 3. De to grafer for f og g afgraenser et omrade.

10 1
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Vi kan se, at f er den gverste graf, og ¢ ligger neden under, sa vi kan bruge
ff (f(x) — g(z)) dr uden endringer. Vi mangler graenserne. Dem kan vi
bestemme ved at saztte de to funktioner lig med hinanden:

f(z) =g(x)
r+3=x2>—4r+3
r =12 —4dx
0=2’—"5x
O=z-(x—05)
Nulreglen:
O=a2 vV O0=z-5
r=0V =5

Sa graenserne er ¢ = 0, og b = 5. Vi kan nu beregne integralet:

5 5
[ 0@ o) do= [ @r3- (@ -1043) a
0 0
5 5
:/ (x+3—a:2+4a:—3) d:z::/ (—x2+5x) dx
0 0

[ 5]
—[—31‘ —1—295]

0
L 3,5 5 L 5 9 2
125 1% 250 8T 135,
3 2 6 6 6 6
Det vil sige, at arealet mellem graferne for f og g er 20%. A

Eksempel 12.30 (Vanskeligt). Hvis vi ser pa funktionen f(z) = —2%+ 6,
sa danner den med fgrsteaksen et omrade M, der har et areal i fgrstekvadrant.
Det har vi set i et tidligere afsnit, hvordan vi kan beregne arealet af. Da vi
far brug for svaret, beregner vi vi arealet. Vi bestemmer fgrst nulpunkterne
for grafen for f.

—2? 4+ 6x=0
Saetter x uden for en parentes

x-(—x+6)=0
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Nulregel:

=0V —a2+6=0
=0V =6

Sa nu skal vi beregne:

/Oﬁf(x) dx = /06 (-2 + 62) da

1 6
= [——x:)’ + 3302]
3 0

1 1
=~ . 634+3-6°—(—=-03+3-0°
30T <3 *

1 2
=—5:6:6°+3-36-0
6
= ——-36+3-36
536+

=-2-36+3-36 =36

Sa arealet af M er 36.

Men hvad nu, hvis vi far en funktion y = ax, hvor vi ikke ved hvad a
er, og som deler omradet M i to lige store dele? Med andre ord, sa skal vi
bestemme a, sa arealet mellem f og y = ax er %M . Som fglgende billede
viser, s& er problemet at forskellige vaerdier for a, giver forskellige graenser
vi skal tage bruge i vores integral.

2 4 2 4

f(z) = —2? + 62 % f(z) = —2%+ 62 %

Sa vi ma begynde med at finde skeeringerne mellem f og y = az. Vi
seetter dem lig med hinanden.

—2? + 6z = ax

—22+6x—axr=0
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Saetter x uden for en parentes
—22 4+ (6 —a)z =0
Saetter x uden for en parentes
z-(—x+6—a)=0
Nulregel:

=0V —24+6—-—a=0
=0V zxz=6—a
Sa fra vores billede kan vi se, at vi skal beregne a, séa fglgende er sandt:
6—a 1
/ (f(x) —azx) de ==-36=18
0 2
Vi tager det i bidder, og leegger meerke til at f(x) — ax, faktisk optraeder

i udledningen oven over. Vi kan se, at —x? + 6z — ax = —22 + (6 — a)x. S&
det vil vi bruge i integralet.

6—a 6—a
) — axr Xr = —.'172 — a)xr X
/0 (f(z) - az) d /0 (—a2 + (6 — a)z) d

[ 15, 6—a 1%
—[390—1- 21:}0

Forleenger brgkerne og satter pa feelles brgkstreg

26 —a)® 3(6—a)® (6—a)?
6 + 6 6

Med andre ord, vi kan bestemme arealet mellem f og y = ax ved %. Nu

er det pa tide at ssette arealet lig med 18.

(6 —a)
~ 7 —18
6
(6 —a)® =108
6 —a = V108

a=6—v108 ~ 1,2377968
Sa svaret er, at a ~ 1,2377968. A

)
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I de ovenstaende beregninger har vi ikke forholdt os til om graferne for
f og g er positive, dvs. ligger over fgrsteaksen. Det viser sig, at nar der
beregnes arealer mellem to grafer, sa er den lodrette placering af graferne

ligegyldig.

Seetning 12.31. Hvis f og g er kontinuerte pa [a;b], med f(x) > g(z) for
alle x i [a;b]. Sa beregnes der med integralet

b
/ (f(z) - g(x)) dr,

arealet mellem de to grafer.

Bevis. Hvis bade f og g er positive pa [a;b], sa er saetningen klar. Hvis
derimod mindst en af f eller g antager negative veerdier, sa har vi noget at
vise. Da bade f og g er kontinuerte pa et lukket og begreenset interval, sa
er de begraensede. Dermed finder der en konstant k, som vi kan laegge til f
og g, sa f(z) + k og g(z) + k er positive for alle = i [a;b], dermed kan vi
beregne arealet mellem de to nye funktioner:

b b
/ (@) +k — (g(x) + k) do = / (f(2) + k- g(x) — k) da
b
- / (f(z) - g(a)) da

Dermed far vi det samme areal, selvom en eller begge funktioner er negative.
O

I eksempel [I2.19) beregnede vi arealet af et omrade under forsteaksen ved
at tage den numeriske vaerdi. Men vi har faktisk ikke vist, at det er noget
vi kan ggre. Men det kan vi nu.

Saetning 12.32. Hvis [ er kontinuert pa [a;b] med f(x) <0, sd er arealet
mellem grafen for f og forsteaksen givet ved:

—/abf(x) dx
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02 04 06 08 1

Figur 12.5. Billedet viser den fuldsteendig lige fordeling — den rette
linje — og en mere realistisk fordeling — den buede linje. Gini-koefficienten
er den procentvise andel af det viste areal ud af arealet under den rette

linje.

Bevis. Fgrsteaksen kan skrives som en funktion ved y = 0. Dermed kan vi
beregne arealet mellem y = 0 og f.

b b
/ 0 f(@) de= | —f(z)de

a

12.7. Anvendelse: Gini-koefficienten

I samfundsfag interesserer man sig for gkonomisk ulighed, og hvordan noget
sadant kan males. En made at male ulighed pa er ved Gini-koefficienten.
Man tager udgangspunkt i en fuldsteendig lige fordeling af goder. Saledes
inddeles en befolkning i tiendedele ogsa kaldet deciler. Hvis de 10% fattigste
har 10% af alle gode, og de naeste 10% ogsa har 10%, sa giver det anledning
til en ret linje f(x) = x, der beskriver den helt lige fordeling.

Men virkeligheden er ikke sadan. Sa der findes en kurve g, som viser den

faktiske fordeling af goder i befolkningen. Da de fattigste ikke har 10%, men
derimod mindre, sa vil den faktiske kurve ligge under den lige fordeling — se

figur 125
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Gini-koefficienten er sa den andel arealet mellem de to kurver udger af
arealet under den helt lige fordeling. Hvis den faktiske fordeling kaldes g, sa
kan det skrives som:

Jo (& —g(x)) da
fol x dx

12.8. Integration ved substitution

Engang imellem kan man komme ud for at skulle bestemme en stamfunktion
til for eksempel:

2z
@)=
Eller:
g(x) = 322 - (x3 — 7)8
Eller:

() — 1
(@) = vz +1
I alle tre tilfselde har vi sammensatte funktioner eller noget, der ligner.
Metoden der benyttes til at bestemme stamfunktionerne kaldes integration
ved substitution, og er en af mange forskellige metoder til at bestemme
integraler. Ideen er, hvis vi har en funktion, der ligner f(g(x))-¢'(x), sa kan
vi benytte kaedereglen baglaens.

/ (Flg(@)) - ¢'(x)) do = Flg(x)) + k

Her F' som szedvanlig en stamfunktion til f. Vi kalder g for u, og sa indsaet-
ter vi u stedet for g. Der skal ogsa ske noget med dx, hvilket vi viser i
eksemplerne.

/ (flg(@)) - ¢ (2)) dx = / f(u) du = F(u) + k = F(g(x)) + k

Teknikken bag metoden kan dog bedst vises ved eksempler:

2x

Eksempel 12.33. Vi gnsker at bestemme stamfunktionen til f(z) = ot

2
/ a: dzx
243

Vi skal finde en funktion, som skal skiftes ud. I dette eksempel er der to
muligheder 2z eller 2 + 3. Vi vaelger den sidste, og kalder den w. Det vil

sige, u(z) = 22 + 3. Vi bestemmer g—g, hvilket er nogle andre symboler for

u'(x).

du
— =2
dx v
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Vi vil nu behandle g—;, som var det en brgk (det er det ikke), og vi isolerer
du ved at gange med dx pa begge sider af lighedstegnet.

du = 2xdx
Vores integral kan vi skrive som:
2z 1
——— dr = | —— - 2xd
/x2+3 o /:c2+3 v
S& nu skifter vi 22 + 3 ud med u og 2xdz ud med du.
1
/ du
u
Nu har vi faet et integral, der er til at beregne:
1
/ du =1In|u| + k
u
Og vi kan nu sette u(z) = 22 + 3 tilbage ind i formlen:

F(z)=In|z® + 3|+ k

Nu har vi fundet stamfunktionen. AN

Metoden i det ovenstaende eksempel kan seettes pa punktform:

1) Find den funktion du vil substituere. Kald den u (eller noget andet).
2) Bestem 2 ogsa kaldet u'(x).
3) Isoler du.
4) Substituer u og du ind i integralet.
5)

)

6

(
(
(
(
(5) Bestem stamfunktionen
(6) Substituer tilbage.

Eksempel 12.34. Vi gnsker at bestemme stamfunktionen til g(z) = 322 -

(:C3 — 7)8:
/3332 (2 = 7)8 da

Vi szetter u(z) = 3 — 7, og beregner:

du
R g
dx v
Isolerer du:
du = 3z%dx

Substituerer v og du ind i integralet:

/3x2-(w3—7)8da;—/u8du
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Bestemmer integralet:
1
/ u® du = §u9 + k
Substituerer tilbage, og bestemmer stamfunktionen:

Flz) = S(2® -7 + &

9
A
Eksempel 12.35. Vi gnsker at bestemme stamfunktionen til: h(x) = 3i+ =
[
—dx
3z +1
Vi seetter u(z) = 3z + 1 og beregner:
du
de
Her vil vi til forskel isolere dzx.
1
du = 3dx & gdu =dx
Substituerer u og %du ind i integralet:
1 1 1
———dr= | ——=- -du
/ V3r+1 / Vu 3
Bestemmer integralet:
/ ! 1d 2v/u L +k
—_— e —adu = u - —
Vu 3 3
Substituerer tilbage, og bestemmer stamfunktionen:
2
F(x) = g\/Sx +1+k
JAN

12.8.1. Substitution af bestemte integraler. Hvad hvis vi skal beregne:

1
1
/dm
0 3x+1

En metode vil veere at begynde med at ignorere de to greenser, finde stam-
funktionen, og sa beregne F'(2) — F'(1). Og det vil faktisk give det rigtige
resultat.

Nogle gange kan det vaere en fordel at ggre noget andet. For hvis vi
substituerer noget ud, sa kunne det veere, at vi skulle have nogle andre
greenser. Ideen bag det kan skrives:

b u(b)
[t gw ao= [ oy [0 4 =PI = F®) - Fu(b)
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Eksempel 12.36. Vi skal beregne:

1
1
/m
0 3x+1

Folgende har vi lavet i eksempel [12.35] sa vi viser ikke alle mellemregninger.
Vi laver substitutionen u = 3z + 1. Beregner:

du—?)(:) du—dm
dzr

Det nye er, at vi skal omregne graenserne:
w(0)=3-0+1=1 u(l)=3-1+1=4

Hvis vi substituerer, sa far vi:

[ oo E

Det vil sige:

1
1 2
e
0o V3r+1 3

Vi kan undersgge, om vi har faet det rigtige, ved at anvende den stam-
funktion vi fandt i eksempel [12.35)

2
F(a) = 3V3r+1+k

Vi beregner med de oprindelige graenser:

2 2
F(1)—F(o):g\/3-1+1—§\/3.0+1
2 2 4 2
== —ZJ1====
vi 3\[ 3 3

Dermed giver begge teknikker det samme resultat. A

12.9. Rumfang af omdrejningslegemer

Vi kan ogsa benytte integralregning til at beregne rumfanget eller volumen
af nogle saerlige figurer, der kaldes omdrejningslegemer (se figur [12.6)).



236 12. Integralregning

Figur 12.6. De fire billeder viser sinus til venstre og omdrejningsle-
gemet til sinus til hgjre.. @verste til venstre er der indtegnet grafen for
sinus og en cylinder, der kan anvendes til en undersum. @verst til hgjre
ses omdrejningslegemet til sinus. Den nederste rackke viser det samme
som den gverste. Billedet er blot drejet vandret med uret og op.

Et omdrejningslegeme er det, man far ved at rotere en graf omkring en
akse. S& far man et tredimensionelt objekt, der er rund set fra en vinkel, og
buet som grafen set fra en anden vinkel.

Vores idé med at fa arealer ud af over- og undersummer, kan udnyttes i
forbindelse med omdrejningslegemer. Her bliver rektanglerne bare til cylin-
dre (se figur . Rumfanget af en cylinder er 772 - h. Vi kan for eksempel
beregne en undersum med cylindre som fglger:

Z Wf(azmyi)2A$,-
i=1

Her er radius f(xy,.i), og hgjden er Az;. Ved at lave en forfining af forsteaksen
kan vi se, at rumfanget af omdrejningslegemet er givet ved:

7T/abf(a7)2 dx
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Typisk vil et integral til at beregne rumfang med vaere meget bgvlet, og

man vil derfor ofte bruge en computer til at beregne rumfanget.
Eksempel 12.37. Et simpelt eksempel kan veere f(x) = %:c, hvor vi laver

omdrejningslegemet i omradet a = 0 til b = 4. Vi skal altsa beregne:

4 1 2
7r/ <—x> dx
o \2

_

2 4

Udregningen er lige ud af landevejen:
4 2 4
1 1
7r/ <—x) dr = 71'/ —z? dx
0o \2 o 4

114" 141"
-[i57 =< e,

Med andre ord rumfanget er 7 - 5% ~ 16,76 A

Eksempel 12.38 (Rumfanget af en kugle). En cirkel med centrum i (0, 0)
og radius r har ligningen

224y =02
Hvis vi isolerer y, far vi 22 + 12 =12 @ y? =12 — 22 & y = £Vr? — 22,
Hvis vi veelger +, sa far vi grafen for en halv cirkel, der skeer forsteaksen,
nar z = +r. Omdrejningslegemet er en kugle med radius 7.
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Vi vil nu beregne rumfanget af en kugle.

7r/< 7«2—9;2)2 dx:ﬂ'/r (r2 — 22) da

- r

1 1
:7T<7“3 o "3 —r3+3r3>>
1 1
_ 3_ 2,3 _ 13
=7 <7“ 3 +r 31" )
2 4
S ) S
”(T 3" )
_ 4 -3
-3
Her har vi genfundet formlen for rumfanget af en kugle %7[' 3, A

12.9.1. Rumfanget mellem to omdrejningslegemer. Ligesom man kan
beregne arealet mellem to grafer, s& kan man ogsa beregne rumfanget mel-
lem to omdrejningslegemer. Der vil veere et omdrejningslegeme, der ligger
yderst og et, der ligger inderst (se ﬁgur. Sa rumfanget af det, der ligger
imellem legemerne, fas ved at trackke de to rumfang fra hinanden. Hvis det
yderste rumfang er givet ved ff f(x)? dz, og det inderste rumfang er gi-
vet ved w f; g(z)? dz, si kan rumfanget imellem de to omdrejningslegemer,
beregnes som:

7r/jf(:c)2 dx—w/abg(:z:)2 d:c:7r</abf(x)2 dx—/abg(x)Q dz)

b
—r [ (f@? - gla)?) do

Bemszerkning 12.39 (En typisk fejl). En fejl, som let kan opsta, er, at eks-

ponenten bliver placeret forkert. Sa der kommer til at sta ff (f(x) — g(z))? da.
Dette er (stort set) altid forkert. A
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Figur 12.7. Billedet viser omdrejningslegemet fremkommet af sin(x)
yderst, og omdrejningslegemet fremkommet af %sin(ac) inderst. Vi
gnsker at beregne det rumfang, der ligger imellem de to omdrejningsle-

gemer.

Som med rumfang er beregning af rumfang mellem to omdrejningsle-
gemer, noget man far en computer til at beregne. Vi giver dog et enkelt
eksempel.

Eksempel 12.40. Det eksempel, vi vil se pa, bygger videre pa eksempel
Der lavede vi en kegle med funktionen f(z) = %w Men de feerreste
kegler har uendelig lille tykkelse. Sa det, vi kan ggre, er at lave en linje oven
den forste. Vores nye linje vil hedde g(z) = = + 1.
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f(ai) p==-m---

Afi = f(zi) = f(xio1)
f(zi-1)

A(I}i = T; — Tij—1

Figur 12.8. Figuren viser grafen for en funktion. Der er valgt to
fgrstekoordinater x;,—1 og x;, samt de to tilhgrende andenkoordinater

fziz1) og f(x:).

Da g ligger over f, sa beregner vi:

4 YO 1\ 1)
7r/ (9(2)* — f(z)?) dac:ﬂ/ <x+> —(az) dx
0 o \\27 T2 2
4
1, 1 11 1,
= - Z49.2. 2~ d
77/0 (43: +4+ 5 3% 4x> T
Y11
= S4cz)d
77/0 <4—|—2x T
1 +1x24
R
Tt T,
! 1, /1 1,
—77(4 4+44—<4 0+40>)
= l—i-1 16 -0

Det vil sige, at rumfanget mellem g og f er bw ~ 15, 7. A
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12.10. Kurvelzengde

Det sidste, vi vil anvende integralregning til, er at beregne leengden af kurver,
der er givet ved grafer for funktioner. Tanken bag leengden af kurver kommer
fra Pythagoras’ seetning

Hvis vi veelger to punkter pa forsteaksen z;_1 og x;, sa kan de sammen
med andenkoordinaterne f(z;—1) og f(z;) danne en retvinklet trekant —
se figur Hypotenusen af trekanten har tilnsermelsesvis samme leengde

som grafen for f i samme omrade. Hvis vi skriver Ax; = x; — x;_1 og
Af; = f(z;) — f(xi—1), sa kan hypotenusen beregnes med:
ViBe)T+ (AR

Vi szetter (Ax;)? uden for parentes:

= \/(Axi)2- (1 + (Afi)2>

(Ax;)?
=V (3)

Med lidt omrokering

Afi\2
=4/1 L) A
+<AJ}Z> v

Fra middelveerdissetningen |11.25(far vi, at % = % kan erstat-
tes med f'(¢;), hvor ¢; er et tal mellem z; og ;1. Dermed kan hypotenusen

beregnes ved:

1+ (f'(ci)? - A

Ideen er nu, at vi kan inddele forsteaksen i et antal omrader, og sa laegge
alle hypotenuserne sammen:

SV () - A
=1

Nar vi forfiner inddelingen, sa der det, at summen bliver til et integral.
Dermed kan kurveleengden beregnes med

/ab\/lJr(f’(x))Q dz
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Det er med kurveintegraler, som det er med rumfang. Det er noget, vi
seetter en computer til. Iseer kurveleengder kan selv i simple situationer give
nogle meget vanskelige integraler. Vi giver kun et eksempel til skraek og
advarsel.

Eksempel 12.41. Vi beregner leengden, af den kurve f(z) = 2?2 giver an-
ledning til fra z =1 til z = 3.

S R REECEEEEEEEEEEE

1

Vi begynder med at differentiere:
f(@) =22
Og vi indsaetter:

/13\/1+(f’(m))2 dm:/13\/1+(2x)2 da
:/13de

Vi saetter 4 uden for en parentes:

:/abﬂ'mdx
zzfmdx

Et opslag i en formelsamling giver os fglgende stamfunktion:

N ) 2
/«/x2+a2d$:azx—|—a+a 1n(33+*/332+a2)

2 2
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Da % = (%)2 = a kan vi beregne:

3
b 1\ 2 z\fa?+5 1 1
2-/ <> +a22 ) de=2- 7+%ln T[22+ =

2

En lommeregner giver os:

~ 8,27

Dermed er lzengden 8,27, og vi kan se, hvor besveerligt det er at beregne
kurveleengder. A






Kapitel 13

Normalfordelingen

Dette kapitel handler om normalfordelingen. Det er en sandsynlighedste-
oretisk fordeling, som meget ofte optraeder i sandsynlighedsregningen og i
statistik.

Kapitlet begynder med at introducere normalfordelingen ud fra sandsyn-
lighedstaethedsfunktionen og fordelingsfunktionen. Her bliver de grundlaeg-
gende egenskaber ved fordelingen vist, og vi behandler teorien bag normal-
fordelingen. Teorien indeholder mange dele, og der vil veere en del integraler,
som i de fleste tilfzelde vil veere til at ga til. Vi vil dog fa brug for partiel
integration for at behandle variansen.

Derefter vil vi behandle statistik med normalfordelingen. Udgangspunk-
tet er nogle observationer fra virkeligheden. Spgrgsmalet er sa, om de opfgrer
sig normalfordelt? Verktgjet til det bliver kaldt et QQ-plot. Dernaest ser vi
igen pa lineaer regression.

13.1. Normalfordelingen

Vi har tidligere set pa binomialfordelingen. Den bruges til situationer, hvor
vi for eksempel har antal. Men hvad nu, hvis vores data ikke er antal? Men
helt generelle tal som for eksempel:

2.4, 3,7, 6,0, —1,23,...

Her dur en binomialfordeling ikke, sa vi méa finde pa noget andet. En mulig
fordeling er normalfordelingen. En normalfordeling kan antage alle tal, s&
der er uendelig mange udfald. Det betyder ogsa, at sandsynligheden for ét
bestemt udfald altid er 0. En made at overbevise sig om det (som ikke er
matematisk) er ved at sige udfaldet divideret med alle udfald, men der er
uendelig mange udfald, sa resultatet af divisionen mé veere nul.
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-0 -8 -6 -4 =2 2 4 6 8 10 12

Figur 13.1. Figuren viser fire forskellige normalfordelinger. De tre
forste har p = 0, dermed ligger deres maksimum pa andenaksen og den
sidste har p = —3, hvorfor dens maksimum ligger i z = —3

Udgangspunktet er, at vi har en stokastisk variabel X, der har veaerdier,
der kan veere alle reelle tal. Vi knytter en middelveerdi p og en spredning o
til X. Det er de to parametre, der indgar i normalfordelingen.

Definition 13.1. Hvis en stokastisk variabel er normalfordelt med mid-
delveerdi p og spredning o, skrevet X ~ N(u,0), sa har den taethedsfunk-
tionen:

Bemazerkning 13.2. Notationen N (u, o) ikke er universel, ofte stgder man
pa N(u,0?) istedet. Det vil sige, at det er variansen o2, der skrives i stedet
for spredning o, s& man skal passe pa nar man leeser andre tekster. A
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Figur [13.3] viser graferne for forskellige teethedsfunktioner. Formen pa
graferne kaldes klokkeformet (eng: bell curve). Kurverne har et maksimum,
hvor & = . Jo hgjere spredningen er, jo "fladere” er graferne. Disse to ting
betyder, at vi kan aflaese middelvaerdien ud fra grafen for en tethedsfunk-
tion, nemlig i maksimummet. Se figur [13.3] nederst. Vi kan ogsa vurdere,
hvilke to fordelinger, der har den stgrste spredning, ved at se pa hvor ”flad”
kurven er.

Eksempel 13.3. Vi forestiller os en konservesfabrik, der laver daser med
mad. Hver dase skal indeholde 500 mL. Uanset hvor gode maskiner fabrikken
har til at fylde daserne, sa vil det aldrig blive helt praecist. Sa det kan veere,
at fabrikken antager, at indholdet af daserne i gennemsnit er 500mL, det vil
sige, i = 500, at der er en spredning pa 4 mL, det vil sige, 0 = 4. I dette
tilfeelde bliver teethedsfunktionen:

==

Denne funktion er teethedsfunktion for den normalfordelte stokastiske vari-

abel: X ~ N(500,4). A

Vores taethedsfunktion kan ikke beregne en sandsynlighed, sa hvordan
kan vi sa bruge den? Vi kan bruge f til beregne sandsynligheder i et interval.
Det ggr vi med en fordelingsfunktion F:

Definition 13.4. Hvis X ~ N(u,0), sa fordelingsfunktionen F' givet ved:

Fla)=P(X <a) = \/2717”7 ‘ /_a ()

Det, definitionen siger, er, at fordelingsfunktionen F'(a) beregner sand-
synligheden for haendelsen at fa et tal under a. Integralet gar fra minus
uendeligt, hvilket betyder, at det er et uegentlig integral. Integralet skal
laeses

1 - (%)2d([j

1
——— - lim e 2
A/ 2 T -g C—>—00 c
Udtrykket giver derfor kun mening, hvis greensen eksisterer. Integralet i
fordelingsfunktionen kan ikke beregnes med almindelig formeludtryk, sa der
skal noget avanceret matematik til at bestemme veerdierne for F'. Det ligger
uden for disse noter at behandle det.

Figur viser fire fordelingsfunktioner for normalfordelinger (det er
de samme fire hvis teethedsfunktion, vi tegnede i[13.1). En seerlig egenskab
ved normalfordelinger er, at deres median og middelveerdi er den samme.
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oc=1

g =

g =

oc=15

-0 -8 -6 -4 =2 2 4 6 8 10 12

Figur 13.2. Figuren viser fordelingsfunktionerne for fire forskellige
normalfordelinger. De tre fgrste har middelveerdi p = 0, hvorfor de
skaerer andenaksen i y = 0,5. Den sidste har middelveerdi p = —3,

hvorfor dens graf gar igennem (—3;0,5).

Det vil sige, at middelveerdien svarer til, at 50% af sandsynligheden ligger
pa hver side af den lodrette linje x = u. Eller i symboler:

P(X <p)=05

Det vil sige, at vi kan aflaese middelveerdien ud fra grafen for en fordelings-
funktion ved at tegne linjen y = 0,5, og sa finde skaeringen med fordelings-
funktionen. Sagt anderledes, fordelingsfunktionens graf gar altid igennem

(1450,5). Se figur gverst.

Ofte vil vi skulle beregne sandsynligheder som
Pla< X <b)

En made at ggre det pa er at beregne P(X < a), og trackke det fra P(X < b).
Med andre ord,

Pla<X <b)=P(X <b)— P(X <a)
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Hvis man synes, det ligner formlen for arealer under en graf:

b
| f@de = F) - Fla)
sa er det fordi, det faktisk er tilfeeldet:

Saetning 13.5. Hvis X har tethedsfunktionen f, sa gelder:
b
Pla< X <b) = / f(x)dx

Bevis. Vi skriver:

Pla< X <b)=P(X <b)— P(X <a)

= /_boo f(x)dx — /_aoo f(x)dx
b a

= lim f(z)dx — Egl f(z)dx

c——00 c c

Seetter greensen uden for parentes:

~ I (/be(x)d:c - / f(m)dx)

Bytter om pa greaenserne i det sidste integral:

~ ( /  Fa)dn 4 / ) f(a:)d:v)

Anvender indskudssaetningen:

= CEI—noo (/abf(:r)dar>

Da c ikke optraeder i integralet, kan graensen ignoreres:

Pla<X <b) = /bf(x)dac
O

En ting vi kan se, ud af graferne for teethedsfunktioner, er, at sand-
synligheden er centeret omkring middelveerdien. Det vil sige, at der er et
omrade omkring middelveerdien, hvor der er mest sandsynligt, at en maling
ligger. Disse omrader kan beregnes ved hjeelpe af spredningen. Der findes
en regel, der kan kaldes ”68-95-99”-reglen, som handler om, at spredningen
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a

Figur 13.3. Nederst viser figuren tsethedsfunktionen for en normal-
fordeling. Arealet fra a til b under grafen for teethedsfunktionen er vist,
og svarer til P(a < X <b). Middelveerdien p er markeret, hvor den kan
afleeses pa forsteaksen. @Dverst vises Fordelingsfunktion for samme nor-
malfordeling. Der er vist, hvordan P(X < a) og P(X < b) kan afleeses
pa andenaksen ved fgrst at finde a og b pa forsteaksen. Middelveerdien
u vises, og kan bestemmes ved at finde 0,5 pa andenaksen, og sa afleese
det tilsvarende fgrstekoordinat.



13.1. Normalfordelingen 251

giver anledning til omrader, hvor ca. 68%, 95% og 99% ligger. Se figur
I symbolsprog kan reglen skrives som,

Pp—o <X <pu+o0)~683%
Pu—2-0<X<pu+2-0)=~9,5%
Pu—3-0<X<pu+3-0)=~99,7%

Intervallet [ —2-0; p+2- 0] kaldes normalomradet, og veerdier i dette
interval kaldes normale. Vaerdierne i omraderne | —oo; u—3-0| og [+ 30; 00|
kaldes exceptionelle. Det er de vaerdier, der er meget lidt sandsynlige.

Eksempel 13.6. Konservesfabrikken, der producerer daser med p = 500
mL og 0 = 4 mL, har antaget, at indholdet af deres daser er normalfordelte
X ~ N(500,4). Det betyder, at de kan beregne normalomradet for deres
daser. Den nedre graense beregnes: u— 2 -0 =500 — 2 -4 = 500 — 8 = 492.
Ligeledes kan den gvre greense beregnes: p+2-0 = 500+2-4 = 500+8 = 508.
Det vil sige, at ca. 95,5% af daserne har et indhold mellem 492 og 508 mL.
I symboler:

P(492 < X <508) = 95,5%

Det der faktisk sker er, at der bliver beregnet et integral:

1 508 _;.(17500)261 0.955
. e 2 4 €Tr =
V2-m-4  Ja9o '

En konsekvens af det ovenstaende er, at 4,5% af alle daser har under 492
mL eller over 508 mL i sig. Det fgrste er darligt for forbrugeren, men maske
godt for fabrikken, der sparer pa indholdet, mens det andet er godt for for-
brugeren, men darligt for fabrikken. Fabrikken ved dog, at de exceptionelle
udfald er dem, der er mindre end 488 mL og mere end 512 mL. Dermed er
langt stgrstedelen af alle daser rimelig fyldte. A

Der nogle ting vi bgr naevne og bevise i forbindelse med normalfordelin-
gen. For det fgrste, at det er en sandsynlighedsfordeling.

Definition 13.7. Hvis funktionen f er ikke-negativ (dvs. f(z) > 0 for alle

x), og det geelder, at
/ flz)dx =1

sa kaldes f en tethedsfunktion. Og der findes en fordelingsfunktion:

F(a) = /_ OO f(2)dz
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Normalomrade

Figur 13.4. Figuren viser de omrader med middelveerdien p i midten,
der svarer til ca. 68,3%, 95,5% og 99,7%. Omradet, der svarer til 95,5%,
kaldes normalomradet.

En stokastisk variabel har fordelingsfunktionen F, hvis F(a) = P(X < a).
En sadan variabel kaldes ogsa kontinuert.

Dermed bgr vi faktisk vise, at normalfordelingen integrerer til 1, men
det bevis er uden for raekkevidden af disse noter. Tilgengeeld kan vi vise,
at normalfordelingen faktisk har middelveerdi p og spredning o. Vi skal dog
lige definere de to begreber fgrst.

Definition 13.8. Lad X vzere en kontinuert stokastisk variabel med teet-
hedsfunktion f, sa er middelvaerdien eller den forventede vaerdi E(X) eller
w givet ved:

Variansen Var(X) eller o2 givet ved:
oo

Var(X) = [ (o= w2 (o)

Middelveerdien opfylder:

Saetning 13.9. Hvis X er en stokastisk variable med tethedsfunktion f, og
a er et tal, sa gelder:

(1) E(aX) = aB(X)
(2) E(X +a) = B(X) +a
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Bevis. Vi begynder med 1. Opskriver middelveerdi for a X:

B(aX) = / Z az f(z)dx

Nummer 2. Vi opskriver middelvaerdien for:

o0

E(X +a) :/ (x+a)f(z)dr

—0o0

= [ wr@)+ af@as

—0o0

- /OO xf(a:)dx-l—/oo af (z)dx

o0 —0o0

=E(X) +a/oo f(z)dx

Da f er en teethedsfunktion:

=E(X)+a-1
E(X +a) =E(X)+a

Variansen opfylder:

Saetning 13.10. Hvis X er en stokastisk variable med tethedsfunktion f,
og a er et tal, sa gelder:

(1) Var(aX) = a®- Var(X)
(2) Var(X + a) = Var(X)
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Bevis. Nummer 1 fgrst. Hvis vi ser pa aX sa har den middelveerdi E(aX) =
aE(x) = ap. Indsaetter i formen for varians:

o0

Var(aX) = / (ax — ap)? f(x)dx

—0o0

- [ ale - w2 f(@te

—0o0

— [ - nprs

- [P pe)ds

Var(aX) = a? - Var(X)

Vi beviser nu punkt 2. Hvis X +a, sa er middelveerdien: E(X +a) = E(X) +
a = 4t + a. Indsaetter i formlen for varians:

o0

Var(X +a) = / (x+a—(u+a)f(x)de

—00

- [Cramu—aprs

—0o0

= [ @ nrrs

—0o0

Var(X + a) = Var(X)

O

Vi vil nu vise, at den generelle normalfordeling har middelveerdi i og
spredning o, fordi standardnormalfordelingen har 4 = 0 og ¢ = 1. Nar vi
sa har gjort det, er der kun tilbage at bevise, at standardnormalfordelin-
gen faktisk har de givne middelveerdi og spredning. Men fgrst den generelle
fordeling.

Vi lader X ~ N(u, o). Vi definerer en ny stokastisk variabel:

_Xop
N o

Y

Pastanden er, at Y er standardnormalfordelt. Hvilket vi faktisk kan bevise:

Seetning 13.11. Hvis X ~ N(u,0), sa er

X —p
(o

Y =

standardnormalfordelt: Y ~ N(0,1).
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Bevis. Vi beregner:

|
S}
<
+
=
ml
L=
—~
8
Qll
=
S~—
S
IS
8

Pa dette punkt griber vi til integration ved substitution. Vi ssetter u =

Tt = 1. (3 — ). Dermed er % = 1 & dz = odu. Den gvre integrations-
graense er
coytp—p\ oy
u(a-y+u)=< . >= ==Y

Dermed har vi, at den nye gvre graense er y. Vi kan nu saette ind:

oyt .
1 / e_;( UH)de

2-m0 J_oo

y
_ / e 37 oy

2-7m0 J_oo

1 y
= -a/ e 2@ gy

2-mo —o0

1 Y 1,02
— —5(u)
= e 2\ du
V 2.7 /;oo
Men det er netop formlen for standardnormalfordelingen. Sa Y er standard-
normalfordelt. U

Vi kan nu vise at:

Seetning 13.12. Hvis E(Y) =0, og Var(Y) = 1, nar X = oY + u, sa er
E(X) = p, og Var(X) = o2.

Bevis. Vi begynder med middelveerdien:
X =Y +upu
Tager E pa begge sider af lighedstegnet:
E(X)=E (oY + p)
Vi har E(X + p) = E(X) + u:

E(X)=E(Y) + u
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Det geelder, at E(aX) = aE(X):

E(X) = cE(Y) +
Da E(Y) = 0:

E(X) =p
Sa tager vi variansen:

X=0Y+upu

Tager variansen pa begge sider af lighedstegnet:

Var(X) = Var (cY + )
Da Var(X + p) = Var(X):

Var(X) = Var (¢Y)
Da Var(aX) = a*Var(X):

Var(X) = o*Var(Y)
Da Var(Y) = 1:

Var(X) = o?

O

Nu mangler vi at bevise, at standardnormalfordelingen har middelveerdi
0 spredning 1. Vi begynder med middelveaerdien:

Saetning 13.13. Standardnormalfordelingen har middelverds 0.

1 —1.2

v
Hvilket vi benytter til at beregne middelveerdien: E(X) = / x - f(z)dx

Bevis. Tathedsfunktionen for standardnormalfordelingen er f(z) =

Da greenserne er uendelige, vil vi tage graenserne —a og a, for sa at lade a
ga mod uendelig til sidst.

1 12
E(X) = x-e 2% dx
X)=TF=/
Substituerer v = —%x2 med d“ = —zr < du = —xzdx. De nye grezenser fas
ved indseettelse i —§x2 Graensen —a bliver til —f(—a)2 = _7“2 Greensen a

2

bliver til: —%a = T' Dermed er graenserne ens og

2
a:eixdx— —e¥du =0

\/271' —a 2.7 *TGQ
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Det geelder for alle a, sa greensen lim,_,~, &ndrer ikke pa resultatet. (]

Det, sidste vi mangler, er at bestemme variansen for standardnormalfor-
delingen. Vi benytter et trick, sa vi slipper for avancerede lgsningsmetoder
til integraler.

Saetning 13.14. Standardnormalfordelingen har varians 1.

Bevis. Da middelveaerdien er p = 0, bliver variansen:

o0 2 1.2
(x—p)*-e 2% dx

o0

[e.e]

Var(X) =

7=

1
Var(X) = \/ﬂ/ 22 e 2% dy

Vi ser pa funktionen:

Hvis vi differentiere den, far vi:
1 1.2 1 _12
fla) = e .

V2 V2m

Leeg meerke til at det sidste led er variansen uden et integraltegn. Sa vi
tilfgjer dem med greenserne —c og c:

¢ c 1 1.2 ¢ 1 1,2
f'(z)dx —/ e 2% dx — z? - e 2" dx
e —c V2w —c V2T

Hvis lader ¢ g& mod uendelig:

¢ ¢ 1 1,2 ¢ 1 1.2
lim "()dxr = lim < e 2% dx —/ - e 2% d:c) ,
c—00 _Cf( ) c—00 _e V2T —c V2T

sa er der nogle ting at bemearke. Pa hgjre side af lighedstegnet har vi:
1 10 * 1 _10
/ e 2% dx —/ ¢ ——e 2% dx
—0o0 27T —00 V 27T
1 — Var(X)

Det fgrste led giver 1, fordi der er tale om formlen for sandsynlighedsforde-
ling. Sa mangler vi bare venstre side af lighedstegnet:

" fw)de = 10) - 50

[

M

_ L (c e 2t e e_%c2>
2m
1 2
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Her pastar vi, at

[

. _c
lim 2¢-e” 2 =0.
Cc— 00

Det vil sige: [, f'(z)dz = 0. Samlet har vi s:

¢ ¢ 1 1.2 ¢ 1 1
lim "(2)dzr = lim / e 2% dx —/ z2. e 2% dl')
c—00 _Cf( ) c—>oo< —c‘/277 e 1/271—
0=1- Var(X)

Det vil sige, Var(X) = 1. Hvilket vi skulle bevise. O

Dermed har vi vist den mest grundlasggende teori for normalfordelingen.

13.2. Statistik

Nu vender vi os mod statistik med normalfordelingen. Udgangspunktet er,
at vi har nogle data, og vi kan sa spgrge om data er normalfordelte? Og vis
ja, hvad er den tilhgrende normalfordelings middelveerdi og spredning? Vi
tager et datasaet, vi har brugt for, nemlig hgjderne pa 50 piger malt i meter:

1,56 1,66 1,57 1,61 1,63 1,63 1,63 1,64 1,65 1,65
1,65 1,65 1,65 1,656 1,656 1,65 1,65 1,65 1,66 1,66
1,66 1,67 1,68 1,68 1,68 1,68 1,68 1,68 1,68 1,68
169 1,7 1v 17 1,7 1,7 1,7 1,7 1,7 1,7
7 172 1,72 1,72 1,73 1,73 1,73 1,79 1,76 18

I afsnit [1.1] pa side 3] introducerede vi datasaettet og i afsnit pa side
[ beregnede vi middelveerdien til T = 1,68 meter. I afsnit [[.2.1] pa side [13]
beregnede vi stikprgvespredningen til s = 0,047 meter. Vi skal senere i dette
afsnit se, at de to tal (middelveerdi og stikprgvespredning) netop er de tal
vi skal anvende i vores bud pa en normalfordeling.

Vi tegner et histogram for vores observationer med intervallerne,
[1,55;1,6[, [1,6;1,65],...

Og oven pa histogrammet tegner vi teethedsfunktionen for X ~ N(1,68;0,047)
se figur Ligeledes kan vi tegne sumkurve og fordelingsfunktion.

Hvis vi ser pa figur sa ser det umiddelbart ud som om histogram
og sumkurve ligger nogenlunde teet pa normalfordelingen. Dog ser data ud
til at veere skubbet lidt opad i forhold til en normalfordeling. Sa vi har en
(svag) evidens for, at data er normalfordelt. Vi kan dog komme naermere et
svar med et QQ-plot (eng: quantile-quantile-plot).
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Figur 13.5. Figuren viser til venstre histogrammet for hgjden i meter
af 50 piger med intervalbredde 0,05 meter. Ovenpa er tegnet teetheds-
funktionen for X ~ N(1,68;0,047). Til hgjre er tegnet den til histogram-
met tilsvarende sumkurve sammen med fordelingsfunktionen for X ~

N(1,68;0,047).

Et QQ-plot er et punktplot i et koordinatsystem, hvor der ogsa er en ret
linje. Hvis punkterne ligger ovenpa den rette linje kan, s kan vi vurdere, at
vores obeservationer er normalfordelte. Det giver mindst to spgrgsmal. For
det fgrste hvilke punkter? Og for det andet hvilken linje? For at svare pa
det, vil vi gennemga metoden til at lave et QQ-plot, men vi vil ikke svare
pa, hvorfor det virker — det ligger uden for disse noter.

Det forste, vi skal ggre for at lave et QQ-plot, er at seette vores observa-
tioner i rackkefglge med den mindste veerdi forst. I eksemplet med hgjderne
har vi allerede gjort dette. I det naeste trin findes, der mindst 5-6 forskellige
regler. De forskellige regler kan ses pa for eksempel wikipedia. Den regel vi

benytter her er
nr. i reekkefglgen

antal observationer + 1
Det vil sige, at for den fgrste observation pa 1,56 m, vil vi beregne ﬁ.
Hvad skal vi sa anvende det tal til? Vi saetter det ind i den omvendte funk-
tion fordelingsfunktionen for standardnormalfordelingen. Dermed regner vi
F1 (5%) = —2,0619. Vores punkt i koordinatsystemet er derfor

(1,56; —2,0619)

Vores andenkoordinat er dermed en vaerdi som opfylder, at

1

P(X < —-2,0619) = —

(X< —20019) =

hvor X er standardnormalfordelt. Her ses ogsa grunden til at vi leegger en

til antal observationer. Hvis vi ikke gjorde ville den sidste observation have

% =1 og F7!(1) = co. S& nu har vi en made at beregne punkter for alle
vores observationer.
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Udgangspunktet for QQ-plottet er, at vi gnsker at undersgge, om vores
data er normalfordelte. Vi har punkter, hvor fgrstekoordinatet er observa-
tioner, og andenkoordinatet kommer fra standardnormalfordelingen. Derfor
er ideen at tegne en ret linje, der beskriver, hvordan vores observationer kan
blive standardnormalfordelt. Men vi har allerede set en sadan omformning.
Vi kan bruge folgende formel

Det, vi regner ud, er den sakaldte z-veerdi. Sa ideen er, at hvis punkter
ligger pa den rette linje som z-vaerdiformlen er, sd kan vi sige, at vores
observationer er normalfordelte.

z-veerdiformel har den egenskab, at den omformer vores normalomrade
[ —20; p+ 20] til intervallet [—2;2]:

T — W
Zz =
o
w2 —pu
z =
o
+20
z = —
o
z =22

Det vil sige, at vi kan benytte et QQ-plot til at afleese normalomradet for
vores observationer (hvis de er normalfordelte).

Sa hvordan aflaeser vi sa et QQ-plot? Vi skal se pa om punkterne ligger
ovenpa den rette linje. Se figur Vores eksempel med hgjder ligger i
gverste venstre hjgrne (I). Punkterne ligger for det meste i naerheden af
linjen. Der er nogle steder, hvor det ligner, at punkterne danner en lodret
linje. Det skyldes, at vi har mange ens observationer. I hver ende af linjen
ligger, der nogle punker som er langt fra linjen. Det skal man passe pa med
at anvende i vurderingen. Generelt er punkterne i enderne af linjen, nogle
hvor vi har meget fa observationer, derfor kan de afvige fra linjen uden at
det ngdvendigvis er et problem. Sa opfordringen er, at man ser pa midten.

I figur [I3.6] overst hgjre hjorne er der tegnet et QQ-plot for eksemplet
med daser. Her ligger langt de fleste af punkterne pa linjen. Mod toppen
af linjen er, der er et lille svaj men ikke noget, der sendrer konklusionen,
at observationerne er normalfordelte. I Nederste venstre hjgrne har vi igen
observationer fra dasefabrikken, men nu ligger punkterne i en bue omkring
linjen, hvorfor vi vil sige, at observationerne ikke er normalfordelte. I det
sidste tilfzelde i nederste hgjre hjgrne har vi en hel del lodrette linjestykker.
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Figur 13.6. I viser et QQ-plot for hgjder af 50 piger, der er mange
ens observationer, og punkterne ligger ikke taet pa linjen, formentlig ikke
normalfordelt. IT viser et QQ-plot for daser, der kan indeholde 500 mL.
Punkterne ligger fint i forhold til linjen, selvom enderne afviger lidt,
det antages observationerne at veere normalfordelt. ITI viser et QQ-plot
for daser, punkterne ligger pa en bue, og en del ligger ikke pa linjen.
Ikke normalfordelte observationer. IV viser et QQ-plot for daser. Mange
ens observationer, kan tyde pa, at der ikke skal anvendes en kontinuert
fordeling. Tkke normalfordelt.

Nar vi ser et sadant QQ-plot, sa kunne det tyde pa at vores observationer
ikke er kontinuerte, men derimod hele tal. Det vil sige, at en kontinuert
fordeling som normalfordelingen ikke passer til vores observationer.

13.2.1. Estimat for middelveerdig og spredning. Nar vi har lavet vo-
res QQ-plot, og overbevist os om, at observationerne er normalfordelte, sa
kan vi spgrge os selv, hvad det bedste bud pa middelveaerdi og spredning er?
Vi har oven over skrevet, at gennemsnittet af observationerne er et bud pa
middelveerdi, og stikprgvespredningen er et bud pa spredning. Men hvordan
argumenterer vi for det?

Det forste vi bemeerker er, at de observationer vi har ikke er alle obser-
vationer, men derimod et udvalg. Alle hgjder af alle piger udggr det vi kalder
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en population. Det er den vi gnsker at vide noget om. Vores observationer
er malinger, der skal hjelpe os med at sige noget om populationen. Den
statistiske idé, til hvordan det kan forega, er den fglgende.

Ud fra vores population skal vi lave en observation eller maling. Fgr vi
laver en maling, kan vi opfatte resultatet af malingen som noget tilfzeldet,
der fglger en fordeling. Med andre ord, opfatter vi situationen, fgr vi har
lavet en observation som en stokastisk variabel Xi. Den konkrete maling
skriver vi som x1, hvilket er den veerdi den stokastiske variabel X; kommer
til at antage, nar malingen er udfgrt. Nar vi har lavet en maling, sa tager
vi en ny observation fra populationen. Det ma godt veere den samme bare
den er valgt tilfzeldigt (hvis stikprgven er meget mindre end populationen,
er det usandsynligt at trackke den samme observation to gange, s& vi ignorer
som regel det problem). Den nye observation, for vi laver en maling, er
ogsa en stokastisk variabel Xs, og den konkrete maling kalder vi xo. Saledes
fortssetter man, indtil man har det gnskede antal malinger.

Vi har sa en raekke stokastiske variable X1, Xs,...,X,. Fordi de kom-
mer fra den samme population, giver det mening at antage, at de har samme
fordeling. Og forudsat, at vi har lavet vores stikprgve korrekt, sa kan vi ogsa
antage, at de stokastiske variable er uafheengige. I den statistiske litteratur
bliver sadanne stokastiske variable forkortet IID (eng: independent identi-
cally distributed). Seerligt, sa har vi E(X) = u, og Var(X) = o2

Det giver anledning til at danne to stokastiske variable

Xi+Xo+...+ X,
n

X =

og

Z?:l (Xi - Y)Z
n—1

S? =

De deekker over middelveerdien og stikprgvevariansen, for vi laver malinger.
De to stokastiske variable kaldes estimatorer

De to stokastiske variable X og S? har middelveaerdier E(X) og E(S?),

som forteeller, hvad vi gennemsnit kan forvente, at middelveerdien X og
variansen S2 er. De giver

EX)=p B(S%) =02

Med andre ord, vi kan forventet, at middelvaerdien for stikprgven i gennem-
snit er populationens middelveerdi, og at stikprgvevariansen i gennemsnit er
populationens varians.

Nar malingerne er udfgrt bliver formlerne til

1+ X2+ ...+ Ty
n

f:
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og
2
$2 — 2 (2 = 7)
n—1

Hvilket netop er middelveaerdien og stikprgvevariansen. Vi kalder Z og s? for
estimater, og de har den saerlige egenskab, at de er uden bias (eng: unbiased).

Resten af dette afsnit vil gd ud pa at vise, at E(X) = u, og E(S?) = o2
Vi begynder med en hjalpesatning:

Seetning 13.15. Hvis X1, Xo,..., X, er IID med E(X;) = p og Var(X;) =
a2 for alle i, si geelder folgende:

(1) E(X1+X2+...+Xn) =np

(2) Var(X; + Xa2 + ...+ X,) = no?

Hvis X = w, sa gelder:
(4) BX) = p
(5) Var(X) = it

n
Bevis. Vi har for alle i, at E(X;) = p, sa derfor:

EXi+Xo+...+X,) =EX1) +E(X2) +... + E(X,)
=pt+p+...+p=np
N———

n

For uatheengige variable X og Y geelder: Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).
Vi har Var(X;) = o2 for alle i. Derfor:

Var(X; + Xo + ...+ X,,) = Var(X;) + Var(X2) + ... + Var(X,,)

202+02+...+0%:n02

n

Nu seetter vi X = W Da E(aX) = aE(X) har vi:

_ X+ Xo4 ...+ Xn
E(X):E( 1+ Xo4 ...+ >

n

1
:E(n(X1+X2+...+Xn)>
1
=-BEX1+Xo+...+ X,)

= p

S-S
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Vi husker, at Var(aX) = a?Var(X):

O

Nu mangler vi bare at bevise, at E(S?) = 2. I beviset vil vi udnytte, at
Var(X) = E(X?) — E(X)? kan omskrives til E(X?) = E(X)? + Var(X).

Seetning 13.16. Hvis X1, Xo, ..., X, er IID med E(X;) = p, og Var(X;) =

o2 fori, sd gelder
n < 2
E <Zi1 (Xi _X) ) — o2

n—1

Bevis. Vi begynder med at omskrive Y 1 | (X; — X)?

n n
S -X)2=3 X2+ X -2X X,
=1 i=1

n n n
=S X2+ XY (2% Xy)
i=1 i=1 i=1
n n
= (ZXE) +n- X —2X Y X;
=1 i=1

Da > X; = nX:

n
(ng> +n- X" - 2XnX

=1

= (iX?) X
i=1
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Da E(X) = E(1X) = LE(X), kan vi tillade os kun at se pa summen i
den forventede veerdi:

E<z<x X) E<<Z”1X)_nx)

n
E XE) E(nX)
=1

n

S E(x?) ) — nE(X)

i=1

Anvender: E(X?) = E(X)? + Var(X):

)
(ZE )2 + Var(X; )) —n (E(X)? + Var(X))

Da E(X;) = u, og Var(X;) = o2, far vi:
=np® +no? —n (E(X)* + Var(X))

Idet E(X) = u, og Var(X) = %2, far vi:

o2
:nu2+n02—n(u2+>

n

o2
= an +no? — an —n—
n

=no?—o0%=(n—1)0?
Hvis vi indsaetter:

D (Z;; (i —X>2> _(n-ne*_

n—1 n—1

Hvilket vi skulle vise. O

13.3. Lineszer regression

Vi mangler at behandle linezer regression i forbindelse med normalfordelin-
gen. Lineaer regression handler om, at vi har nogle observationspar (z;,y;),
som vi gnsker at bestemme en linezer funktion f(x) = ax + b, der passer
7godt” til punkterne. Da grafen for den linezere funktion ikke kan ga igen-
nem alle vores observationer, har vi til hvert observationspar en fejl r;, der
kaldes et residual. Sa helt generelt har vi

yi=a-x; +b+r;
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Da vores observationer er beheeftet med usikkerhed vil det ogsa veere
sadan at heeldningen a og konstantledet b er usikre. Derfor kan det veere
praktisk at opstille 95% konfidensintervaller for begge veerdier. Vi vil dog
kun ggre det for haldningen a. Forudssetningen for, at vi kan det, er, at
residualerne er normalfordelte med middelveerdi = 0, hvilket svarer til,
at vores linezere funktion i gennemsnit skyder lige meget over og under
punkterne. Fremgangsmaden er derfor:

(1) Undersgg om middelveerdien for residualerne er 0 eller meget teet
pa. (hvis ikke sa stop)

(2) Lav et QQ-plot for residualerne (hvis residualerne ikke er normal-
fordelte, sa stop)

(3) Fa en computer til at beregne et 95% konfidensinterval for heeld-
ningen.

(4) Konkluder.

Vi giver et enkelt eksempel.

Eksempel 13.17. Vi har en samling sammenhgrende veerdier, som er 85
malinger af temperatur i grader celsius og tryk af en gas malt i kPa. Pa
figur ses regression gverst til venstre, residualplottet gverst til hgjre, og
QQ-plottet af residualerne. Regressionen giver en linezer funktion

f(z) =0,34412 - = + 102,516

hvor x er temperaturen i grader celsius, og f(x) er trykket i kPa. Vores
residualspredning er pa 4,558 kPa og variationsbredden af andenkoordina-
terne er pa 39,1 kPa, sa residualspredningen er mindre end en faktor 10 fra
variationsbredden af andenkoordinaterne. Dermed skal vi veere varsomme
med at antage, at en lineser model beskriver vores observationer. Vi bemeer-
ker, at residualerne er normalfordelte ud fra QQ-plottet. En udregning af
middelveaerdien af residualerne viser, at de har en spredning meget teet pa 0.
Derfor kan vi bede en computer beregne et konfidensinterval for heeldningen
af linjen. Konfindesintevallet er

0,303; 0,385]

Det vil sige, at hvis vi gentager forsgget vil vi veere 95% sikre pa, at den
haeldning, vores nye regression vil give os, er i vores konfidensinterval. A

Inden vi afslutter dette kapitel. Skal vi lige overveje, hvad der kan ga galt
i forbindelse med heaeldninger. Hvis vi forestiller os, at vi har beregnet et 95%
konfidensinterval for en heeldning, og vi far [—1,2; 3,4]. I dette tilfeelde er
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Figur 13.7. Overst til venstre punktplot med regressions linje f(z) =
0,34412 - x +102,516. Dverst til hgjre: residualplot. Residualspredningen
er 4,558 kPa. Nederst til venstre et QQ-plot over residualerne. Residu-
alerne antages at vaere normalfordelte. Middelveerdi for residualer er 0.

en mulig heeldning 0. Det vil sige, at vi kan have den kostante funktion
som en mulig model. Men det vil vaere det samme som, at der ikke er nogen
sammenhang mellem den uafhsengige og den afhaengige variabel. Derudover,
er kan vi bade have en voksende eller en aftagende funktion som model for
vores data. Hvis dette forekommer ma vi konkludere, at der formentlig ikke
er nogen sammenhaeng mellem den uafhesengige og den afhsengige variabel.

Vi afslutter med et rutediagram over lineger regression se figur [13.8|
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Figur 13.8. Rutediagram over lineger regression.



Kapitel 14

Differentialligninger

Dette kapitel omhandler differentialligninger, det vil sige, ligninger hvor den
afledte af en funktion indgar i et udtryk sammen med funktionen. Vi begyn-
der med at give et indtryk af, hvad der skal forstas ved et sadant udsagn.
Derefter gennemgar vi teorien for differentialligninger, ved konkret at an-
vende teorien pa tre forskellige ligninger.

Eksemplerne stiger i sveerhedsgrad, men viser ogsa de centrale begreber
i spil med konkrete eksempler. Nar vi behandler differentialligninger er vi
generelt interesseret i at Igse ligningen, men ogsa at kunne analysere lignin-
gen med henblik pa at fa oplysninger om lgsningerne uden at lgse ligningen.
Det sidste er vigtigt, for det er typisk sadan, at differentialligninger sjeeldent
har lgsninger, der kan skrives op med almindelige formeludtryk.

14.1. Ligninger og differentialligninger

Ordet differentialligning indeholder to elementer, dels noget, der handler om
differentialregning, og noget, der handler om ligninger. Et eksempel pa en
vilkarlig differentialligning er:

y'z?g—7
x

Pa venstre side af lighedstegnet har vi en funktion y, der er blevet dif-
ferentieret — hvilket vi kan se pa meerket. Pa hgjre side af lighedstegnet har
vi nogle tal, samt funktionen y og en variabel x.

Det vil sige, at en differentialligning er kendetegnet ved, at den forbinder
differentierede funktioner med et udtryk, der (maske) indeholder funktionen
selv.

Opgaven bliver at sige noget fornuftigt om denne type ligninger og even-
tuelt lgse dem, det vil sige, bestemme en funktion y, der ggr ligningen sand.
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For at kunne komme ind pa emnet vil vi indlede med at sige noget om
tre tilgange til ligninger, som vi kan genfinde i forbindelse med differential-
ligninger.

14.1.1. Undersgge en lgsning. Hvis vi har en almindelig ligning: 4x—1 =
7, s& kan man undersgge, om en bestemt vaerdi for = er en Igsning til ligningen
for eksempel: x = 2. Vi saetter x = 2 ind i ligningen, og hvis vi far det samme
pa begge sider af lighedstegnet, sa har vi en lgsning: 4-2—-1=8—-1=717.
Hvis ikke sa har vi ikke en lgsning. Denne teknik lader sig direkte overfgre
til differentialligninger.

14.1.2. Lgs en ligning ved beregning. Hvis vi har en ligning, sa kan vi
anvende beregning til at lgse den:

3r—1=—-2x+6

5r—1=6
or =7

7

=5

For at komme frem til lgsningen ggr vi det samme péa begge sider af ligheds-
tegnet. Noget sadant er vaesentlig svaerere med differentialligninger, men der
er en metode, der virker for de differentialligninger, der kaldes separable, og
metoden kaldes separation af de variable.

14.1.3. Lgs ved hj=lp af lgsningsformel. Nogle ligninger er vanskelige
at lgse, hvorfor man anvender en formel, der giver lgsningen. For eksempel
vil andengradsligningen: 22 — 4z + 1 = 0 kunne lgses med lgsningsformlen:

xzﬂ, d=0b>— 4ac
2a

For nogle differentialligninger er der sadanne formler, der giver lgsningen.

14.2. Den linezre ligning

Den fgrste differentialligning, vi vil behandle, kan skrives som:
(14.1) v =a-y

Ligningen ser simpel ud, og det er faktisk den mest simple ligning, der
ikke er triviel. Sa vi vil skrive et langt afsnit om den, for at fremvise alle
de teknikker, der er ngdvendige, for at behandle de differentialligninger vi
stgder pa i matematik pa gymnasieniveau. Vi vil give to konkrete eksempler
pa anvendelsen af vores ligning [14.1
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Eksempel 14.1. Vi forestiller os, at vi har nogle bakterier, der har uendelig
meget mad og plads. Vi vil undersgge, hvad vi kan sige om vaeksthastigheden
for bakterierne. Da vi ikke har en funktion til at beskrive situationen, vil vi
bruge to punkter til at vurdere vaeksthastigheden — hvilket er acceptabelt,
da det ikke er den konkrete veerdi, men stgrrelsen pa vaksthastigheden
vi er interesseret i. Vaeksthastigheden vil vi male i bakterier pr. time. Vi
antager, at bakterierne fordobler sig hver 12. timer. Det vil sige, hvis vi har 2
bakterier, vil det tage 12 timer for, der er 4 bakterier. Dermed er hastigheden
% = 1/6 bakterie pr. time. Ligeledes, hvis vi har 60.000 bakterier, sa
vil vi have 120.000 bakterier efter 12 timer, dermed er vaksthastigheden

12000060000 — 60000 — 5000 bakterier pr. time.

Sa veeksthastigheden afhsenger af antallet af bakterier, og kun det, da
vores indledende antagelse ikke angiver nogle andre begransninger. Men det
er faktisk indholdet af ligningen Nemlig, hvis antallet af bakterier y
er en funktion af tiden z, sa afheenger vacksthastigheden o/ af antallet y. Vi
siger, at 3 er proportional med y.

y' =ay
I dette tilfselde kan man beregne, at a = 0,057762, hvorfor ligningen er
(14.2) y' =0,057762 -y

Ud fra det ovenstaende kan vi opstille en funktion, der beskriver situa-
tionen, og faktisk er en lgsning til ligningen. Funktionen er

(14.3) y(z) =c- £0.057762-

I funktionen optraeder der en konstant ¢, som ikke optraeder i differentiallig-
ningen. Konstanten kommer af, at for at kunne lgse en differentialligning, sa
skal der integreres, hvorfor der kommer en integrationskonstant. Differenti-
alligningen er ikke kun en model for den konkrete situation men ogsa for alle
mulige andre lignende situationer. Derfor, for at kunne anvende modellen,
skal man vide noget om antallet af bakterier til et bestemt tidspunkt. Det
kaldes for et begyndelsesvaerdiproblem. VAN

Eksempel 14.2. Antag, at vi har en maengde radioaktivt stof med en halve-
ringstid pa 12 dage. Hvis vi regner med, at der er 4 atomer, der kan henfalde,
sa er veeksthastigheden: 21;24 = 1—22 = —1/6 atom pr. dag. Hvis der er 120.000

atomer, s er vacksthastigheden W = —5000 atomer pr. dag.

Igen afhaenger vaeksthastigheden (negativt) af antallet af atomer. Hvor-
for differentialligningen er:

/
Yy =a-y
I dette tilfzelde kan man beregne, at a = —0,057762, og dermed er ligningen:

(14.4) y' = —0,057762 - y
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I dette tilfselde er en lgsning:
(14.5) y(z) = ¢ e~ 0057762
JAN

Bemseerkning 14.3. Laeg meerke til, at fortegnet pa konstanten a har stor
indflydelse pa, om y er en voksende eller aftagende funktion. Det vil vi vende
tilbage til. A

Bemazerkning 14.4 (Enheder). Lad os se pa enhederne i differentiallignin-
gen 3y’ = ay. Hvis vi tager eksempel sa har y enheden antal bakterier,
og v har enheden bakterier pr. time. Dermed ma a have enheden timer 1.

Hvilket vi kan eftervise med folgende beregning

Y = ay

bakterier
T — timer™ ! - bakterier

timer
bakterier 1

- = — - bakterier

timer timer
bakterier  bakterier

timer timer

Det er standard at angive konstanten a’s enhed ved et -1 A

14.2.1. Undersggelse af en lgsning. I det ovenstaende er det blevet
pastaet, at y(z) = c- %7762 oo (1) = c-e~00T762% or Jgsninger til de to
differentialligninger: 3/ = 0,057762-y, og v’ = —0,057762-y henholdsvis. Men
hvordan afggres det, om en funktion er en lgsning til en differentialligning?
Svaret er det samme som blev givet i indledningen: Der saettes ind i ligningen,
og hvis der star det samme pa begge sider af lighedstegnet, sa har vi en
lgsning ellers ikke.

Forskellen pa en differentialligning og en almindelig ligning er, at vi
bliver ngdt til at differentiere vores funktion. Vi tager funktionen y(x) =
0,057762-¢ " 5o undersgger om det er en lgsning til: ¢/ = 0,057762 - y. Vi
begynder med at differentiere y:

c-€

y’(x) =c-0,057762 - 0057762z _ 0,057762 - ¢ - 00577622

Dette indsaetter vi i ligningen:

y =0,057762 - y

0,057762 - ¢ - 057762 — () 057762 - [ ¢ . 057762 |
Yy Yy
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Da der star det samme pa begge sider af lighedstegnet, har vi fundet en
Igsning. Vi kan nu sige noget om lgsningerne pa differentialligning [14.1

ax

Seetning 14.5. Funktionerne: y(z) =c-e
ningen y' = ay

er lgsninger til differentiallig-

Bevis. Vi differentierer: y(z) = ¢- e saledes: y'(z) = ace®. Det indsattes
i ligningen:

y =ay
ace™ =a - | ce®™ v
= (g
Y y
Hvilket skulle vises. U

Bemsaerkning 14.6. Var opmaerksom pa, at vi ikke haevder at have fundet
alle lgsninger! A

14.2.2. Begyndelsesvaerdiproblemer. I vores lgsninger har vi i begge
funktioner en konstant ¢. Vi vil nu beskrive, hvordan en sadan konstant kan
bestemmes. Ind til videre indeholder vores differentialligninger fra eksempel
ikke noget, der kan hjzlpe med en beregning. Sa vi skal have en ekstra
oplysning. Hvis for eksempel vi ved, at der er 5 bakterier, nar tiden starter til
x =0, sa ved vi, at y(0) = 5, sa det kan vi saette ind i vores bakterieformel:

y(z) = c- 0057762z
y(0) = ¢ - £0,057762:0 _ £
c-e?=5

c=25

Dermed kan vi opskrive en partikuler lgsning

y(:r) —5. 60,0577621‘

Det er sa lgsningen til begyndelsesvaerdiproblemet:
y' =0,057762 -y, y(0)=5
Ofte kan sddanne begyndelsesvaerdiproblemer lgses med en computer.

Eksempel 14.7. Typisk kan vi lgse en differentialligning ved at aflaese tal
fra ligningen, og bruge lgsningsformlen til at na frem til en ligning. For
eksempel, far vi fglgende begyndelsesveerdiproblem:

Yy =2y, y(0)=4
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Vi ved, at den generelle formel for differentialligningen er 4’ = ay. Hvor-
for vi kan afleese, at @ = 2. Nar vi ved, at lgsningen er givet ved: y(z) = c-e®*.
Sa ved vi, at vi har:

y(@) = c-c®

Vi kan nu indseette tallene fra begyndelsesveerdiproblemet for at finde c.

y(0) =
c-e¥0 =4
c =4
c-1=4
c=4
Dermed er ligningen givet ved: y(x) = 4e%*. A

14.2.3. Kvalitativ undersdggelse. Ud fra selv differentialligningen er det
muligt at fremskaffe oplysninger om udseendet pa lgsningerne til differential-
ligningen. Dette kaldes en kvalitativ undersggelse, fordi vi ikke far en konkret
lgsning, men kun far noget at vide om det generelle ved lgsningerne. Der er
to metoder, vi vil anvende, det forste er det, der kaldes et fasediagram eller
et y — 1y — plot, hvilket sadan set bare er en monotoniundersggelse ud fra
ligningen (se figur . Den anden metode er ved et linjeelementdiagram
eller heeldningsfelt. Her kan man se den konkrete lgsnings udseende (se figur
14.1)).

Vi begynder med et linjeelementdiagram. Ideen med et sadant diagram
er, at differentialligningen giver os en metode til at beregne haeldningen i et
vilkarligt punkt i koordiantsystemet. For eksempel, hvis vores differential-
ligning er 3y’ = 2y, sa vil haeldningen i punktet (1,3) vaere y' = 2-3 = 6. Her
benytter vi ikke x-koordinatet, da det ikke optrzeder i ligningen. Saledes kan
et linjeelement opfattes som en triple (zg,y0;¥y’y). En computer kan regne
mange haeldninger ud. Hvis computeren laver et gitter af punkter; beregner
heeldningen for hver af dem, og satter et lille linjestykke i punktet med den
tilhgrende heeldning, sa far man et linjeelementdiagram.

Pa figur har vi tegnet linjeelementdiagrammet for 3y = 0,5y til
venstre, samt to grafer for lgsninger. De kaldes ogsa for integralkurver.

Hvis vi ser pa det venstre diagram i figur [I14.1] og folger retningen
af haeldningerne fra venstre mod hgjre, ser det ud til, at der er to typer
lgsninger. En der ligger over x-aksen, og en der ligger under. Den, der er
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Y =ay a>0. Y =ay a<0
Yy Yy
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Figur 14.1. Linjeelementdiagrammer for y’ = ay. Venstre diagram vi-
ser linjeelementer for a > 0, samt to lgsningskurver. Hgjre diagram viser
linjeelementer for a < 0, samt to lgsningskurver.

over z-aksen, er voksende, og den der er under z-aksen er aftagende. Begge
Igsninger beveeger sig vaek fra y = 0, nar vi bevaeger os fra venstre mod
hgjre.

Anderledes ser diagrammet ud, hvis vi tage 3’ = —0,5y. Det har vi
tegnet til hgjre i figur Nu er lgsningerne over z-aksen aftagende, og
lgsningerne under x-aksen er voksende. Her naermer lgsningerne sig y = 0,
nar vi gar fra venstre mod hgjre.

De to diagrammer i figur[I4.T]kan give os et indtryk af, hvordan lgsningerne
til differentialligningen opfgrer sig. Men de kan ikke bruges som argumenter
for alle lgsninger, da vi kun ser et udsnit. Det naeste diagram afhjeelper dette
problem. Men vi definerer fgrst begrebet linjeelement:

Definition 14.8. Givet en differentialligning, hvor v’ kan beregnes ud fra
x og y, sa er et linjeelement, en tripel (zo,yo; yy), hvor y( er beregnet ud fra
at indsaette (xg,yo) 1 differentialligningen.

Der blev sagt, at fasediagrammet er en monotoniundersggelse. Den kan
vi udfgre, fordi vi ved noget om den differentierede funktion y’. Vi begynder
pa normal vis, og lgser f'(z) = 0, eller ¥ = 0. Men det er let at lgse:
0=19 =ay < y =0, da vi kun har interessante ligninger, hvis a # 0.
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A
\ 4
A /
A

Figur 14.2. y'—y-diagram for 4’ = ay. Venstre diagram viser en ustabil
ligevaegtstilstand. Hgjre diagram viser en stabil ligeveegtstilstand.

Nu er der to tilfeelde, enten er a > 0, eller ogsa er a < 0. Vi har tegnet
de to tilfeelde i figur Til venstre har vi tegnet 4/ = ay med a = 1. Og
til hgjre har vi tegnet v’ = ay med a = —1.

Pa det venstre billede, hvor a > 0, kan vi se, nar y > 0, sa er ¥/ > 0.
Det vil sige, at y vokser, og grafen ma bevaege sig veek fra y = 0. Ligeledes,
nar y < 0, sa er ¥/ < 0, og sa ma y vare aftagende, og grafen bevager sig
vaek fra y = 0. Det er den oplysning, der er gemt i de to bla pile, som er
tegnet ind efter undersggelsen. Samlet vil man sige, at y = 0 er en ustabil
ligeveegtstilstand, fordi alt forsgger at komme vaek fra den over tid.

Til hgjre har vi situationen a < 0. Her er situationen omvendt. Nar
y >0, saery <0, og derfor aftager y. Hvis y < 0, sa er 4/ > 0, og y vokser.
Dermed naermer lgsningerne sig ligeveegtstilstanden 3’ = 0, som sa kaldes
en stabil ligevegtstilstand.

Til senere brug definerer vi nu begrebet ligevaegtstilstand
Definition 14.9 (Ligevaegtstilstand). En ligevegtstilstand for en differen-

tialligning er de punkter (zg,yo), der lgser ligningen 3’ = 0. En ligeveegtstil-
stand er stabil, hvis der findes lgsninger teet pa (zo,yo), sa:

lim y(x) = yo

Tr—TQ

Hvis en ligeveegtstilstand ikke er stabil, kaldes den ustabil.
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14.2.4. Lgsning ved separation af de variable. I det ovenstaende fik
vi pa magisk vis en lgsning til vores differentialligning 3’ = ay, men vi har
ikke fortalt, hvordan det er muligt at bestemme en lgsning. I det fglgende vil
vi beskrive metoden separation af de variable, som ofte kan give en lgsning.
Men fgr vi anvender metoden, vil vi give en motivation for metoden.

Udgangspunktet for separation af de variable er kaedereglen — eller reglen
for differentiation af sammensatte funktioner. Vi ser pa fslgende sammen-
setning: In(f(x)), og undersgger, hvad der sker, nar den differentieres:

b
(14.6) UMﬂ@»—f@)f@)
Med andre ord, sa er In(|f(x)|) en stamfunktion til % - ().

Hvis vi vender tilbage til vores differentialligning, sa kan vi sendre den,
sd vi nsermer os formel [14.6]

y=a-y
Vi ganger med % pa begge sider af lighedstegnet.
1
Y =ay-— y#O0
Yy

y'=a, y#0

LI~ Q|

Pa venstre side af lighedstegnet star der ﬁ - f'(z) bare med y, og pa hgjre

side har vi en konstant. Vi kan nu finde stamfunktionen pa begge sider af
lighedstegnet:

Y =a, y#0

1

/'y/dx:/adac, y#0
Yy

In(ly]) +e1=ax +c2, y#0

Her har vi to integrationskonstanter ¢ og co. Vi samler dem pa hgjreside af
lighedstegnet til c3, og sa husker vi, at den omvendte funktion til In(x) er
e”, sa den bruger vi bagefter for at isolere y.

In(ly)) =axr +ec3, y#0
eln(|y\) _ eaz—s—c;),7 y ?é 0
[yl =e™ e, y#0

< | =

Vi saetter ¢ = e

yl=c e, y#0
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Undervejs har vi hele tiden forudsat, at y # 0, men det betyder, at enten
er y > 0 for alle x, eller ogsa er y < 0 for alle . Da e* altid er en positiv
funktion, vil det veere afheengig af fortegnet pa c. Sa ved at lade ¢ veere alle
tal undtagen nul, kan vi droppe numerisktegnet om y.

Men hvad med y = 07 Det er faktisk en lgsning til ligningen, for hvis
y=0,saery =0, o0gvifar 0 = a-0 = 0. Denne lgsning kaldes en triviel
lgsning, eller hvad vi oftere vil bruge, sa kaldes det en ligevaegtstilstand.
Dermed kan ¢ = 0 medtages som en mulig vaerdi.

Yderligere bemaerker vi, at for alle punkter (zg, %) i planen, sa findes
der et ¢, sa grafen for lgsningen gar igennem punktet. Faktisk kan ¢ beregnes

%9, Det vil sige, at vi kan lgse alle begyndelsesveaerdiproblemer.

ved: ¢ = Sa%g -

Dermed kan vi skrive den fuldstendige lgsning til ¢y = ay som:
y(w) = c-e™
Vi giver et taleksempel.

Eksempel 14.10. Hvis vi har differentialligningen v’ = —2y, og begyndel-
sesveerdien y(0) = 4, sa kan vi lgse ligningen med separation af de variable.
Pa folgende made, hvor vi regner med %, som om det er tilladt at bruge
den som en brgk.

dy

I _9

dx Y
Ganger med dzx

dy = —2ydzx

Dividerer med y, og husker at y # 0
1
—dy = —2dx y#0
Yy

Tager integralet pa begge sider

1
/ydy:/—Qdac y#0

Inly|=-22+¢ y#0
bruger e pa begge sider
eln|y| — e 2xta y ?é 0

ly|=c-e 2® c=e y#0
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Da begyndelsesvaerdien har y-koordinat stgrre end 0, fas:

2x

ylx)=c-e” y>0

Begyndelsesveaerdien indseaettes

Dermed er lgsningen:

A

14.2.5. Eksistens og entydighed. Vi samler vores analyse af ligningen
Yy = ay i fplgende saetning:

Saetning 14.11. Differentialligningen:
y=ay, a#0

Har lgsningerne:
y(x) =c-e*™, ceR
Ethvert begyndelsesverdiproblem har én og kun en lgsning.
Differentialligningen har en ligeveegtstilstand, nar y = 0, og der er to
tilfelde:
(1) Hvis a > 0, sa er ligeveegtstilstanden ustabil.
(2) Hvis a <0, sa er ligevegtstilstanden stabil.

Vi vil lave endnu et bevis, der ikke anvender separation af de variable.
I forhold til beviser giver separation en lang rackke enkelttilfselde man skal
forholde sig til. Dette skyldes den numeriske vaerdi, der ofte kommer ved
separationsmetoden.

I stedet vil vi anvende en anden metode, hvor vi anvender en sakaldt
integrerende faktor. Hele ideen er at fa vores differentialligning til at ligne
produktregnereglen.

(f9)'(z) = f'(2)g(z) + f(x)g' ()
Bevis. Vi viser kun den fgrste del af seetningen. Vi omskriver differential-
ligningen:
y' =ay
y —ay=0
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Dette kunne naesten ligne produktregnereglen, men der mangler noget. Hvis
vi ganger med e~ ** og husker, at den differentieres til: —ae™**. Sa bliver det
tydeligere:

/ —a

Y e x_ay'e—amzo_e—ax

Vi flytter lidt rundt:
y/ . efam +y . (_aefax) — O
Vi sammenligner med produktregnereglen:
/ e T —ae" ) =0
v e+ v | )
F@) 9@ @) (e

Vi anvender produktregnereglen baglaens:

!/

y - e T =0
~— =
fz) 9@

Fra monotonissetningen punkt 3, sa findes der en konstant ¢, sa:

ax

y-e T =¢
Ganger med e*®
y e 0T | o0T _ 0T
Y- 60 — cet®
y = ce®®

O

Bemeaerkning 14.12. Det vi har vist, er det, der kaldes eksistens og enty-
dighed. Eksistens er blot, at vi har pavist eksistensen af en lgsning til diffe-
rentialligningen. Entydighed er, at vi har vist, at der findes udelukkende én
funktion, som er lgsning med en bestemt begyndelsesveerdi. Det kommer sig
af, at det integral, vi har benyttet, netop udelukker andre typer af lgsninger,
og da konstanten c er entydigt bestemt af (zo,yo), sa findes der vitterligt
kun en lgsning. VAN

14.2.6. Fremgangsmade for andre differentialligninger. I det ovenstaende
har vi introduceret en raekke begreber og metoder til at behandle en bestemt
differentialligning. Vi vil i de fglgende afsnit, hvor vi behandler forskellige
differentialligninger benytte folgende fremgangsmade:

(1) Opskrive og give eksempler pa differentialligningen.
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(2) Lave en kvalitativ analyse, og bestemme eventuelle ligevaegtstil-
stande.

(3) Lgse ligningen. Enten ved separation af variable eller en anden me-
tode.

(4) Vise, at vi kan lgse alle begyndelsesveerdiproblemer.

De naeste to afsnit handler om differentialligninger generelt og metoden
separation af de variable. Hvorefter vi genoptager analysen af forskellige
differentialligninger.

14.3. Definitionen af differentialligninger, notation og typer

I det foregaende har vi beskrevet en konkret differentialligning, men vi vil
gerne give en definition af, hvad der menes med en differentialligning.

Definition 14.13. En (ordinger) differentialligning er et udtryk
(14.7) y' =F(y,x)

Hvor y er en ukendt funktion med afledte 3/, x er en variabel, der typisk
angiver tid, og JF er et udtryk bestaende af regneoperationer pa y og x.

Et begyndelsesvardiproblem er en differentialligning, samt et punkt (zg, yo)
pa lgsningens graf:

(14.8) Y =F(y,z), ylzo) =10

En lgsning til en differentialligning er en funktion y, der opfylder diffe-
rentialligningen, og lgser begyndelsesveerdiproblemet. En sddan lgsning kal-
des partikuler. Hvis en lgsning lgser alle begyndelsesveerdiproblemer kaldes
den fuldstendig.

Bemaerkning 14.14. 1 det overstaende har vi ikke forholdt os til differen-
tialligninger, hvor andenafledte indgar — det vil sige, y”. Sadanne ligninger
kaldes andenordensligninger. S& vi har kun defineret fgrsteordensligninger.
Det viser sig, at alle hgjere-ordens-ligninger kan reduceres til et system af
forsteordensligninger. Hvorfor definitionen kan genbruges, nar blot v/, v, x,
xg 0og Yo erstattes med vektorer. A

Bemaerkning 14.15. I definitionen har vi ikke kraevet noget af F, men fgr
vi kan veere sikre pa, at der findes en lgsning til et begyndelsesvaerdiproblem,
sa bgr vi kraeve, at F er differentiabel i begge variable, og at de afledte er
kontinuerte. Hvor lidt man kan slippe afsted med at kraeve, er noget, der
undersggt, men vi skal ikke bekymre os videre om det. A
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14.3.1. Notation. Der findes en del mader at opskrive differentialligninger
pa:

Yy =ay
dy
dr Y
f(@)=a- f(z)
T = ax
Uy = QU
%x(t) -

Af alle disse mader at skrive den samme ligning pa, er det kun de to
gverste notationer, der er rigtig vigtige. Notation nummer to: % skal leeses
som et samlet symbol, hvor det telleren angiver er funktionens navn i dette

tilfeelde y. Naevneren angiver variablens navn i dette tilfselde x.

Andre muligheder kan veaere 4. Her hedder funktionen N, og variablen

dt
hedder t.

14.3.2. Typer af differentialligninger. Differentialligninger kan indde-
les i forskellige kategorier. Hvis der ikke er en variabel i ligningen — for
eksempel ingen x — sa kaldes ligningen tidsuafhengig eller autonom. Hvis
der derimod optraeder en variabel, sa kaldes de for tidsafhengige eller ikke
autonome.

Og sa bliver det lidt meerkeligt. Hvis differentialligningen er en propor-
tionalitet, sa kaldes ligningen for homogen lineer. Og hvis ligningen ligner
en lineser sammenheeng, sa kaldes den for inhomogen lineer. Hvis ligningen
ikke nogle af de to former for lineser kaldes den for ikke lineer.

Tabellen neden for indeholder de hovedtyper, der optreeder i formelsam-
lingen.

Ligning Lineser homogen | Lineser inhomogen | Ikke lineser

Tidsuafhengige
Autonome

y = ay v

Y =b—ay v

y=a-y (M-y) v

Tidsafthaengige
Tkke autonome
Yy + a(z)y = b(x) v
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14.4. Den forskudte linezere ligning

Den anden ligning, vi vil behandle, er ligningen:
(14.9) "=b-ay, b#0

Her forudssetter vi, at b ikke er nul, da vi ellers vil fa ligningen v’ = —ay,
som er neesten identisk med den ligning vi allerede lige har behandlet. Vi
begynder med et eksempel:

Eksempel 14.16. En kop kaffe bliver skaenket, og er 80°C' varm. Straks be-
gynder kaffen at afgive varme til omgivelserne. Men kaffen kan aldrig blive
koldere end stuetemperatur Ty = 20°C'. Derfor er den hastighed, tempera-
turen T' aftager med proportional med forskellen mellem stuetemperaturen
og temperaturen pa kaffen:

drl
dx
Her er k vores proportionalitetskonstant, Ty er stuetemperaturen, og T er
kaffens temperatur. Symbolet % angiver veeksthastigheden i f.eks. °C pr.
minut. Formlen kaldes Newtons afkolingslov (uden udstraling).
Umiddelbart ligner vores eksempel ikke formel men hvis vi ganger
k ind i parentesen, kan man se ligheden:

= k(Ty — T)

dT
— =k(Ty - T
dzx (To )
dT
— = KTy — kT
dzx

Sa hvis vi setter b = kT, og a = k, sa har vi vores formel
Den generelle 1gsning for differentialligning er givet ved:

ax

b _
y(:c)—g—i-c-e

Hvis vi antager, at k = 0,7, sa har vi fglgende differentialligning;:

dr
e 0,720 -1T)
Eller:
% =14 -0,7T
Hvis vi indsaetter i lgsningsformlen, sa far vi:
T(z) = 01’47 +c-e 0

T(x) =20+ c-e O™
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100 ;
temperatur

80 7
60 1
40 1

20 N ]
minutter ‘

1 2 3 4 5 6

Figur 14.3. Graf for T(x) = 20 + 60 - e~ %", Stiplet linje svare til
ligeveegtstilstand ' = 0

Vi har begyndelsesvaerdien 7'(0) = 80:

T(0)=20+c-e "0 =80
20 +c¢- e’ =80
c =60

Dermed er lgsningen:
T(z) = 20 + 60e "™

Yderligere kan vi se, at den generelle lgsning til ‘% =k(Toy—T) er T(z) =
To+c- e ke,
En graf for T ser sddan ud som pa figur
A

14.4.1. Undersdgelse af lgsning. Vi har ovenover heaevdet, at lgsningen

til ¥’ = b — ay er givet ved y(z) = 2 + c-e . Det vil vi nu undersgge om
er sandt.

Vi begynder med at differentiere y:
/ b —azx / —ax —ax
y(x)=(—-+c-e =c-(—a)-e " =—ac-e
a

Nu kan vi indsaette i ligningen:
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y=b—ay a>0. Y =b—ay a<0.

<
<

R N E U U U U U N AN

A A A A A
A W Y W O U W ¥ U W W U W W WY

A A A A A A A A
A VU VA W U U N W W W U U W WA

/)
AV VA U A O U U WY W NV U U W NN

VA A A A A A AV WV A AV AV AV A a4
A e e N N N N O O N N AN Y VN Yy,
NN N N NN N NN N N N N N NN
NN N SSS S S S SN S S S S S S
N S A s s s s

\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/

\
\
\
\
\
\
\}
\
\
\
\
\
\
\
\
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/

SN s SsX NN NN NN \ X
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VU Y VUV W VO U A W U W \ W W N

Figur 14.4. Linjeelement diagrammer for 3y’ = b — ay med Igsningskurver.

/
y =b—ay
—axr b —axr
—ac- e =b—a-|—4c-e
a
yl \_V_/
y
Ganger ind i parentesen:
_ —ab _
—ac-e P =b————a-c-e ¥
a
—ac-e ¥ =b—b—ac-e
—ac-e ¥ =—ac-e " V

Dermed har vi vist, at vores pastaede lgsning faktisk er en lgsning. Vi
kan nu formulerer en saetning:

Setning 14.17. Funktionen:

b _
y(x)—g—i-c-e

ar
Er en lgsning til differentialligningen:
Yy =b—ay

Bemeerkning 14.18. Laeg igen meerke til at vi blot pastar, at vi har fundet
en lgsning ikke at vi har fundet alle lgsninger. A
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Yy =b—a-y a>0. y=b—a-y a<O.

/ /

Y Y

A /
J N
A
A 4

Figur 14.5. Fasediagram for ¥ = b — ay. Til venstre ses en stabil
ligeveegt og til hgjre ses en ustabil ligevaegt.

14.4.2. Kvalitativ analyse. Det er muligt at lave en kvalitativ analyse
af vores differentialligning 3/ = b — ay. Pa figur har vi tegnet to linje-
elementdiagrammer. Til venstre har vi situationen, hvor a > 0. Her ser der
ud til at veere en vandret funktion f(x) = k, som de to andre lgsninger
naermer sig. Situationen minder om tilfeeldet med v’ = ay, dog i det tilfaelde
var ¢ < 0. Grunden til, at vi har a > 0 i vores situation, er, at vi har et
minus i selve ligningen. Ellers er forskellen, at den stabile ligeveegtstilstand
for flyttet op fra z-aksen.

Til hgjre har vi situationen, hvor a < 0, her har vi ogsa en ligevaegtstil-
stand ved y = k. Her ser tilstanden ud til at vaere ustabil.

I anvendelser vil det oftest vaere det venstre tilfeelde, der er interessant.
I det bla tilfzelde svare det til at have et loft pa funktionen og i det gule
tilfaelde svare til det til at have en mindst mulig veerdi for lgsningen.

Vi kan lave et fasediagram for ligningen 3’ = b — ay. Vi skal fgrst lgse
y =0.

y =0
b—ay=0
b=ay

b

y=—

a
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Vi kan nu tegne y —1/-plottet for vores ligning — se figur Til venstre
har vi situationen a > 0. Nar y > g, sa er y < 0, dermed er y aftagende.

Nar y < g, sa er iy > 0, og y er voksende. Dermed er lgsningerne til lig-
ningen aftagende, nar de har en begyndelsesveerdi over g, og voksende hvis
begyndelsesvaerdien er under. Sa ligevaegtstilstanden i y = 3 er stabil.

Til hgjre har vi tilfeeldet, hvor a < 0. Nar y > g, saery >0, ogy er vok-

sende. Nar y < g, sa er y' < 0, og y er aftagende. Her er ligeveegtstilstanden
ustabil.

14.4.3. Separation af de variable. Vores differentialligning v’ = b — ay
kan ogsa lgses ved separation af de variable.

Vi begynder med at szette a uden for en parentes: v = a (g — y) Hvis
Yy #F %, sa kan vi dividere over:

Nu skal vi finde en stamfunktion til + iy. En sadan er — In (3 — y), da:

a
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Vi kan nu fortssette som ssedvanligt.

1
7 y=a y#-
a Y
1 /
5 ydr = | adx
o Y
.
—In|-—y|+c=axr+co
a
.
In|— —y| =—ax +c3 c3 =¢1 — Co
a
b
‘—y‘ = cge” cy = e
Y
— —y=*tcge "
a

y=—Fae ™
a

b
ya)=_tee™  c=Fa

Eksempel 14.19. Vores ligning fra indledningen: ‘(% =0,7(20 — T) lader
sig ogsa lgse ved separation af de variable. Her vil vi igen anvende udtrykket
dr

& som var det en brgk. Vores begyndelsesveerdi er igen (0, 80).

dT

== =0,720-T

T =0,7(20 - T)
1 dT

= = T #2
0-Tdr 7 720

1
2O_Tdeo,%lgc

1
/QO—TdT/0’7dx

—In|20-T]=0,7r+ ¢
Inj20-T7|=-0,7z — ¢
20 — T| = e %707

Da T'(0) = 80 er 20 — T' < 0 og vi veelger den negative lgsning:
20T =—c-e 0™
T(zx) =20+ c- "™

c=¢€

Konstanten ¢ beregnes pa samme made som tidligere.
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14.4.4. Eksistens og entydighed. Vi er nu i stand til at bevise:
Saetning 14.20. Differentialligningen:
y =b—ay, a,b#0
Har lgsningerne:
y(az)zg-kc-e_‘m, ceR

Ethvert begyndelsesverdiproblem har én og kun en lgsning. Differentiallig-

ningen har en ligeveegtstilstand, y = g, der er to tilelde:

(1) Hvis a > 0, sa er ligevaegtstilstanden stabil.

(2) Hwvis a <0, sa er ligevagtstilstanden ustabil.

Pastandene om ligevaegtstilstandene har vi vist i det foregaende afsnit.
Sa vil vil bevis, at alle lgsninger har det angivne udseende, og vi vil bevise
udsagnet om begyndelsesvaerdiproblemet. Vi bemaerker, at vi ikke vil benyt-
te metoden separation af de variable. Vi vil i stedet igen benytte metoden
med integrerende faktor.

Bevis. Vi omskriver vores ligning;:
Yy =b—ay
y +ay=>b

Vi vil nu gange igennem med e®*, for at fa ligningen til at ligne produktreg-
nereglen pa venstre side.

y +ay=>
y/'ea:p_'_y_aeax:b'eaw

(y . eax)/ = he™®
Vi tager stamfunktionen pa begge sider:
/(y ") do = /be’”dx
axr b axr
y-ew +c1 = ge + c2
Vi samler integrationskonstanterne:

b
y‘ea.’fzgeaiﬂ_'_c
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Vi ganger igennem med e~ %*:

y ea/x e_a/$ — geax e—ax + ce axr
b _
y-e¥ = —e0 4 cem ™
a
b

y=——+ce
a

Dermed har vi fundet vores lgsning.

Antag, at vi har begyndelsesveerdien (xq,yo). Vi viser, at ¢ er entydigt
bestemt af dette punkt.

Yo = — +c- e
a

b _
Yo—— =c-e 4
a
b
Yo— o _
e—axo

Dermed har ethvert begyndelsesveerdiproblem (xg, yo) én og kun en lgsning,
hvor
b
_%~q
T e—amo

c

14.5. Den Logistiske ligning

I dette afsnit vil vi behandle den logistiske differentialligning

v =ay- (M —y) a#0 M >0

Denne differentialligning er den fgrste ligning, hvor der er flere ligevaegtstil-
stande. Og sa er den en ikke-lineser ligning. I definitionen af ligningen har
vi kraevet, at M > 0, hvilket strengt taget ikke er ngdvendigt. Men de situ-
ationer, der giver mening i virkeligheden, der er M altid positiv.

Bemaerkning 14.21. Undertiden stgder man pa ligningen:
y' =y(b—ay).
Denne ligning har dog en form, der meget sjeeldent finder anvendelse ud i

virkeligheden, hvorfor vi forbiga den her. Ligningen kan laves om til stan-
dardligningen ved at seette a uden for en parentes. Dermed er M = 2. A

Eksempel 14.22. Et eksempel pa en situation, der kan modelleres med en
logistisk ligning er rygtespredning. Antag, at vi har en skole med 600 elever.
En dag er der en elev, der starter et rygte. Det vil sige, til at begynde med
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kender én elev rygtet. Vi antager ogsa, at rygtet er af en sadan karakter, at
de andre elever vil sprede det.

Til at begynde med gar udbredelsen af rygtet hurtigt, da ingen undtagen
én kender rygtet. Men som tiden gar vil flere og flere veere bekendt med
rygtet, og der vil ga leengere og leengere tid mellem, at de stgder pa en som
ikke kender rygtet. Nar alle 600 elever kender rygtet stopper processen.

Dermed afhaenger hastigheden rygtet spredes med af antallet af personer,
der kender rygtet og antallet af personer, der endnu ikke har hert rygtet.

Vi indfgrer nogle betegnelser: Antallet af personer, der har hgrt rygtet
betegnes med y. Antallet af personer, der maksimalt kan komme til at ken-
de rygtet betegnes med M. Dermed er hastigheden for rygteudbredelsen v/,
malt i antal personer pr. time proportional med antallet, der kender rygtet
y og antallet, der endnu ikke kender rygtet M — y. Vi kalder proportionali-
tetskonstanten for a. Ligningen bliver:

y=a-y-(M—-y)
Hvis vi antager, at a = 0,0007, s& far vi ligningen:
y' = 0,0007 -y - (600 — y)

Den generelle Igsningsformel for den logistiske ligning er:

B M
~ l+4c-eaMe

Vi indsaetter vores veerdier, og far:

(14.10) y(x)

B 600
y(w) = 1 + ¢ - ¢—0,0007-600-z

B 600

 14c-e 0422

Nu mangler vi at bestemme c. Men vi ved, at til at begynde med var der 1
person, der kender rygtet, sa vi lgser y(0) = 1:

y(z)

600
y(0) = 1o eomo ~ 1
600

" 1
1+c-el

600

l+c

600 =1+c¢
¢ =599
Dermed bliver vores lgsning;:
600

y(x)

T 14599 ¢ 082w
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600 Tantal

400 1

200 1

timer

5 10 15 20 25 30

Figur 14.6. Graf for y(z) = 14-5535;1%' Bemaerk, at grafen flader ud

ved omkring y = 600, og at det tager over 24 timer fgr det maksimale
antal nas.

En graf for lgsningen kan se pa figur [14.6]

Der er en saerlig egenskab ved logistiske funktioner. Den stgrste veekst-

hastighed kan findes ved at se pa andenaksen. Nemlig, ved at finde %
Fgrstekoordinatet kan sa findes ved at aflaese grafen eller lgse ligningen

y(z) = 4. Det sidste vil vi gore:

M
y(z) = o5
600 600

2 14599 042

(1+599 - e~ %47 . 300 = 600
1+599 e 0427 =2
599 e 02T =2 1

6—0,42~a¢ — L
599
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Figur 14.7. Linjeelementdiagrammer for ligningerne y' = ay(M — y).
Tilfeeldet a > 0 til venstre har en voksende central graf, mens tilfaeldet
til hgjre a < 0 har en aftagende central graf.

Bruger den naturlige logaritme pa begge sider

1
0,42 =1In ( ——
e n<599>

_In(s) _

—In(599)  In(599)
0,42 0,42

—0,42
x = 15,23

Det vil sige, at nar der er gaet 15,23 timer, sa nar hastigheden sit hgjeste.
Faktisk far vi en formel for x givet:

JAN

14.5.1. Kvalitativ analyse. Vi vil nu lave en kvalitativ analyse af den
logistiske differentialligning.

Vi begynder med at se pa linjeelementdiagrammerne for ligningen. Pa
figur kan vi se to diagrammer. Til venstre har vi situationen a > 0,
hvilket er den oftest forekommende. Der er en gul lgsningskurve, der lgber
mellem to lilla vandrette linjer, som er vores ligeveegtstilstande. Den bla grad
svare til en lgsning, begyndelsesveerdien ligger uden for intervallet [0; M]
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A
\ 4
\ 4
A
\ 4
A
A
Y

Figur 14.8. Fasediagrammer for 3y’ = ay(M — y). Til venstre situatio-
nen hvor a > 0, til hgjre situationen a < 0.

pa andenaksen. Ligeveegtstilstanden y = 0 ser ud til at veere ustabil og
ligeveegtstilstanden y = k # 0, ser ud til at veere stabil.

Modsat ser det ud til hgjre. Her er den gule graf aftagende og de to
ligevaegtstilstande har byttet om pa om de er stabile eller ej. Der stadig en
bla graf, der ligger uden for intervallet [0; M| pa andenaksen.

Vi kan nu begynde selve analysen. Vi satter ¢’ = 0, og lgser den ligning
vi far frem.

Fra nulreglen:

a-y=0 M—-y=0
y=0 y=M
Med andre ord, sa har vi to ligeveegtstilstande. En nar y = 0, og en nar

y = M. For vi kan sige noget om stabiliteten af ligevaegtstilstandene, ma vi
se pa selve differentialligningen. Vi ganger ind i parentesen og far:

Y =ay(M —y)
y = aMy — ay®
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Det vil sige, at differentialligningen er et andengradspolynomium i vari-
ablen y. Sa hvis vi plotter et y — 3/-diagram, bgr vi forvente at se parabler.

Pa figur kan vi se de to tilfeelde a > 0 til venstre, og a < 0 til
hgjre. Vi ser kun pa situationen til venstre. Nar y < 0, sa er 3/ < 0, og y er
aftagende. Nar 0 <y < M sa er 3y > 0, og y er voksende. Nar y > M, sa er
Yy’ < 0, og y er aftagende. Dermed er y = 0 en ustabil ligevaegtstilstand, og
y = M en stabil ligevaegtstilstand.

I det venstre fasediagram er der et toppunkt svarende til der, hvor veekst-
hastigheden er storst. Hvilket kommer sig af, at vi har veeksthastigheden pa
andenaksen. Da toppunktet altid ligger midtvejs mellem de to nulpunkter
y=0o0gy = M, sa ma det veere nar y = %, at det sker. Vi kan samle
denne observation og nogle flere i fglgende ssetning.

Saetning 14.23. Differentialligningen:

1) y="4%
(2) = an(Lc)

) _ aM?
(3) og vaeksthastigheden er y = a4

Bevis. Vi har argumenteret for (1) oven over. Vi har lavet et taleksempel,
som kan laves om til en udledning af (2). Sa vi viser kun (3).

I differentialligningen indseettes y = 5
y = ay(M —y)
M M
/

g _— M _
vy ()
y/ = Qa %2 — %2

2 4
Iy 2M?  M?
A N R
Iy 2M? — M?
Y 1
,  aM?
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Af de tre ligninger er det normalt kun den fgrste, der finder anvendelse
til dagligt.

14.5.2. Eksistens og entydighed. Det er nu muligt at lave et bevis for
eksistens og entydighed af lgsningen til den logistiske differentialligning. Ef-

ter beviset vil vi sige noget om den lgsning, der ikke har en begyndelsesvaerdi
med andenkoordinat i intervallet [0; M].

Saetning 14.24. Differentialligningen:

Har lgsningerne:

y(xz) =0 eller y(z)

M zeR hvis ¢ > 0
" 1+4c-eaMz? xER\{lna(;/[c)} hvis ¢ < 0

Ethvert begyndelsesverdiproblem har én og kun en lgsning.

Differentialligningen har to ligevegtstilstande, y = 0 eller y = M, der
er to tilfelde:

(1) Hwvis a > 0:
(a) Sa er ligeveegtstilstanden y = 0 ustabil.
(b) Sa er ligevegtstilstanden y = M stabil.
(2) Hvis a <0:
(a) Sa er ligeveegtstilstanden y = 0 stabil.
(b) Sa er ligevaegtstilstanden y = M wustabil.

Bevis. Vi vil lave et bevis ved separation af de variable. Vi antager, at
y#0,0gy# M.

Y =ay(M —y)

1 /
— = Y =a
y(M —y)
Ganger med M
M-,
y =aM
y(M —y)

Leegger 0 til i teelleren pa venstre side

M-y+y ,_
y(M —y)
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Deler brgken op

1 1
/yy'd:ﬂ—l—/]w_yy’dx:/aMdm
Injy| —In|M —y| =aMz+

Y
-y

In =aMx+ 1

Yy
] _ gatase

Y = cy - M7 cp=e1>0
M~y

Der nu to tilfeelde ML_y > 0, og ML_y < 0. Hvis 0 < y < M er broken
positiv. Hvis derimod y < 0 eller y > M, sa er brgken negativ. Det giver to
muligheder:

Mz

_C2 . ea’
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Der veelges en ny konstant cg = +co # 0. Med andre ord ¢3 € R\ {0}.
Vi isolerer y:

Y aMz
= C3-¢€
M-y
Y . lefaMm = c3 - eaMx . lefaMz
M—y c3 c3
Yy —aMx 1
- ce 1 c=—
M-y ’ 3
M_y. Yy .Ce—aM:v:M_y
y M-y (0
Ce—aM:v:M_y
Y
M
Ce—aM:v_i_l
Yy
1_|_C€—aM:v %
Yy
y- (1+ce ™M) =M
M
yzl —aMx
+ce

Nar ¢ > 0, sa er naevneren positiv, da det er et plusstykke med positive tal.
Derimod, hvis ¢ < 0 kan naevneren blive 0. Vi saetter naevneren lig med 0,
og lgser for x:

l4c-e Mz =9

c- e—aMac —
_ 1

e aMz _ _ —

C

Dac <0, saer —% > 0, og vi kan bruge In pa begge sider

In (e"*M*) = In <—1>

T —aM

. In(1) —In(—c)
—aM

. In(—c)
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Vi mangler, at vise entydighed af Igsninger til begyndelsesveerdiproblemer.

Undervejs i udledningen oven for fik vi en ligning, vi kan bruge: ce *M* =

M=y Hyis vores begyndelsesveerdi er (x0,y0), far vi:

Yy
CefaMxo _ M — Yo
Yo
Ce—aMxoeaMxo _ M — Yo eaMaro
Yo
(14.11) ¢ = M 90 otz
Yo
Vi ser, at hvis y = M, sa er ¢ = 0. Hvilket fuldender beviset. O

14.6. Separation af de variable

Vi har i det ovenstaende anvendt metoden separation af de variable en del
gange, sa formalet vil her veere at samle op pa teorien bag metoden.

Vi vil indfgrer to formel udtryk: h(y) og g(x). Her aftheenger funktionen
h kun af funktionen y, og funktionen g afhsenger kun af den uafhsengige
variabel z. Vi kan nu definere hvad vi forstar ved en separabel differential-
ligning.

Definition 14.25. En differentialligning
Yy =F(y, )

kaldes for separabel, hvis der findes funktioner h og g, sa ligningen kan skrives
pa en af to fglgende former:

(14.12) y' =nh(y) g9(x)
; 9(517
(14.13) Y= ) h(y) # 0

Bemaerkning 14.26. Lag merke til, at vi ikke kreever noget seerligt af
funktionerne h og g. Séledes kan en differentialligning godt veere separabel
uden, at der kan findes en lgsning til ligningen. For eksempel, hvis funktio-
nerne ikke er integrable. A

Eksempel 14.27. For at se hvordan definitionen skal forstas, giver vi to
eksempler. Det fgrste er ligningen

y = sin(y) - 2*
Her er h(y) = sin(y) og g(z) = 22 de to funktioner, der udggr ligningen. Det

er et eksempel pa en ligning af typen [14.12] Det andet eksempel er
x

Y2+ 1

y =
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Her er g(x) = x og h(y) = y? + 1. Den sidste funktion er positiv, sa betin-
gelserne er overholdt. Her har vi et eksempel pa en ligning af typen [14.13

Et eksempel pa en ikke separabel ligning er:
f = sin(y - 2)
A
Vi har udelukkende anvendt ligninger af typen [[4.12] sa vi giver et ek-
sempel pa en ligning, der er pa typen [I4.13]
Eksempel 14.28. Vi ser pa ligningen

y =
y

Her antager vi, at y er en positiv funktion. Vi ganger y over:
y-y =z

Vi tager integralet pa begge sider:

/y-y'da::/xdx

1 1
§y2 +c = 5562 + co
Yy =2’ + 3, c3=cC—C1
y=+£vV22+ c3
Da vi antog, at y var en positiv funktion, har vi lgsningen y(z) = Va2 + c.
JAN

14.7. Den generelle linezere ligning

Den sidste ligning vi ser pa er en generalisering af ligningen v’ = b — ay,
her har vi blot funktioner i stedet for konstanter. Hvis vi skulle lave de
undersggelser vi har lavet for de andre ligninger med denne ny ligning, vil
vi stede ind i, at det afhsenger af funktionerne a og b. Vi vil dog bevise
folgende:

Saetning 14.29. Fulgende differentialligning:
y' +a(z) = b(z),

hvor y, a og b er funktioner med samme definitionsmangde, og hvor a og b
er kontinuerte, har lgsningerne:

y(z) = e 4@ /b(:n) e dy,

hvor A er stamfunktion til a.
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Bevis. Da a og b er kontinuerte, har de stamfunktioner. Vi kalder stam-
funktionen til a for A.

Y +a(x)y = b(x)
Vi ganger med e4(*)
y e 4 a(z) - @) Ly = b(z) - eAl)
Omvendt produktregneregel:

(y . eA(z))’ — b(z) - A@

/ <y . eA(m)>/ dr = /b(a:) e 4y

y - e = /b(:n) e dy

y(z) = e 4@ /b(:n) e dg
(]

Bemseerkning 14.30. Hvis man slar op i en formelsamling kan man under
tiden se folgende lgsningsformel:

y(z) = e A /b(a:) @) dp 4 ¢ emA@

Forskellen ligger i om man opfatter integralet som noget, der har en lgsning,
hvor der hgrer en konstant til eller ej. For at vise, at den lgsningsformel vi
har giver det rigtige, sa antag, at b(z) - €4(*) har stamfunktionen G(z) + ¢,
sa vil vores lgsning veere:

y(a) = e A (G(a) + ).
A()

Nar e~ ganges ind i parentesen vil vi fa et led, der hedder: ¢ - e=A@),
hvilket viser, at de to formler er naesten identiske. A
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Bilag A

Den logaritmiske
sinusrelation

Vi gnsker at bevise fglgende sinusrelation:

sin(z) — sin(y) = 2 - cos (93‘2Fy> din <a: - y>

Vi begynder med at se pa to vektorer i enhedscirklen:

€w

—1.0-0.8-0.6-0.4-0.2 | 0.2 0.4 0.6 0.8 10

. . (cos(u) . (cos(w)
Vi har to vektorer: €, = (sin(u)) 0g €y = <sin(w)>’ der begge har

leengden 1. Vi beregner determinanten mellem vektorerne. Fgrst ved:

det(€w, €x) = |ew| - |€4] - sin(u — w)

= sin(u — w)
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da leengderne er 1, dernaest:

det(ey, €,) =

cos(w) cos(u)
sin(w)  sin(u)

= cos(w) sin(u) — sin(w) cos(u)

Samlet far vi efter nogen omrokering:

sin(u — w) = sin(u) cos(w) — cos(u) sin(w)

Da: cos(—z) = cos(z) og sin(—z) = —sin(z), kan vi udnytte at +w =
—(—w), og far:

sin(u + w) = sin(u — (—w)) = sin(u) cos(—w) — cos(u) sin(—w)
= sin(u) cos(w) + cos(u) sin(w)
Dermed har vi ogsa:
sin(u 4+ w) = sin(u) cos(w) + cos(u) sin(w)

Bemsaerkning A.1. P& naesten samme made som oven over kan man be-
regne prikproduktet mellem: €, og €. Og na frem til:

cos(u — w) = cos(u) cos(w) + sin(u) sin(w)

cos(u + w) = cos(u) cos(w) — sin(u) sin(w)

A

Vi kan nu komme frem til vores relation. Vi laver folgende beregning:
sin(u + w) — sin(u — w) = sin(u) cos(w) + cos(u) sin(w) — (sin(u) cos(w) — cos(u) sin(w))
= sin(u) cos(w) + cos(u) sin(w) — sin(u) cos(w) + cos(u) sin(w)
= 2 cos(u) sin(w)
Det vil sige:
sin(u + w) — sin(u — w) = 2 cos(u) sin(w)

Vi gnsker nu at erstatte u + w med x og u — w med y. Det betyder, at
vi skal lgse fglgende ligningssystem for at kunne komme af med v og w:

U+w==x

u—w=y
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Vi treekker den nederste ligning fra den gverste:

utw—(u—w)=x—y

utw—ut+w=xr—y

2w=zx—y
_r~y
2
Ved at leegge de to ligninger sammen, kan vi fa:
r+y
u =
2

Dermed bliver:

sin(u + w) — sin(u — w) = 2 cos(u) sin(w)

sin(z) — sin(y) = 2 cos <x ; y> sin <$;y>

ved indsaettelse til:

Bemseerkning A.2. Med samme fremgangsméade kan det bevises at:

cos(z) — cos(y) = —2sin (372*9) ‘i (x = y>







Bilag B

Ikke-standardlgsninger
for den logistiske
ligning

Vi vil analysere de lgsninger, der ligger uden for omradet mellem 0 og M.
Vi kan konkluderer, hvis 0 < yo < M, sa er ¢ > 0, hvis yg < 0 eller yg > M
sa er ¢ < 0 og hvis yg = M, sa er ¢ = 0.

Hyvis vores yg opfylder yo < 0 eller yo > M, kalder vi lgsningerne for ikke
standardlgsninger. Det centrale for ikke standardlgsningerne er, at der er en
lodret linje givet ved:

hvor lgsningerne ikke er defineret. Vi vil forsgge at beskrive hvad der sker
nar lgsningens graf kommer taet pa den lodrette linje. Vi ser pa den generelle
ln( L

lgsning og indsaetter T+ h = %]\EI) + h. For at se hvad der sker nar vi lader

h ga mod nul.
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l4+c-e
M
y(@+h)=
( ) 1+ c eln(—%)—aMh
- M
y(x+h)= (1)
1+c-e™7c).eg-aMh
M
P+ h) =
vEEh) = Ty e
N M
y(x—l—h):l_efaMh

I det fglgende vil vi antage, at a > 0. Det betyder at —aM < 0 og der
med er e~ *M" en aftagende eksponentialfunktion i variablen h. Vi begynder
med at antage, at h > 0. Hvis det er tilfeeldet er e *M" < 1, og dermed er
0<1—e*h <1 Hvis M divideres med et positivt tal mindre end 1, sa
vil vi fa et tal storre end M. Det vil sige, y(Z + h) > M, nar h > 0.

P4 den anden side, hvis & < 0, sa vil e *M" > 1 og 1 — e~ 2Mh < 0.
Dermed vil M blive divideret med et negativt tal og y(Z + h) < 0.

Vi kan nu komme med en konklusion. Der gives kun en ikke stan-
dardlgsning. hvis a > 0, saer y > M nar z > T og y < 0, nar = < 7.

Vi mangler at undersgge hvad der sker nar h gar mod nul. Vi deler op i
venstre og hgjre greenser. Uanset hvad, sa har vi limy,_,g e *M" = 1. Det vil
sige, at

M

I T gt = 0
Da 1 —e *Mh < for alle h < 0. Ligeledes har vi:
lim M =00

h—0+ 1 —e—aMh

Da 1 — e ?Mh > for alle h > 0. Denne diskussion samles i en seetning:

Saetning B.1. Lgsningerne til den logistiske differentialligning med begyn-
delsesveerdi yy < 0 eller yo > M har definitionsmaengde R\ {lna(];[c)}. Den
lodrette linje © = % er en asymptote til lgsningernes graf. Der er to
tilfeelde:

(1) Hwvis a > 0:
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(a) Sa for alle x < &, sa ery <0 og

lim y(z) = —o0
T—T

(b) Sa for alle x > T, sa ery > M og

lim y(z) = o0
z—zt

(2) Hvis a <0:
(a) Sa for alle x < &, sa ery > M og

lim y(x) = o0

=T

(b) Sa for alle x > T, sa er y <0 og
lim y(x) = —o0
r—It+

Man bgr ggre sig klart, at disse ikke standardlgsninger, netop ikke er
noget man stgder pa i anvendelser, hvorfor det ovenstaende kan ses som en

undersggelse for sin egen skyld.
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