Noter og opgaver om matematiske argumenter
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For alle
Til daglig kunne man finde på at komme med et udsagn (hvis man er lidt mærkelig), som f.eks. 
Heste har fire ben
Selvom det er en simpel sætning er den faktisk ikke særlig præcis. I hvert fald ikke ud fra et matematisk synspunkt. For udtaler man sig ikke om alle heste? Så ville det måske være mere præcist at skrive:
Alle heste har fire ben
Men det er stadig ikke så præcist. For egentlig udtaler vi også om de ting, der er heste. Så en lidt bedre udgave er:
Alle ting, der er heste, har fire ben
Du har gættet det! Stadig ikke præcist nok. For mener vi ikke, at hvis en ting er en hest, så har tingen fire ben?
For alle ting gælder det, hvis tingen er en hest, så har tingen fire ben
Nu bliver det ikke mere præcist (i disse noter). Bemærk, at vi begynder med for alle ting. Det er generelt, at vi i matematik skriver f.eks. alle trekanter, men mener for alle ting gælder det, at tingen er en trekant. 
Opgave 1
Omskriv de nedenstående sætninger til ”for alle” sætninger:
a) Ungkarle er ugifte
b) Drager spyer ild
c) Trekanter har tre sider
d) Politik er dumt
e) Fisk har gæller
Opgave 2
Hvilke af de ovenstående udsagn er sande, falske, eller nogen gange sande og nogen gange falske?
Begrund hvert tilfælde.


Modeksempler
Det er ikke sådan, at alt, hvad der bliver sagt, er sandt. Et eksempel kunne være.
Alle kioskejere snyder med moms
Hvis vi laver denne sætning om til en ”for alle” sætning, får vi:
For alle ting gælder det, hvis tingen er en kioskejer, så snyder tingen med moms
Det er klart, at det burde være muligt at finde ting, der ikke snyder med moms. Men, at et strygejern ikke snyder med moms, viser jo ikke, at alle kioskejere ikke gør det. Derimod, hvis vi kan finde blot en kioskejer, der ikke snyder med moms, så har vi fundet et modeksempel. Det vil sige, at modeksempler opfylder ”hvis-delen” af udsagnet, men ikke ”så-delen”.
Opgave 3
Omskriv de nedenstående sætninger til ”for alle” sætninger. Og kom med et modeksempel
a) Alle politifolk er mænd
b) Alle dyr med fire ben er heste
c) Alle matematikere er ”for vilde”
d) Alle trekanter er retvinklede
e) Alle retvinklede trekanter, har vinkler med størrelserne: 45, 45, og 90 grader
At vende rækkefølgen om
Nogen gange kan vi ændre på den rækkefølge tingene står i. For eksempel, hvis vi har sætningen 
Alle ungkarle er ugifte mænd
Så er det også sandt at:
Alle ugifte mænd er ungkarle
Eller på lidt mere matematisk:
For alle ting gælder det, hvis tingen er en ungkarl, så er tingen en ugift mand
For alle ting gælder det, hvis tingen er ugift mand, så er tingen en ungkarl
Det er dog ikke altid tilfældet
Opgave 4
Se på de ”for alle” sætninger du lavede i opgave 1. Vend dem om. Hvad sker der med sandhedsværdien af sætningerne?


Præcision
Som den forrige opgave illustrerede, så skal man passe på med at vende hvis, så sætninger om. Dog kan det nogle gange være svært at se, at det ikke går godt. Vi giver et eksempel
Alle trekanter har tre sider
Umiddelbart virker det også rigtigt, at 
Alle ting, der har tre sider, er en trekant
Det er dog forkert. En firkant har også tre sider! Vi kan dog reparere på udsagnet. 
Alle ting, der har tre og kun tre sider, er en trekant
Det er et bedre udsagn, det er dog stadig forkert.
Opgave 5
Kom med et modeksempel til ” Alle ting der har tre og kun tre sider er en trekant” og forsøg at rette formuleringen, så det bliver rigtigt.
Ekstra opgave 
Forklar vittighedstegningen på forsiden af dette dokument.


Beviser - Præmisser og argumenter
Et Matematisk Bevis starter med nogle præmisser. Nogle grundantagelser som alle er enige om. Derefter prøver man med logiske argumenter at komme frem til en slutning[footnoteRef:1].  [1:  Ordet slutning kræver vist en forklaring. Det betyder ikke afslutning, men derimod enten konklusion eller argument. I teksten oven for er det det første. Et eksempel på det andet kan være ”Han lavede en slutning fra alle trekanter til retvinklede trekanter” altså et argument om alle trekanter, der bliver til et om retvinklede. Slutningen er vejen fra alle trekanter til retvinklede.] 

Når et bevis går galt, så kan det enten være præmisserne eller de logiske argumenter, der er noget i vejen med.
EKSEMPEL 1: Vinkelsummen i en trekant er 180°
[image: ]BEVIS: Tegn en vilkårlig trekant. Tegn en streg på toppen, der er parallel med grundlinjen. Forlæng de to skrå linjer. 
Nu kan man let se, at vinkel 1 for neden er lige så stor som vinkel 1 for oven. Vinkel 2 for neden er lige så stor som vinkel 2 for oven. Vinkel 3 i trekanten er spejlet og dermed lige så stor som vinkel 3 for oven.
De tre vinkler for oven danner lige præcis en halv cirkel, dvs 180°. Altså er vinkel 1 plus vinkel 2 plus vinkel 3 lige med 180°. 
Det vi beviser er at:
For alle ting gælder det, hvis tingen er en trekant, så er dens vinkelsum 180°.
Der nogle præmisser i dette bevis, de står dog ikke tydeligt. Den første præmis er, at vi kan tegne alle trekanter. Her skal vi passe på, så det vi mener, er, at vi kan tegne alle trekanter med alle mulig vinkler (der er nogle vinkler, der ikke er mulige). Så sidelængderne er ligegyldige.
Den anden præmis er, at vi kan tegne en linje parallel med grundlinjen. 
Den sidste præmis er, at en halv cirkel har vinkel 180°.
[image: ]EKSEMPEL 2: Start på nordpolen. Tegn en ret linje stik syd. 
Når I når ækvator drejer I 90° til højre. I tegner en ret linje stik vest.
Efter en kvart omgang rundt om jorden drejer I 90° til højre, og tegner en ret linje stik nord indtil I når nordpolen igen.
Nu har I tegnet en trekant med tre rette linjer. Men alle tre vinkler er 90°, så vinkelsummen er 270°!!!
Opgave 6
Hvad er det for et præmis som vi brugte i beviset, men som åbenbart ikke er opfyldt i dette eksempel?
Kan vi normalt antage, at en trekant har en vinkelsum på 180°?

EKSEMPEL 3: Fra Erasmus Montanus af Ludvig Holberg 1731. Erasmus, der har studeret på universitetet, vil nu overbevise sin mor, Nille, om, at hun er en sten.
[image: ]MONTANUS. 	Morlille, jeg vil giøre jer til en Steen. 
NILLE. 	Ja Snak, det er end meere konstigt. 
MONTANUS.	Nu skal I faa det at høre. En Steen kand ikke flyve. 
NILLE. 	Ney det er vist nok, undtagen man kaster den. 
MONTANUS.	I kand ikke flyve. 
NILLE. 	Det er og sant. 
MONTANUS.	Ergo, er Morlille en Steen? 
(Nille græder.) 
MONTANUS.	Hvorfor græder Moorlille? 
NILLE. 	Ach jeg er saa bange, at jeg blir til Steen, mine Been begynder alt at blive kolde. 
MONTANUS.	Gif jer tilfreds Morlille, jeg skal strax giøre jer til Menniske igien. En Steen kand ikke tænke eller tale. 
NILLE. 	Det er sandt. Jeg veed ikke om hun kand tænke, men tale kand hun ikke. 
MONTANUS. 	Morlille kand tale. 
NILLE. 	Ja Gud skee Lof, som en stakkels Bonde-Kone kand jeg tale. 
MONTANUS.	Got. Ergo er Morlille ingen Steen. 
NILLE. 	Ach det giorde got, nu kommer jeg mig igien.

Opgave 7
Erasmus Montanus vil overbevise sin mor om, at hun er en sten.
Præmisser: Hvilke to præmisser starter han ud fra?


Logisk argument: Hvordan argumenterer han så?


Holder argumentet?




Opgave 8
Bagefter vil Erasmus Montanus overbevise sin mor om, at hun ikke er en sten.
Præmisser: Hvilke to præmisser starter han ud fra?


Logisk argument: Hvordan argumenterer han så?


Holder argumentet?


Hvad går der før beviset
Matematikerne starter ALDRIG med beviserne. Først regner de længe og prøver at finde sammenhænge. Derefter begynder de så småt at finde præmisser og argumenter. Til sidst har de måske fundet så mange argumenter, at de accepterer deres resultat som sandheden. Men indtil da er det bare en formodning.

Opgave 9
Tankelæser-eksperiment.
Tænk på et 2-cifret tal, hvor første ciffer er større end sidste ciffer:	 _________
Skriv tallet bagfra:					__________
Træk de to tal fra hinanden:			__________
(hvis resultatet er 1-cifret, f.eks. 7, så skriv det som 07)
Skriv tallet bagfra:					__________
Læg de to tal sammen:				__________

Hvorfor kaldte jeg denne opgave for et tankelæser-eksperiment?

Efter at have prøvet opgave 9 en masse gange, har vi en formodning om hvad resultatet af udregningerne bliver.

Men vi har IKKE bevist, at formodningen er sand. Der kunne være et specielt 2-cifret tal, som ikke gav samme slutresultat

Næste trin er at prøve at analysere, hvad der skete under udregningerne.

Opgave 10
Prøv at sætte ord på, hvad der sker undervejs i udregningerne. Hvorfor bliver resultatet altid det samme?



Alt efter hvor langt man når i opgave 13, så har man næsten beviset hjemme. Her kommer en matematisk version:

EKSEMPEL 4: Bevis for antagelsen
Det tocifrede tal kan skrives som x·10+y , hvor x og y er cifre og x er større end y.
Det omvendte tal hedder så  y·10+x
Når de to trækkes fra hinanden, så starter man med enerne: y – x . Det kan man ikke for x var jo større end y, så man må lige låne en 10-er: 10 + y – x
For 10-erne bliver stykket: x – y – 1  (man havde jo brugt en 10-er hos enerne)
Minusstykket giver altså: (x – y – 1)·10 + (10 + y – x)
Det omvendte tal hedder: (10 + y – x)·10 + (x – y – 1)
Når man lægger dem sammen får man: 	(x – y – 1 + 10 + y – x)·10 + (10 + y – x + x – y – 1)
			= 	9           ·10 +                 9
			= 99			






[image: ]Opgave 11
At dele en cirkel.
Tegn en cirkel afmærk 2 tilfældige punkter på kanten, og tegn alle de mulige linier mellem punkterne. (Der er kun én). Nu blev cirklen delt i to områder.
Fortsæt med 3,4,5 punkter og udfyld følgende tabel:

	Antal punkter
	2
	3
	4
	5

	Antal linjer
	1
	
	
	

	Antal områder
	2
	
	
	


(Hvis man tegner punkterne oveni hinanden får man selvfølgelig færre linjer og områder. I skal tegne dem, så I får flest muligt)
I begynder måske at have en idé om et system.
Skriv systemet:
Hvor mange linjer forventer I, at der kan tegnes ved 6 punkter?

Hvor mange områder forventer I, at der bliver ved 6 punkter?


Prøv efter om Jeres system passer.

Systemet for linjerne passede vist fint. Det er også ret let at argumentere for det. Prøv!

Men for områderne gik det vist galt. Nogle matematikere har fundet en formel for områderne, men den er ikke så simpel som I lige havde gættet på. Ved seks punkter bliver svaret enogtredive.

En formodning er altså IKKE det samme som et bevis!




Modstridsbeviser
ET OMVENDT BEVIS
Det kan godt være rigtig svært at bevise sin formodning. Et trick matematikerne nogle gange bruger er at lade som om formodningen er forkert. De laver simpelthen en præmis, som de ikke selv tror på. Derefter bruger de logiske argumenter til at vise, at præmissen må være gal. Sagt på en anden måde, så siger vi det modsatte af det, vi vil bevise, og så går vi logisk frem indtil vi støder ind i noget, der ikke kan passe.
Det lyder mystisk, men lad os se på et eksempel.
[image: ]EKSEMPEL 5: PRIMTAL.
Et primtal er et tal, hvor kun 1 og tallet selv går op. 2 er et primtal. Det er 3,5,7,11,13 også. 15 er ikke et primtal, for 15 kan skrives som 3 gange 5.
Det er nemt at finde primtal, så man får hurtigt den idé, at der findes uendeligt mange primtal. Men det er svært at bevise. For hvordan skal det gøres? Hvis man skal skrive dem alle sammen op, så bliver man jo aldrig færdig. 
I stedet gør man følgende: Man lader som om der kun findes et endeligt antal primtal, og så viser man ved logiske argumenter, at det er noget sludder.
BEVIS: Antag, at der kun findes endeligt mange primtal: 2,3,5,7,…,K hvor K er det sidste (det modsatte af det vi vil bevis).
Gang alle disse tal sammen og læg én til: (2·3·5·7·…·K)+1.
Nu har vi et tal som 2 ikke går op i (fordi det er én større end et tal som 2 går op i)
3 går heller ikke op (samme argument)
5 heller ikke (samme argument) osv…osv…
INGEN primtal går op i tallet.
Men heller ingen andre tal går op i det nye tal. For hvis f.eks. 15 gik op, så ville 3 gå op i tallet, for 3 går jo op i 15.
Så det nye tal er åbenbart et primtal. Men det er større end K, som ellers var det sidste.
Altså er vi ved logiske argumenter nået frem til noget sludder. Vi har fundet et primtal der er større end det største primtal!
Der må altså være noget galt med vores præmisser. Og det eneste præmis, der ser mystisk ud er vores påstand om at tallet K er det sidste primtal.
Konklusion: Der findes IKKE noget sidste primtal		
Opgave 12
Kan det nu passe?
Prøv at gøre som i beviset med primtallene 2,3,5,7,11,13. Spørg Wolfram Alpha om tallet er primtal ved at skrive: factor 2*3*5*7*11*13+1. Hvad får I ud af det? Hvad betyder det for beviset oven for. Kan I ændre beviset, så det kommer til at passe?



Et omvendt bevis til
Uendelige størrelser har givet anledning til en række paradokser. Et af dem er, at der er flere decimaltal, mellem 0 og 1, end der er naturlige tal (1,2,3,…).
Påstanden afhænger af, hvad vi mener med flere end. Og det handler så igen om at tælle. Hvis vi ser på mængderne {A,B,C,D} og {X,Y,Z,V,W}, kan vi se, at den sidste mængde indeholder flere bogstaver end den første. Vi kan tælle, at der er 4 elementer i den første mængde, og 5 i den sidste:
Eller i tabel form:
	1
	2
	3
	4

	A
	B
	C
	D


Og
	1
	2
	3
	4
	5

	X
	Y
	Z
	V
	W



Med andre ord knytter vi ét tal til hvert bogstav, og til hvert bogstav knytter vi ét tal. Det sidste er nødvendigt at skrive, se på følgende tabel:
	1
	2
	3
	4

	X
	Y
	Z
	V
	W


Her knytter vi ét tal til hvert bogstav, men vi knytter to bogstaver til ét tal. Vi vil ikke påstå, at vi tæller i dette tilfælde.
Vi kan nu bevise som indledning: Der findes lige så mange positive lige tal som der findes naturlige tal
Bevis: Vi skal vise, at vi kan tælle de lige tal med de naturlige tal. Alle lige tal kan som bekendt divideres med 2. Det kan give et lige tal fx 4/2=2, eller et ulige tal 6/2=3. Omvendt så få vi altid et lige tal ved at gange et vilkårligt tal med 2. Så vi kan lave følgende tabel:
	Naturlige tal
	1
	2
	3
	4
	5
	…

	Lige tal
	2
	4
	6
	8
	10
	…



Hvor vi nedad ganger med 2, og opad dividerer vi med 2. Så for hvert naturligt tal knytter vi ét lige tal, og for hvert lige tal knytter vi et naturligt tal.
Opgave 13
Ulige tal
Lav det ovenstående bevis med ulige tal. (Vink: Et tal er ulige, hvis det kan skrives som 2n-1)
Vi kan nu bevise, at der er flere decimaltal mellem 0 og 1 end der er naturlige tal.
Bevis: Vi laver et modstridsbevis: Antag, at der er lige så mange decimaltal mellem 0 og 1, som der er naturlige tal, det vil sige, at vi kan lave en uendelig list med alle decimaltal. Listen har uendelig mange søjler og rækker, og hvert decimaltal har et nummer på listen. (Det modsatte af hvad vi vil bevise).
	Nr.
	
	1. decimal
	2. decimal
	3.decimal
	4. decimal
	…

	1
	0,
	4
	5
	6
	1
	

	2
	0,
	1
	8
	6
	7
	

	3
	0,
	3
	5
	7
	1
	

	4
	0,
	9
	8
	7
	2
	

	5
	0,
	1
	2
	3
	4
	



Vi vil finde et tal som ikke er på listen og dermed giver modstriden. Fremgangsmåden er den følgende. Vi begynder med ”0,”. Derefter kigger vi på tallenes decimaler i de blå felter, og laver tallene om. Hvis tallet er under 5 laver vi det om til 7 og hvis tallet er 5 eller over laver vi det om til 3. 
Det første decimal til vores nye tal finder vi ved at kigge på det første tals første decimal i tabellen. I vores tilfælde står der 4, så i vores nye tal bliver det til 7. 
Så vi har 0,7
Så kigger vi på andet tals andet decimal, og ser, at der står 8, så i vores nye tal bliver det til 3.
Så vi har 0,73
Så kigger vi på det tredje tals tredje decimal, og ser, at der står 7, så i vores nye tal bliver det til 3.
Så vi har 0,733.
Det næste bliver så 0,7337. Vi fortsætter således uendeligt, indtil vi har været hele listen igennem. Det nye tal, som kun består af 7- og 3taller, findes ikke på listen. Hvis det gjorde, så ville det have et nummer i listen. 
Det er ikke det første tal på listen, da tallet på listen har 4 på den første plads, og vores nye tal har 7.
Det er ikke det andet tal på listen, da tallet på listen har 8 på den anden plads, og vores nye tal har 3.
Det er ikke det tredje tal på listen, da tallet på listen har 7 på den tredje plads, og vores nye tal har 3.
Det er ikke det fjerde tal på listen, da tallet på listen har 2 på den fjerde plads, og vores nye tal har 7.
… og vi kan fortsætte uendeligt på denne måde.
Vi har altså fundet et tal, der ikke er på listen, og vi har vores modstrid. Der er altså flere decimaltal mellem 0 og 1 end der er naturlige tal.				
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